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4. òáúîùå ðòéíåòù.

1. ä×ÕÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ
ðÕÓÔØ S2 ⊂ R3 | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, N ∈ S2 | ËÁËÁÑ-ÔÏ ÔÏÞËÁ (ÓÅ×ÅÒÎÙÊ

ÐÏÌÀÓ), Á � | ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÜË×ÁÔÏÒÁ, Ô.Å. ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁÑ
ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÕ ÔÏÞËÉ N . ãÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ S2 \ {N} → � ÉÚ ÔÏÞËÉ N ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ.
úÁÄÁÞÁ 1. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÏÂÒÁÚ ÐÒÉ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ Á) ÓÅÔËÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÊ É ÍÅÒÉÄÉÁÎÏ×, Â) ÒÁÚÂÉ-
ÅÎÉÑ ÓÆÅÒÙ ÎÁ 8 ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ÔÒÅÍÑ ÐÒÑÍÙÍÉ ÕÇÌÁÍÉ.
úÁÄÁÞÁ 2. úÁÄÁÊÔÅ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
ÎÁ ÓÆÅÒÅ | ÛÉÒÏÔÁ É ÄÏÌÇÏÔÁ, Á ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ | ÄÅËÁÒÔÏ×Ù).

çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÅÓÌÉ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÉÌÏÖÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ
×ÅËÔÏÒ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÚÁÄÁÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÅÓÌÉ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ
ÐÒÉÌÏÖÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×ÅËÔÏÒ, ËÁÓÁÀÝÉÊÓÑ ÓÆÅÒÙ ÉÍÅÎÎÏ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ.
úÁÄÁÞÁ 3. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÐÒÉ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ Á) ÓÅÔËÉ ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÐÌÏÓ-
ËÏÓÔÉ �, Â) ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÎÁ �, ÇÄÅ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎ ×ÅËÔÏÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÏÓÉ x.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ � ÚÁÄÁÎÁ ËÒÉ×ÁÑ 
 : S1 → � É ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ X, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÅÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ
ËÒÉ×ÏÊ, Ô.Å. ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ X(
(t)) 6= 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ t. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X
 : S1 → S1, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÏ
ÆÏÒÍÕÌÅ X
(t) = X(
(t))= |X(
(t))|. óÔÅÐÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÒÁÝÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ X
ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ 
. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÒÁÝÅÎÉÅ ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÂÏÒÏÔÏ×, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÅËÔÏÒ X
(t) ÄÅÌÁÅÔ ×ÏËÒÕÇ
ÎÕÌÑ, ÐÏËÁ t ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.
úÁÄÁÞÁ 4. Á) åÓÌÉ ÐÏÌÅ É/ÉÌÉ ËÒÉ×ÕÀ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÅ ×ÓÅ ×ÒÅÍÑ ÎÅ ÉÍÅÌÏ
ÎÕÌÅÊ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ, ÔÏ ×ÒÁÝÅÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. Â) ðÕÓÔØ ËÒÉ×ÁÑ 
 ÐÏÌÕÞÅÎÁ \ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ" ËÒÉ×ÙÈ 
1 É 
2 (ÐÏ
ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÔÏ ÅÓÔØ 
(t) = 
1(2t) ÐÒÉ 0 ≤ t ≤ 1=2
É 
(t) = 
2(2t − 1) ÐÒÉ 1=2 ≤ t ≤ 1; ÚÄÅÓØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S1 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ËÁË ÏÔÒÅÚÏË [0; 1] ÓÏ ÓËÌÅÅÎÎÙÍÉ
ËÏÎÃÁÍÉ 0 É 1 É ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ 
1(0) = 
1(1) = 
2(0) = 
2(1)). ôÏÇÄÁ ×ÒÁÝÅÎÉÅ X ÎÁ 
 ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ
×ÒÁÝÅÎÉÊ ÎÁ 
1 É 
2.
úÁÄÁÞÁ 5. Á) ðÕÓÔØ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÚÁÄÁÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ X, Á ! | ÐÁÒÁÌÌÅÌØ ÎÁ ÓÆÅÒÅ, ÀÖÎÅÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÌÅ ÎÅ
ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅÊ. ðÕÓÔØ Y | ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÐÏÌÑ X, Á 
 | ÐÁÒÁÌÌÅÌÉ !. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÒÁÝÅÎÉÅ
Y ÎÁ 
 ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ. Â) ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ! | ÐÁÒÁÌÌÅÌØ, ÓÅ×ÅÒÎÅÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÌÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅÊ. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ
×ÒÁÝÅÎÉÅ Y ÎÁ 
?

ðÕÓÔØ X | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ �, Á a ∈ � ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ X(a) = 0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÒÕÇÅ
D Ó ÃÅÎÔÒÏÍ a ÎÅÔ, ËÒÏÍÅ a, ÔÏÞÅË, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÌÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ. ôÏÇÄÁ ×ÒÁÝÅÎÉÅ ÐÏÌÑ X ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ |
ÇÒÁÎÉÃÅ ËÒÕÇÁ D ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÐÏÌÑ × ÔÏÞËÅ a. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ËÏÒÒÅËÔÎÏ
| ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ËÒÕÇÁ D.
úÁÄÁÞÁ 6. Á) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÔÏÞÅË ÉÎÄÅËÓÁ 1, 0, 2, −1. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÌÅ Y ÎÁ � ÐÏÌÕÞÅÎÏ
ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÐÏÌÑ X ÎÁ ÓÆÅÒÅ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÎÕÌÑ × ÓÅ×ÅÒÎÏÍ ÐÏÌÀÓÅ, É ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅ×ÙÈ ÔÏÞÅË, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÉÈ ÉÎÄÅËÓÏ× ÒÁ×ÎÁ 2.
õËÁÚÁÎÉÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ 4, ÓÕÍÍÁ ÉÎÄÅËÓÏ× ÒÁ×ÎÁ ÉÎÄÅËÓÕ ÐÏÌÑ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó
ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ. äÁÌØÛÅ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÔÁËÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ
É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 5Â.

éÚ ÚÁÄÁÞÉ 6 ×ÙÔÅËÁÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, \ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÉÞÅÓÙ×ÁÎÉÉ ÅÖÁ": ×ÓÑËÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ
ÓÆÅÒÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

çÒÁÆÏÍ, ×ÌÏÖÅÎÎÙÍ × ÓÆÅÒÕ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ S2, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÇÒÁÆÕ (ÒÅ-
ÚÕÌØÔÁÔÕ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÏÔÒÅÚËÏ× | ÒÅÂÅÒ | ÐÏ ÉÈ ËÏÎÃÁÍ) É ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ S2 \A ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÎÅÓ×ÑÚÎÏÍÕ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÀ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔÙÈ ËÒÕÇÏ× (ÇÒÁÎÅÊ).
úÁÄÁÞÁ 7. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÁÆ, ×ÌÏÖÅÎÎÙÊ × ÓÆÅÒÕ É ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÊ ÐÏÌÎÏÍÕ ÇÒÁÆÕ ÉÚ 4
×ÅÒÛÉÎ. Â) ðÕÓÔØ A ⊂ S2 | ×ÌÏÖÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÒÁ×ÎÏÅ ÎÕÌÀ × ËÁÖÄÏÊ
×ÅÒÛÉÎÅ, × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ×ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ É × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ×ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ, Á ÂÏÌØÛÅ ÎÕÌÅÊ ÎÅ
ÉÍÅÀÝÅÅ. ×) ðÕÓÔØ ×ÌÏÖÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ A ÉÍÅÅÔ V ×ÅÒÛÉÎ, E ÒÅÂÅÒ É F ÇÒÁÎÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V −E +F = 2.

1



úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ K3;3 | ÇÒÁÆ, ÉÍÅÀÝÉÊ 6 ×ÅÒÛÉÎ a1; b1; c1; a2; b2; c2 É 9 ÒÅÂÅÒ | ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ
1 ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ 2. Á) ðÕÓÔØ A ⊂ S2 | ×ÌÏÖÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÊ K3;3.
þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï F ÇÒÁÎÅÊ ÐÒÉ ×ÌÏÖÅÎÉÉ? Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ ÐÒÉ ×ÌÏÖÅÎÉÉ
ÌÅÖÁÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 4 ÒÅÂÅÒ, ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÒÏ×ÎÏ Ä×ÕÈ ÇÒÁÎÅÊ. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÌÏÖÅÎÎÏÇÏ
ÇÒÁÆÁ A ⊂ S2, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÇÏ K3;3, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.
úÁÄÁÞÁ 9. òÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ 8, ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ K5, ÉÍÅÀÝÅÇÏ 5 ×ÅÒÛÉÎ, ÐÏÐÁÒÎÏ ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÒÅÂÒÁ-
ÍÉ.

2. òÕÞËÉ
ôÏÒÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅËÁÒÔÏ×Ï ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ S1×S1. òÕÞËÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÒ Ó ÄÙÒËÏÊ. óÆÅÒÏÊ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉËÌÅÉ×ÁÎÉÑ Ë ÓÆÅÒÅ Ó g ÄÙÒËÁÍÉ g ÒÕÞÅË ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÁÍ ÄÙÒÏË. óÆÅÒÁ Ó ÏÄÎÏÊ ÒÕÞËÏÊ
ÜÔÏ ÔÏÒ.
úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ×ÏÓØÍÉÕÇÏÌØÎÉË, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÙ ÞÅÒÅÚ
ÏÄÎÕ \ÂÅÚ ÐÅÒÅËÒÕÔËÉ" (Ô.Å. ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÙ ÓÔÏÒÏÎÙ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ 1 É 3, 2 É 4, 5 É 7, 6 É 8; ÐÒÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ
ÓÔÏÒÏÎ ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ ÉÈ ÔÏÞËÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎ, ÓÞÉÔÁÑ ÐÏ ÞÁÓÏ×ÏÊ
ÓÔÒÅÌËÅ), ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÓÆÅÒÅ Ó 2 ÒÕÞËÁÍÉ.
õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÚÒÅÖØÔÅ ×ÏÓØÍÉÕÇÏÌØÎÉË ÐÏÐÏÌÁÍ ÐÏ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ.
úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 4g-ÕÇÏÌØÎÉË, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÙ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ \ÂÅÚ ÐÅÒÅ-
ËÒÕÔËÉ" (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 10, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÓÆÅÒÅ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ.
úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË, ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅ-
ÎÙ \ÂÅÚ ÐÅÒÅËÒÕÔËÉ", ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÔÏÒÕ.
õËÁÚÁÎÉÅ. óÏÅÄÉÎÉÔÅ Ä×Å ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÏÌÏÓÏÊ.
úÁÄÁÞÁ 13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ É ÏÄÎÏÊ ÄÙÒËÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÂÕËÅÔÕ ÉÚ 2g
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.

ìÅÎÔÏÊ íÅÂÉÕÓÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔ, Ä×Å ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓËÌÅÅÎÙ \Ó ÐÅÒÅËÒÕÔËÏÊ".
çÒÁÎÉÃÁ ÌÅÎÔÙ íÅÂÉÕÓÁ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÄÏËÁÖÉÔÅ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÀ ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁËÌÅÉÔØ ÄÙÒËÕ.
ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÅ ÐÁÒÙ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÓËÌÅÅÎÙ \Ó
ÐÅÒÅËÒÕÔËÏÊ".
úÁÄÁÞÁ 14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ Ó ÏÄÎÏÊ ÄÙÒËÏÊ, ÚÁËÌÅÅÎÎÏÊ ÌÅÎÔÏÊ íÅÂÉÕÓÁ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
úÁÄÁÞÁ 15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ S2 Ó ÔÒÅÍÑ ÄÙÒËÁÍÉ, ÚÁËÌÅÅÎÎÙÍÉ ÌÅÎÔÏÊ íÅÂÉÕÓÁ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÔÏÒÕ Ó
ÏÄÎÏÊ ÄÙÒËÏÊ, ÚÁËÌÅÅÎÎÏÊ ÌÅÎÔÏÊ íÅÂÉÕÓÁ, É ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó 1 ÒÕÞËÏÊ.

3. ôÒÅÈÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ
ôÒÅÈÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ S3 def= {(a; b; c; d) ∈ R4 | a2 + b2 + c2 + d2 = 1}. åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

z = a + bi É w = Ó + di, ÔÏ R4 ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó C2, É ÔÒÅÈÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ËÁË
S3 = {(z; w) ∈ C2 | |z|2 + |w|2 = 1}.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁ) f : S3 → CP 1, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(z; w) = [z : w]. úÁÍÅ-
ÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁ ×ÓÅÊ ÓÆÅÒÅ, Ô.Ë. z = w = 0 ÐÒÉ (z; w) ∈ S3 ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.
úÁÄÁÞÁ 16. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ CP 1 ÅÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚ f−1(a) (ÓÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÐÆÁ)
ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ f−1(!a), ÇÄÅ !a = {[z : w] ∈ CP 1 | |w=z| = a}
(ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ), ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍÕ ÔÏÒÕ. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÐÒÏÏÂÒÁÚ f−1(Da), ÇÄÅ Da = {[z : w] ∈ CP 1 |
|w=z| ≤ a} (ËÒÕÇ), ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÀ (ÄÅËÁÒÔÏ×Õ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ D × S1 ËÒÕÇÁ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ).

çÒÁÎÉÃÁ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÑ D × S1 | ÔÏÒ @D × S1, ÇÄÅ @D | ÇÒÁÎÉÃÁ ËÒÕÇÁ D. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÉ a ∈ S1, É
b ∈ @D. ìÉÎÉÑ @D × a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÒÉÄÉÁÎÏÍ ÔÏÒÁ, Á b × S1 | ÐÁÒÁÌÌÅÌØÀ. òÁÚÒÅÚÁ× ÔÏÒ ÐÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉ É
ÍÅÒÉÄÉÁÎÕ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÅÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÁË Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓËÌÅÅÎÙ (ÂÅÚ
ÐÅÒÅËÒÕÔËÉ).
úÁÄÁÞÁ 17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÐÆÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÁÖÄÕÀ ÐÁÒÁÌÌÅÌØ É ËÁÖÄÙÊ ÍÅÒÉÄÉÁÎ ÔÏÒÁ
ÒÏ×ÎÏ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÔÁËÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ.
úÁÄÁÞÁ 18. óÆÅÒÕ S3 ÂÅÚ ÔÏÞËÉ (0; 1) ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ R3 ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ
ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ. Á) úÁÄÁÊÔÅ ÜÔÕ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ. Â) îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÇÏÓÑ
ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁ ÓÌÏÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÐÆÁ.



4. òÁÚÎÏÅ
úÁÄÁÞÁ 19. Á) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × C2 Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ ÓÆÅÒÕ Q = {(z; w) | |z − 1|2 + |w|2 = 1; w = w}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ËÁÖÄÁÑ ÐÒÑÍÁÑ × C2, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÊ (ËÁËÏÊ?), ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ Q ÒÏ×ÎÏ × Ä×ÕÈ
ÔÏÞËÁÈ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ | ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï CP 1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ S2.
Â) óÆÅÒÕ Q ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÓÆÅÒÏÊ S2 = {(p; q; r) ∈ R3 | p2 + q2 + r2 = 1} ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ p = Re z − 1, q = Im z, r = w. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
f : CP 1 → S2. ïÐÉÛÉÔÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÐÏÌÀÓÏ×, ÜË×ÁÔÏÒÁ É ÍÅÒÉÄÉÁÎÏ× ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ.
õËÁÚÁÎÉÅ. ëÏÍÐÌÅÓÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÔÏÞËÕ (z0; w0) ÜÔÏ {(�z0; �w0) | � ∈ C}.
úÁÄÁÞÁ 20. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ × R2 (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔ) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÌÅÎÔÅ íÅÂÉÕÓÁ ÂÅÚ ÇÒÁÎÉÃÙ. Â) ïÐÉÛÉÔÅ ÐÏÈÏÖÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ ×
R3. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ëÁË × ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ × ÐÕÎËÔÅ 20Á? á ÐÒÑÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ
ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ?


