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13. ðòïåëôé÷îùå ðòåïâòáúï÷áîéñ.

äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ
úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ A;B;C;D | ÔÏÞËÉ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ y = 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÈ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ
sin ÂOD sin B̂OC
sin ĈOD sin ÂOB

.

úÁÄÁÞÁ 2. çÒÕÐÐÁ S4 ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÞÅÔÙÒÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ: ÅÓÌÉ � : {1; 2; 3; 4} → {1; 2; 3; 4} | ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ, ÔÏ �(x1; x2; x3; x4) ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ |
ÞÅÔ×ÅÒËÁ (x�(1); x�(2); x�(3); x�(4)). Á) ðÕÓÔØ x1; x2; x3; x4 ∈ P1 É [x1; x2; x3; x4] = t. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ
ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � ∈ S4 ÚÎÁÞÅÎÉÅ [�(x1; x2; x3; x4)] ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ t É �. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f�(t). Â) äÏËÁ-
ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ � 7→ f�(t) | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐÙ S4 × ÇÒÕÐÐÕ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ.
×) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÑÄÒÏ Ker f ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ É ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ Ñ×ÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × S4 ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐ-
ÐÏÊ. Ç) ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ Ñ×ÎÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÏÂÒÁÚ Im f ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ;
ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ Ñ×ÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Im f = S4=Ker f .
úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ p; q; r; s ∈ C ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÐÒÑÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,
ËÏÇÄÁ ÉÈ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (s−p)(q−r)

(s−r)(q−p) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. áÒÇÕÍÅÎÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z−a
z−b ÒÁ×ÅÎ âzb.

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ C ÐÅÒÅ×ÏÄÑÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÒÑÍÙÅ × ÏËÒÕÖÎÏ-
ÓÔÉ É ÐÒÑÍÙÅ.
úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ z 7→ i 1+z

1−z ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ {z ∈ C |
|z| < 1} × ×ÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ {w ∈ C | Imw > 0}. ÷ÙÐÉÛÉÔÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ (ÏÎÏ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ,
ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ×ÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ × ËÒÕÇ).
úÁÄÁÞÁ 6. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a; b; c; d ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ z 7→ (az+b)=(cz+
d) ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ×ÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ × ÓÅÂÑ?

ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ É ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ L = {(x; y) | Q(x; y) = 0} | ËÒÉ×ÁÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (Q | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ 2). ðÒÏÅË-
ÔÉ×ÎÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ L ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÉ×ÁÑ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ L def= {[x : y : z] | z2Q(x=z; y=z) = 0}.
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ × RP 2 ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÜÌÌÉÐÓÁ, ÐÅ-
ÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ, Á ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÁÒÁÂÏÌÙ | × ÏÄÎÏÊ
ÔÏÞËÅ (Ô.Å. ËÁÓÁÅÔÓÑ). Â) ïÐÉÛÉÔÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.
úÁÄÁÞÁ 8. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÌÉ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ: Á) ÐÅÒÅ-
×ÏÄÑÝÅÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ x2+y2 = 1 × ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ, Â) × ÐÁÒÁÂÏÌÕ, ×) × ÐÁÒÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, Ç) ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÇÏ
ÓÆÅÒÕ x2 +y2 + z2 = 1 × Ä×ÕÐÏÌÏÓÔÎÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ, Ä) × ÏÄÎÏÐÏÌÏÓÔÎÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ, Å) × ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÁ-
ÒÁÂÏÌÏÉÄ, Ö) × ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÕËÁÖÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ
× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ.
úÁÄÁÞÁ 9 (ÔÅÏÒÅÍÁ ðÁÐÐÁ). åÓÌÉ ÔÏÞËÉ a1; b1; c1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, Á ÔÏÞËÉ a2; b2; c2 | ÔÁËÖÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ
ÐÒÑÍÏÊ, ÔÏ ÔÏÞËÉ a1b2 ∩ a2b1, a1c2 ∩ a2c1, b1c2 ∩ b2c1 ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.
úÁÄÁÞÁ 10 (ÔÅÏÒÅÍÁ âÒÉÁÎÛÏÎÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÏËÏÌÏ
ËÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ), ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.
úÁÄÁÞÁ 11 (ÔÅÏÒÅÍÁ ðÁÓËÁÌÑ). ðÕÓÔØ A1A2A3A4A5A6 | ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË, ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ × ËÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ
(ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ A1A2 ∩ A4A5, A2A3 ∩ A5A6, A3A4 ∩ A6A1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ
ÐÒÑÍÏÊ.
úÁÄÁÞÁ 12. Á) ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ A : R2 → R2, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ
Q(x; y) = x2−y2 (Ô.Å. ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ Q(Av) = Q(v) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v = (x; y)). Â) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ
ÆÏÒÍÕ Q(x; y; z) = x2 + y2 − z2 × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R3. ðÕÓÔØ v0 = (0; 0; 1), Á v ∈ R3 | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ,
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Q(v) = −1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ A : R3 → R3, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ
ÆÏÒÍÕ Q É ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ Av0 = v. ×) ðÕÓÔØ 
 ⊂ R2 | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ O.

1



äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ A ∈ 
 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ R2, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ 
 × ÓÅÂÑ,
Á O × A. Ç) ðÕÓÔØ ! ⊂ R2 | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ O. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ! × ÓÅÂÑ, ÔÏ ÏÎÏ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÒÕÇ 
 × ÓÅÂÑ.

ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ
÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ R3 ×ÙÂÅÒÅÍ B((x1; y1; z1); (x2; y2; z2)) = x1x2 + y1y2− z1z2; ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ

R2 Ó ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ {(x; y; 1) | x; y ∈ R}. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÁÑ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ Ë ÔÏÞËÅ p = [a : b : c] ∈ RP 2, ÜÔÏ
p�= {[x : y : z] ∈ RP 2 | ax+ by − cz = 0}.
úÁÄÁÞÁ 13. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ p ∈ RP 2 ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ! = {[x : y : z] | x2 + y2 = z2} ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÑÍÁÑ p�ËÁÓÁÅÔÓÑ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. Â) ôÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ
ÓÅÞÅÎÉÑ. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË p ∈ RP 2 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ p�ËÁÓÁÅÔÓÑ ËÒÉ×ÏÊ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ
Q, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ax2 + by2 + cxy + dx+ ey + f = 0, ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÒÉ×ÕÀ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Q�. ÷ÙÐÉÛÉÔÅ
Ñ×ÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ Q�× ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ Q | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ x2 + y2 = 1, ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ x2 − y2 = 1 É ÐÁÒÁÂÏÌÁ
y = x2. Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (Q�)�= Q.
úÁÄÁÞÁ 14. ëÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ × Á) ÔÅÏÒÅÍÅ ðÁÐÐÁ (ÚÁÄÁÞÁ 9), Â) ÔÅÏÒÅÍÅ âÒÉÁÎÛÏÎÁ (ÚÁ-
ÄÁÞÁ 10), ×) ÔÅÏÒÅÍÅ ðÁÓËÁÌÑ (ÚÁÄÁÞÁ 11) ÚÁÍÅÎÉÔØ ×ÓÅ ÏÂßÅËÔÙ (ÔÏÞËÉ, ÐÒÑÍÙÅ É Ë×ÁÄÒÉËÉ) Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ?


