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11. áææéîîùå ðòåïâòáúï÷áîéñ.

úÁÄÁÞÁ 1. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÅÅ
× ÒÁ×ÎÏÂÏËÕÀ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÑËÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ, ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ É
ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÂÏËÏ×ÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.
úÁÄÁÞÁ 2. ÷ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÅ ABCDE ×ÓÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÐÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÉÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ. ðÕÓÔØ AC ∩
BE = P É AD ∩BE = Q. îÁÊÄÉÔÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ PQ=BE.
úÁÄÁÞÁ 3. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÜÌÌÉÐÓÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ | ÜÌÌÉÐÓ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÌÉÐÓÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÅÇÏ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ
ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÜÌÌÉÐÓÁ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ. ×) äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÃÅÎÔÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÜÌÌÉÐÓÁ × ÃÅÎÔÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÜÌÌÉÐÓÁ. Ç) ðÕÓÔØ A
| ÔÏÞËÁ ×ÎÅ ÜÌÌÉÐÓÁ, ÐÒÑÍÙÅ AB1 É AB2 | ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÜÌÌÉÐÓÕ, ÐÒÉÞÅÍ ÔÏÞËÉ B1 É B2 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ
ÜÌÌÉÐÓÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ A, ÃÅÎÔÒ ÜÌÌÉÐÓÁ É ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ B1B2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. Ä) ðÕÓÔØ
E | ÜÌÌÉÐÓ, Á A;B ∈ E. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ
ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÜÌÌÉÐÓ E × ÓÅÂÑ, Á ÔÏÞËÕ A × ÔÏÞËÕ B.
úÁÄÁÞÁ 4. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÐÁÒÁÂÏÌÙ ÐÒÉ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ | ÐÁÒÁÂÏÌÁ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÐÁÒÁÂÏÌÙ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ
ÏÓÉ ÐÁÒÁÂÏÌÙ ÐÒÉ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ | ÐÒÑÍÁÑ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÏÓÉ ÐÁÒÁÂÏÌÙ-ÏÂÒÁÚÁ. Ç) ðÕÓÔØ P |
ÐÁÒÁÂÏÌÁ, É A;B ∈ P . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ
ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÐÁÒÁÂÏÌÕ P × ÓÅÂÑ, Á ÔÏÞËÕ A × ÔÏÞËÕ B. Ä) [ð] ðÕÓÔØ A | ÔÏÞËÁ ×ÎÅ ÐÁÒÁÂÏÌÙ,
ÐÒÑÍÙÅ AB1 É AB2 | ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÐÁÒÁÂÏÌÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÔÏÞËÉ B1 É B2 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÐÁÒÁÂÏÌÅ. äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ A É ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ B1B2, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÏÓÉ ÐÁÒÁÂÏÌÙ.
úÁÄÁÞÁ 5. Á) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇ ÚÁÄÁÞ 3Á É 4Á ÄÌÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ. Â) ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÚÁÄÁÞ 3Â É
4Â. ×) ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÚÁÄÁÞ 3× É 4×. Ç) ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÚÁÄÁÞ 3Ä É 4Ç. Ä) [ð] ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÚÁÄÁÞ 3Ç É 4Ä.
úÁÄÁÞÁ 6 (ð). ðÕÓÔØ A | ÔÏÞËÁ ÎÁ ÜÌÌÉÐÓÅ, A′ | ÔÏÞËÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÎÔÒÁ ÜÌÌÉÐÓÁ,
` | ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÜÌÌÉÐÓÁ É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ Ë ÜÌÌÉÐÓÕ × ÔÏÞËÁÈ A É A′; B
É B′ | ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ ` Ó ÜÌÌÉÐÓÏÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÜÌÌÉÐÓÕ × ÔÏÞËÁÈ B É B′
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÐÒÑÍÏÊ AA′.
úÁÄÁÞÁ 7. Á) ðÕÓÔØ E | ÜÌÌÉÐÓÏÉÄ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, É A ∈ E. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÏËÔÁÜÄÒ, ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÅ, A | ÏÄÎÁ ÉÚ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ, É ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÕ
× ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÞÅÔÙÒÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏËÔÁÜÄÒÁ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÔÁËÏÊ ÏËÔÁÜÄÒ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ É ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÎÔÒÁ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ.
úÁÄÁÞÁ 8. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÍÅÄÉÁÎÙ ÌÀÂÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ
ÃÅÎÔÒÏÍ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ), É ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÄÅÌÉÔ ËÁÖÄÕÀ ÍÅÄÉÁÎÕ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 2 : 1, ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ÃÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÃÅÎÔÒ ÔÑÖÅ-
ÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ-ÏÂÒÁÚÁ. ×) íÅÄÉÁÎÏÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÕ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ
ÔÑÖÅÓÔÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÅÊ ÇÒÁÎÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅ ÍÅÄÉÁÎÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ
(ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÃÅÎÔÒÏÍ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ), ËÏÔÏÒÁÑ ÄÅÌÉÔ ËÁÖÄÕÀ ÍÅÄÉÁÎÕ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 3 : 1, ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ×ÅÒ-
ÛÉÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ÃÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÃÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ
ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ-ÏÂÒÁÚÁ. Ç) [ð] íÅÄÉÁÎÏÊ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÕ Ó
ÃÅÎÔÒÏÍ ÔÑÖÅÓÔÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÅÊ ÇÒÁÎÉ (ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (n−1)-ÍÅÒÎÙÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ
(n+ 1) ÍÅÄÉÁÎÙ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÃÅÎÔÒÏÍ ÔÑÖÅÓÔÉ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ), ËÏÔÏÒÁÑ
ÄÅÌÉÔ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÎÉÈ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ n : 1, ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ. ðÒÉ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ÃÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ
ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÃÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ-ÏÂÒÁÚÁ.
úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L1; L2 ⊂ Rn ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ,
ÌÉÂÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.
úÁÄÁÞÁ 10. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ B : R2 → R2 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ Á) ÐÒÑÍÕÀ y = 1, Â) [ð] ÐÒÑÍÕÀ x = y.
îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÄÏÌÖÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ

(
b11 b12
b21 b22

)
ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ

Ñ×ÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÇÒÕÐÐÕ É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ Ñ×ÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ É ÇÒÕÐÐÙ
ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ (ÁÆÆÉÎÎÙÈ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ F : R1 → R1.
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