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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï PV ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ×ÅË-
ÔÏÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (Ô.Å. ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ 0) × n+ 1-ÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V .

åÓÌÉ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ ÂÁÚÉÓ e0; : : : ; en, ÔÏ ÔÏÞËÁÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÔ ÎÁÂÏÒÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ [x0 : · · · : xn], ÇÄÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ xi ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ É Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ
[x0 : · · · : xn] É [�x0 : · · · : �xn] (� 6= 0) ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ, ÎÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ×ÅÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ É ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ (V = Rn+1 ÉÌÉ V = Cn+1). ÷ÍÅÓÔÏ PRn+1 É
PCn+1 ÐÉÛÕÔ ÏÂÙÞÎÏ RPn É CPn. ÷ÓÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ×ÅÒÎÙ ËÁË ÄÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ, ÔÁË É ÄÌÑ
ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ; ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Pn ÄÌÑ RPn ÉÌÉ CPn.

ïÂÒÁÔÉÍÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ A : V → V ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌØ, × ÐÒÑÍÙÅ,
ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌØ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : Pn → Pn. ôÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ.
ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ A 7→ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚ-
ÍÏÍ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ GL(V ) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V × ÇÒÕÐÐÕ PGL(V ) ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á PV . ñÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ×ÉÄÁ �I, ÇÄÅ
� | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, Á I | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, A = B ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A = �B, ÇÄÅ � 6= 0 | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ AB = AB, I = idPV É A−1 = A−1. üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ (ÏÐÅÒÁÃÉÑ | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
A 7→ A | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙ.

ïÐÅÒÁÔÏÒ �I ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ v × ×ÅËÔÏÒ �v, ÌÅÖÁÝÉÊ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÞÅÒÅÚ 0 É v.
ðÏÜÔÏÍÕ �I = idPV . ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ X ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÁÖÄÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ 0, × ÓÅÂÑ.
ôÏÇÄÁ Xv = �v ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ v ∈ Rn+1, É ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ � ÄÌÑ ×ÓÅÈ v ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ
ÔÁË: Xv1 = �1v1, Xv2 = �2v2, É �1 6= �2. ôÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÙ v1 É v2 ÎÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ
X(v1 +v2) = �1v1 +�2v2 = �(v1 +v2) ⇒ (�−�1)v1 = (�2−�)v2. ðÏÓËÏÌØËÕ �1 6= �2, ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ �−�1 É �2−�
ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÅËÔÏÒÙ v1 É v2 ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ¤

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ n = 1, ÔÁË ÞÔÏ V Ä×ÕÍÅÒÎÏ. ðÒÑÍÁÑ `, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÞÅÒÅÚ 0 É ÔÏÞËÕ (x0; x1) ∈ V , ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÅÔ × P1 ÔÏÞËÅ Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ [x0 : x1]. åÓÌÉ x1 6= 0 (Ô.Å. ` ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÐÒÑÍÏÊ `0 def= {(t; 0)},
ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ x (Á ÉÍÅÎÎÏ, x = x0=x1) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ [x0 : x1] = [x : 1]. (éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ `
ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ×ÔÏÒÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÁ 1, ÔÏ ÅÓÔØ ` ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ
{(t; 1)} × ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ.) ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ [x0 : x1] ∈ P1 Ó x1 6= 0 ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÔ ÞÉÓÌÁÍ t (×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÉÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ, × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÓÍÙÓÌÁ P1). åÓÌÉ x1 = 0, ÔÏ x0 6= 0, É
[x0 : 0] = [1 : 0] def= ∞ | ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÁËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ × V ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ `0.

ðÕÓÔØ A | ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ
(
a b
c d

)
(ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ad − bc 6= 0). ôÏÇÄÁ

ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ A ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ x = [x0 : x1] × [ax0+bx1 : cx0+dx1] = (ax0+bx1)=(cx0+dx1) =
(ax + b)=(cx + d) ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ x1 6= 0 É cx0 + dx1 6= 0 ⇐⇒ cx + d 6= 0, Ô.Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÍ.
ðÏÓËÏÌØËÕ ad − bc 6= 0, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏ (Á ÅÓÌÉ ad − bc = 0, ÔÏ Ñ×ÌÑÌÏÓØ ÂÙ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ). åÓÌÉ
cx + d = 0, ÔÏ A([x0 : x1]) = ∞ = limx→−d=c(ax + b)=(cx + d), Á ÅÓÌÉ x = ∞ ⇐⇒ x1 = 0, ÔÏ A([x0 :
x1]) = [a : c] = a=c = limx→∞(ax + b)=(cx + d). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ P1 ÜÔÏ ÄÒÏÂÎÏ-
ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÎÙÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ × ÔÏÞËÕ x = ∞ (É ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ × ÏÄÎÏÊ
ÔÏÞËÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ∞).
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ p1; p2; p3 ∈ P1 É q1; q2; q3 ∈ P1 | Ä×Å ÔÒÏÊËÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË. ôÏÇÄÁ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ pi × qi, i = 1; 2; 3.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÅÒ×ÕÀ ÔÒÏÊËÕ ÔÏÞÅË p, Á ×ÔÏÒÕÀ q. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ q1 = 0, q2 = 1 É q3 =
∞. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ p1 × 0, Á p3 × ∞, ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ x 7→ �(x − p1)=(x − p3), ÇÄÅ � =

1



const. ðÏÓËÏÌØËÕ p2 ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × 1, ÔÏ � ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ: � = (p2 − p3)=(p2 − p1). éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ: fp(x) = (p2−p3)(x−p1)

(p2−p1)(x−p3) .
äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ q1; q2; q3 ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ f−1

q ◦fp ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ pi × qi. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ' | ÄÒÏÂÎÏ-
ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÔÏ fq ◦ ' ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ p × ÔÒÏÊËÕ 0; 1;∞. ôÏÇÄÁ fq ◦ ' = fp, É
' = f−1

q ◦ fp. ¤

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ x1; x2; x3; x4 ∈ P1 | ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ. éÈ Ä×ÏÊÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉ-
ÞÉÎÁ [x1; x2; x3; x4] def= f(x1;x2;x3)(x4) = (x2−x3)(x4−x1)

(x2−x1)(x4−x3) ∈ P1.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1). [x1; x2; x3; x4] = [y1; y2; y3; y4] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ xi × yi (i = 1; 2; 3; 4).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ [x1; x2; x3; x4] = [y1; y2; y3; y4] def= t. ðÏÌÏÖÉÍ '1
def= f(x1;x2;x3) É '2

def= f(y1;y2;y3). ôÏÇÄÁ
'1(x1) = '2(y1) = 0, '1(x2) = '2(y2) = 1, '1(x3) = '2(y3) = ∞ É '1(x4) = '2(y4) = t. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ '−1

2 ◦ '1 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ xi × yi (i = 1; 2; 3; 4).
ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ' ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ xi × yi (i = 1; 2; 3; 4). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ  def=

f(y1;y2;y3) ◦ '. éÍÅÅÍ  (x1) = 0,  (x2) = 1 É  (x3) = ∞, ÏÔËÕÄÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ  =
f(x1;x2;x3). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, [x1; x2; x3; x4] = f(x1;x2;x3)(x4) =  (x4) = f(y1;y2;y3)(y4) = [y1; y2; y3; y4]. ¤

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ïÂÒÁÔÉÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ' : P1 → P1 ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË
ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÍ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ ÐÒÅÄ-
ÌÏÖÅÎÉÑ 1. ðÕÓÔØ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ' | ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, É ÐÕÓÔØ x1 = '(0),
x2 = '(1), x3 = '(∞). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ  = f(x1;x2;x3) ◦ '. ôÏÇÄÁ  ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅ-
ÎÉÅ, É  (0) = 0,  (1) = 1,  (∞) = ∞. éÍÅÅÍ [0; 1;∞; t] = t ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t, ÏÔËÕÄÁ  (x) = [0; 1;∞;  (x)] =
[ (0);  (1);  (∞);  (x)] = [0; 1;∞; x] = x ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,  = idP1 , ÔÏ ÅÓÔØ ' = f−1

(x1;x2;x3) |
ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ. ¤


