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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. çÒÁÎÉ ×ÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.

ðÒÉÍÅÒÙ ËÒÁÊÎÉÈ ÔÏÞÅË É ÇÒÁÎÅÊ:
ðÒÉÍÅÒ 1. åÓÌÉ X = co(a1; : : : ; aN ) | ×ÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ÔÏ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ a ∈ X, ËÒÏÍÅ ÓÁÍÉÈ a1; : : : ; aN ,
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÈ ×ÙÐÕËÌÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÒÁÊÎÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ (×ÅÒÛÉÎÁÍÉ) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ
ÔÏÞËÉ a1; : : : ; aN | ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÓÅ.
ðÒÉÍÅÒ 2. ëÒÁÊÎÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÛÁÒÁ BR Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ 
R. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ
|x| = R, ÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ `(y) def= (y; x). ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, `(x) = R2 É `(y) < R2

ÄÌÑ ×ÓÅÈ y ∈ BR, y 6= x | ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÊÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑÍ 3 É 4 ÌÅËÃÉÉ 3.
ïÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ bR = {x ∈ Rn | |x| < R} ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÊÎÉÈ ÔÏÞÅË (ÄÏËÁÖÉÔÅ!).
ðÒÉÍÅÒ 3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × R4 ×ÙÐÕËÌÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕM ÔÏÞÅË a0 = (0; 0; 0; 0); a1 = (1; 1; 1; 1); a2 = (2; 4; 8; 16); : : : ; aN =
(N;N2; N3; N4). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Õ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ak Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Á ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ak | ×ÅÒÛÉÎÁ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Pk(t) = (t − k)4 def= t4 + p3t3 + p2t2 + p1t + p0 (ÎÁ
ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ p3 = −4k; p2 = 6k2; p1 = −4k3; p0 = k4, ÎÏ ÎÁÍ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ). óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÜÔÏ-
ÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ `k(x1; x2; x3; x4) = x4 + p3x3 + p2x2 + p1x1. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ,
`k(as) = (s − k)4 − p0, Ô.Å. `k(ak) = −p0 É `k(as) > −p0 ÐÒÉ s 6= k. åÓÌÉ x ∈ M \ {ak}, ÔÏ x = ∑N

s=1 �sas,
ÇÄÅ �i > 0 ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ i 6= k. ôÏÇÄÁ `k(x) = ∑N

s=1 �s`k(as) > −p0. éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 3 É 4 ÌÅËÃÉÉ 3
×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ak | ×ÅÒÛÉÎÁ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ak É al ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Pkl(t) =
(t− k)2(t− l)2 def= t4 + q3t3 + q2t2 + q1t+ q0 (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ q3 = −2(k + l) É Ô.Ä.) É ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÕÀ
ÆÕÎËÃÉÀ `kl(x1; x2; x3; x4) = x4 +q3x3 +q2x2 +q1x1. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ `kl(as) = (s−k)2(s− l)2−q0, ÏÔËÕÄÁ
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ `kl(ak) = `kl(al) = −q0, É `kl(as) > −q0 ÐÒÉ s 6= k; l. ïÔÓÀÄÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ `kl(x) = −q0
×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ x ∈ [ak; al]. äÁÌÅÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ: ÅÓÌÉ x ∈M \ [ak; al], ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x = ∑N

s=1 �sas, ÇÄÅ �i > 0
ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ i 6= k; l. ïÔÓÀÄÁ `kl(x) = ∑N

s=1 �s`kl(as) > −q0. éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4 ÌÅËÃÉÉ 3 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
[ak; al] Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÂÒÏÍ M .

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÐÒÉÍÅÒ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ N ×ÅÒÛÉÎ,
ËÁÖÄÙÅ Ä×Å ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ. ôÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏÍ É ÉÍÅÅÔ 4 ×ÅÒÛÉÎÙ.

îÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÁËÔÏ× Ï ÇÒÁÎÑÈ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ X ⊂ Rn | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ×ÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, É F = X ∩ L | ÅÇÏ ÇÒÁÎØ (ÚÄÅÓØ
L ⊂ Rn | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï). ðÕÓÔØ v ∈ F | ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ ÏÔÒÅÚËÁ [u1; u2] ⊂ X. ôÏÇÄÁ
u1; u2 ∈ F (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÅÓØ ÏÔÒÅÚÏË ÌÅÖÉÔ × F ).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ u1 ∈ F É v ∈ F , ÔÏ ×ÓÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÞÅÒÅÚ u1 É v, ÌÅÖÉÔ × L (ÐÏÓËÏÌØËÕ L |
ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × Rn). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, u2 ∈ F , É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. åÓÌÉ ÖÅ
u1 =∈ F É u2 =∈ F , ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ×ÙÐÕËÌÏÓÔØÀ X \ F . ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÇÒÁÎÅÊ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á | ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÌÉ ÇÒÁÎØ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.
åÓÌÉ ÇÒÁÎÉ F1 É F2 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4 ÌÅËÃÉÉ 3, É `1, `2 | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ

ÆÕÎËÃÉÉ, Á q1, q2 | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ` = `1+`2 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ
`(x) ≤ q1 + q2 ÐÒÉ ×ÓÅÈ x ∈ X, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ F1 ∩ F2; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÒÁÎØ
F1 ∩ F2 ÔÏÖÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.

÷ÓÑËÁÑ ÌÉ ÇÒÁÎØ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4? ÷ ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ÏÔ×ÅÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ (ÓÍ. ÎÉÖÅ
ÐÒÉÍÅÒ 5), ÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÓÅ ÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ. óÎÁÞÁÌÁ ××ÅÄÅÍ ×ÁÖÎÏÅ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ
ÐÏÎÑÔÉÅ.

ðÕÓÔØ X ⊂ Rn | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ×ÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, É 0 ∈ X. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ v ∈ Rn ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ
Xv

def= X ∩ {�v | � ≥ 0} ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X Ó ÌÕÞÏÍ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÍ ÞÅÒÅÚ v É ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ | ×ÙÐÕËÌÏÅ
ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÌÕÞÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ 0. ôÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ 0, ÏÔÒÅÚÏË
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Ó ËÏÎÃÏÍ × 0 ÉÌÉ ×ÅÓØ ÌÕÞ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!). ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ pX(v) def= inf{t > 0 | v=t ∈ X}; ×ÏÚÍÏÖÎÙ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ pX(v) = 0 (ÅÓÌÉ Xv | ×ÅÓØ ÌÕÞ {�v | � ≥ 0}) É pX(v) = +∞ (ÅÓÌÉ Xv | ÔÏÞËÁ).
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. æÕÎËÃÉÑ pX ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

1) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ: pX(�v) = �pX(v) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ v ∈ Rn É ×ÓÑËÏÇÏ � > 0.
2) ÓÕÂÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ: pX(v1 + v2) ≤ pX(v1) + pX(v2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ: ÅÓÌÉ u = �v É � > 0, ÔÏ Xu = Xv. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
pX(u) = inf{t > 0 | u=t ∈ X} = inf{t > 0 | �v=t ∈ X} = � inf{t > 0 | v=t ∈ X} = �pX(v).

óÕÂÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ � > 0 | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ � ≥ pX(v1) + pX(v2). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÀÔ ÞÉÓÌÁ �1 ≥ pX(v1) É �2 ≥ pX(v2) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ � = �1 + �2. ðÏÓËÏÌØËÕ �1 ≥ pX(v1), ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
×ËÌÀÞÅÎÉÅ v1=�1 ∈ X; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, v2=�2 ∈ X. ðÏÓËÏÌØËÕ X | ×ÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ×ÙÐÕËÌÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ
v = �1

� (v1=�1) + �2
� (v2=�2) = (v1 + v2)=� ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ × X. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ � ≥ pX(v1 + v2). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ

ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÞÉÓÌÏ � > 0, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ pX(v1) + pX(v2), ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÔÁËÖÅ É pX(v1 + v2) |
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, pX(v1 + v2) ≤ pX(v1) + pX(v2). ¤
pX ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X.

ðÒÉÍÅÒ 4. åÓÌÉ X = {x | |x| ≤ 1} (ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ), ÔÏ pX(v) = |v|. åÓÌÉ
X = {x | |x1| ≤ 1; : : : ; |xn| ≤ 1} (ËÕÂ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÒÅÂÒÁÍÉ ÄÌÉÎÏÊ 2, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÏÓÑÍ), ÔÏ pX(v) = max( |v1| ; : : : ; |vn|).
ôÅÏÒÅÍÁ 1 (èÁÎÁ{âÁÎÁÈÁ). ðÕÓÔØ X ⊂ Rn | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ×ÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 0 ∈ X, É
F = X ∩L | ÅÇÏ ÇÒÁÎØ; ÚÄÅÓØ L ⊂ Rn | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ 0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ` : Rn → R ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ `(v) ≤ 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ v ∈ X, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ v ∈ F ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ V0 ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ L (Ô.Å. ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÞÅÒÅÚ L É
ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ).

ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ ` | ÉÓËÏÍÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ pX(v=pX(v)) = 1, ÔÏ ÅÓÔØ v=pX(v) ∈ X × ÓÉÌÕ
ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ X. ïÔÓÀÄÁ `(v=pX(v)) ≤ 1, ÔÏ ÅÓÔØ `(v) ≤ pX(v) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ v ∈ Rn. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ `(v) ≤ pX(v),
ÔÏ ÐÒÉ v ∈ X ÐÏÌÕÞÁÅÍ `(v) ≤ pX(v) ≤ 1.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ` ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ
`(v) ≤ pX(v) ÄÌÑ ×ÓÅÈ v ∈ Rn, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ v ∈ V0.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÆÕÎËÃÉÀ ` ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V0. ðÕÓÔØ W ⊂ V0 | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï,
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÅ L. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ×ÅËÔÏÒ y ∈ V0, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÊ W ; ÐÏÓËÏÌØËÕ dimW = dimV − 1, ÔÁËÏÊ
×ÅËÔÏÒ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ; ÐÏÌÏÖÉÍ `(v) = (y; v). åÓÌÉ v1; v2 ∈ L,
ÔÏ v1 − v2 ∈ W , ÏÔËÕÄÁ `(v1 − v2) = (y; v1 − v2) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ `(v1) = `(v2) | ÆÕÎËÃÉÑ ` ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L. õÍÎÏÖÁÑ y ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á `(v) = 1 ÄÌÑ
×ÓÅÈ v ∈ L. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {x ∈ V0 | `(x) = 1} | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × V0 ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1, Á
L Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ {x ∈ V0 | `(x) = 1} = L.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ `(v) > 1. ðÏÓËÏÌØËÕ 0 ∈ X ∩ V0, É X ∩ V0 ×ÙÐÕËÌÏ,
ÏÔÒÅÚÏË [0; v] ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ × X∩V0. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × X∩V0 ÌÅÖÉÔ ÔÏÞËÁ w def= v=`(v). îÏ `(w) = `(v)=`(v) = 1,
ÔÏ ÅÓÔØ w ∈ F = X∩L. üÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X \F . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï `(v) ≤ 1
ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÁ V0 | ÎÁ V0 ÉÓËÏÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ` ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V , É u =∈ V . äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ` ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ
(Ó ÓÏÈÒÁÎÉÅÍ ÔÅÈ Ó×ÏÊÓÔ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÐÏÍÉÎÁÀÔÓÑ × ÔÅÏÒÅÍÅ) ÎÁ ÂÏÌØÛÅÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U = V ⊕ 〈u〉.
ôÏÇÄÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. äÌÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÐÏÌÏÖÉÍ `(u) def= c É ÄÏËÁÖÅÍ,
ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ c ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÉÚ
w ∈ U ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ w = �(u + v), ÇÄÅ � ∈ R É v ∈ V . åÓÌÉ � > 0, ÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
`(w) ≤ pX(w) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ `(�(u+ v)) = �(c+ `(v)) ≤ pX(�(u+ v)) = �pX(u+ v), ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ
v ∈ V ÄÏÌÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï c ≤ pX(u + v) − `(v). åÓÌÉ � < 0, ÔÏ `(w) ≤ pX(w) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ
`(�(u+ v)) = �(c+ `(v)) ≤ pX(�(u+ v)) = −�pX(−u− v), ÔÏ ÅÓÔØ c ≥ −`(v)− pX(−u− v). þÔÏÂÙ ÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÄÌÑ c ÂÙÌÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ, ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ −`(v1) − pX(−u − v1) ≤ −`(v2) + pX(u + v2) ⇐⇒
`(v2 − v1) ≤ pX(u + v2) + pX(−u − v1) ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ v1; v2 ∈ V . îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ V ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ
×ÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÉÍÅÅÍ `(v2 − v1) ≤ pX(v2 − v1) ≤ pX(u+ v2) + pX(−u− v1) × ÓÉÌÕ ÓÕÂÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ pX . ¤
ðÒÉÍÅÒ 5. îÅ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï `(v) = 1 ×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ
ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÔÏÞÅË ÇÒÁÎÉ F . ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ⊂ R2, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÂß-
ÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD É ÐÏÌÕËÒÕÇÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ AB ËÁË ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÅ. ÷ÅÒÛÉÎÙ
ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ËÒÁÊÎÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ, Ô.Å. ÎÕÌØÍÅÒÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ
ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁ×ÎÁÑ 1 × ÔÏÞËÅ A É ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÁÑ 1 ÎÁ ×ÓÅÍ X ÎÅÉÚÂÅÖÎÏ ÒÁ×ÎÁ 1 ÎÁ ×ÓÅÍ ÏÔÒÅÚËÅ
AD (ÄÏËÁÖÉÔÅ!).


