ðÌÏÝÁÄÉ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ

üÔÏÔ ÌÉÓÔÏË ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ | ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÅÇÏ ÃÅÌØÀ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÐÏÍÎÉÔØ ÄŒÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÌÏÝÁÄÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ. óÁÍÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ Œ ÚÁÄ. äð 0⋄1 É ÚÁÄ. äð 0⋄2, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÕÖÁÔ ÓŒÏÅÇÏ ÒÏÄÁ ÔÅÓÔÏÍ ÎÁ ÉÈ ÐÏÎÉÍÁ- ÎÉÅ. åÓÌÉ ŒÙ ÍÏÖÅÔÅ ÂÙÓÔÒÏ, ÂÅÚ ÄÏÌÇÉÈ ÒÁÚÄÕÍÉÊ ÏÔŒÅÔÉÔØ ÎÁ ŒÏÐÒÏÓÙ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÔÏ ÍÏÖÅÔÅ ÓÐÏËÏÊÎÏ ÐÒÏÐÕÓÔÉÔØ ÜÔÏÔ ÌÉÓÔÏË É ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÓÒÁÚÕ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ.

äð 0⋄1^∘ (ÆÏÒÍÕÌÁ ðÉËÁ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ŒÙÐÕËÌÙÊ, ÎÏ ÎÅÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊÓÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË M Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÕÚÌÁÈ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ. óÒÁŒÎÉÔÅ ÅÇÏ ÐÌÏÝÁÄØ S = S(M) (Œ ËÌÅÔÏÞËÁÈ) Ó ÞÉÓÌÏÍ

ð = ð(M)^{def}= ( ÞÉÓÌÏ ÕÚÌÏŒ ŒÎÕÔÒÉ M ) + 1 2 ( ÞÉÓÌÏ ÕÚÌÏŒ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ M ) − 1 ;

ŒÙÑÓÎÉŒ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÌÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ:

Á) ð(M) = ð(M_1) + ð(M_2) ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M, ÒÁÚÒÅÚÁÎÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÍ ÒÁÚÒÅ- ÚÏÍ ÎÁ ÄŒÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M_1 É M_2 (ÔÏÖÅ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÕÚÌÁÈ ËÌÅÔÏË);

Â) ð = S ÄÌÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, ÉÄÕÝÉÍÉ ÐÏ ÌÉÎÉÑÍ ËÌÅÔÏË; Œ) ð = S ÄÌÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ËÁÔÅÔÁÍÉ, ÉÄÕÝÉÍÉ ÐÏ ÌÉÎÉÑÍ ËÌÅÔÏË; Ç) ð = S ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ; Ä) ð = S ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ; Å) ð = S Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.

òÉÓ. 0⋄1.

äð 0⋄2^∘ (ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ‹(a; b) ÐÌÏÝÁÄØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÎÁÔÑ- ÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ a, b, ŒÚÑÔÕÀ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ Ă + Ą, ÅÓÌÉ ËÒÁÔ- ÞÁÊÛÉÊ ÐÏŒÏÒÏÔ, ÓÏŒÍÅÝÁÀÝÉÊ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ a Ó ÎÁÐÒÁŒÌÅ- ÎÉÅÍ b, ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, É ÓÏ ÚÎÁËÏÍ Ă −Ą , ÅÓÌÉ ÐÒÏÔÉŒ (ÓÍ. ÒÉÓ. 0⋄1). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ ‹(a; b) = 0 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ a É b. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ∀ – ∈ R ‹(a + –b; b) = ‹(a; b) É ‹(–a; b) = –‹(a; b) = ‹(a; –b), Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ‹(a; b) = −‹(b; a) É^1 ÞÔÏ ‹(a + c; b) = ‹(a; b) + ‹(c; b)). ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ‹(a; b) = a_1b_2 − a_2b_1, ÇÄÅ (a_1; a_2) É (b_1; b_2) ÓÕÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ a É b Œ ÌÀÂÏÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

äð 0⋄3. íÏÖÅÔ ÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ÐÌÏÝÁÄØÀ 1 É ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÕÚÌÁÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÕÚÌÙ ÓÔÒÏÇÏ ŒÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ? íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎ ÉÍÅÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÐÅÒÉÍÅÔÒ?

äð 0⋄4. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË Ó ËÏÎÃÁÍÉ Œ ÕÚÌÁÈ, ÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÕÚÌÏŒ ŒÎÕÔÒÉ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÌÏÝÁÄÉ 1 Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÕÚÌÁÈ?

äð 0⋄5. íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ Ó ÐÌÏÝÁÄØÀ 1 É ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÕÚÌÁÈ ÎÁËÒÙŒÁÔØ ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÕÚÌÙ ËÒÏÍÅ ŒÅÒÛÉÎ? íÏÖÅÔ ÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌčÎÎÙÍÉ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ŒÅÒ- ÛÉÎÁÍÉ ÔÁËÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÂÙÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ?

äð 0⋄6. ðÒÑÍÁÑ ‘ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÕÚÌÙ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (0; 0) É (p; q), ÐÒÉÞčÍ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÕÚÌÁÍÉ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ‘ ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÕÚÌÏŒ. åÓÔØ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ‘ ÕÚÌÏŒ ÂÌÉÖÁÊÛÉÅ Ë ÎÅÊ É ÍÎÏÇÏ ÌÉ ÉÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ? îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÁËÏÇÏ ÕÚÌÁ ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ ‘.

1ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÏÔÄÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÄŒÁ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑ: b = ˘a É c = ˘a + ¯b

úÁÄÁÞÁ Ï ÔÒčÈ ËÕÚÎÅÞÉËÁÈ

þÉÓÌÁ ËÁË ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ. œÓÑËÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ (ÍÎÏÇÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ) ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ p=q Ó p ∈ Z, q ∈ N. âÕÄÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÔÁËÕÀ ÚÁÐÉÓØ ÔÏÞËÏÊ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (p; q) ÎÁ ŒÅÒÈÎÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ. üÔÏ ÚÁÄÁčÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÌÕÞÅÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÔÁÎÇÅÎÓ ÕÇÌÁ ÎÁËÌÏÎÁ Ó ÏÓØÀ OX.

éÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ff ∈ R ÍÙ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÌÕÞčÍ y = ffx Ó ÉÒÒÁÃÉÏ-

òÉÓ. 1⋄1. éÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÌÕÞ.

ÎÁÌØÎÙÍ ÔÁÎÇÅÎÓÏÍ ÕÇÌÁ ÎÁËÌÏÎÁ ff. ó ËÁÖÄÙÍ ÔÁËÉÍ ÌÕÞÏÍ ÓŒÑÚÁÎÙ ÄŒÅ ÌÏÍÁÎÙÅ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1⋄1), ÏÇÒÁÎÉ- ÞÉŒÁÀÝÉÅ ŒÙÐÕËÌÙÅ ÏÂÏÌÏÞËÉ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅÖÁÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÁÄ É ÐÏÄ ÌÕÞÏÍ y = ffx. õÓÌÏŒÉÍÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ŒÅÒÛÉÎÙ ÜÔÉÈ ÌÏÍÁÎÙÈ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÐÏÄÒÑÄ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ÂÕ- ËŒÁÍÉ T_i ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ŒÅÒÛÉÎÙ ÎÉÖÎÅÊ ÌÏÍÁÎÏÊ ÎÕÍÅÒÏŒÁÌÉÓØ ÞčÔ- ÎÙÍÉ, Á ŒÅÒÛÉÎÙ ŒÅÒÈÎÅÊ | ÎÅÞčÔÎÙÍÉ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ É ÞÔÏÂÙ ÐÅÒŒÏÅ ÎÅŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÅ ÚŒÅÎÏ ÎÉÖÎÅÊ ÌÏÍÁÎÏÊ ÎÁÚÙŒÁÌÏÓØ [T_0T_2]. õÓÌÏŒÉÍÓÑ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ (p_n; q_n) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅÒÛÉÎÙ T_n, Á ÞÅÒÅÚ a_n | ÞÉÓÌÏ ËÕÓËÏŒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÂÒÏ [T_{n−2}T_n] ÒÁÚÂÉ- ŒÁÅÔÓÑ ÌÅÖÁÝÉÍÉ ÎÁ ÎčÍ ÃÅÌÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ.

äð 1⋄1 (ÚÁÄÁÞÁ Ï ÔÒčÈ ËÕÚÎÅÞÉËÁÈ). ôÒÉ ËÕÚÎÅÞÉËÁ ÓÉÄÑÔ

Œ ÔÏÞËÁÈ (0; 1), (1; 1) É (1; 0) É ÍÏÇÕÔ ÐÒÙÇÁÔØ Œ ÐÅÒŒÏÍ ËŒÁ- ÄÒÁÎÔÅ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ: ÌÀÂÏÍÕ ÉÚ ÄŒÕÈ ËÒÁÊÎÉÈ ËÕÚÎÅÞÉËÏŒ^1 (ËÁË ÌÅŒÏÍÕ ÔÁË É ÐÒÁŒÏÍÕ) ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÐÅÒÅÐÒÙÇÉ- ŒÁÔØ ÞÅÒÅÚ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ËÕÚÎÅÞÉËÁ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ:

Á) ËÕÚÎÅÞÉËÉ ŒÓÅÇÄÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ÐÌÏÝÁÄÉ 1, ÎÅ ÎÁËÒÙ- ŒÁÀÝÉÊ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË, ËÒÏÍÅ ÓŒÏÉÈ ŒÅÒÛÉÎ;

Â) ËÕÚÎÅÞÉËÉ ÍÏÇÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÞËÁÈ Ó ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ; Œ) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ Ó ÃÅÌÙÍÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÔÒčÈ ËÕÚÎÅÞÉËÏŒ, ÐÒÉŒÏÄÑÝÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ Œ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ;

Ç) ÄÌÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ¸ > 0 ËÕÚÎÅÞÉËÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÓÅÔÑÔ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÅ ÔÏÞËÉ, ÌÅ- ÖÁÝÉÅ ÎÁ ÉÚÏÂÒÁÖčÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓ. 1⋄1 ÌÏÍÁÎÙÈ, ÅÓÌÉ ÂÕÄÕÔ ÓËÁËÁÔØ ÉÚ ÓŒÏÅÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÐÒÙÇÁÌ ËÒÁÊÎÉÊ ËÕÚÎÅÞÉË, ÎÁÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÐÏ ÏÄÎÕ ÓÔÏ- ÒÏÎÕ ÏÔ ÌÕÞÁ y = ¸x ÓÏ ÓÒÅÄÎÉÍ;

Ä) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ( p_{2n} q_{2n} ) É ( p_{2n+1} q_{2n+1} ) ÍÏÎÏÔÏÎÎÙ; Å) { p_n = a_np_{n−1} + p_{n−2} q_n = a_nq_{n−1} + q_{n−2} Ö) { p_{n−1}q_n − p_nq_{n−1} = (−1)^n p_{n−2}q_n − p_nq_{n−2} = (−1)^{n−1}a_n Ú) 1 q_n (q_n + q_{n+1}) < | | |¸ − p^n q_n | | | < 1 q_nq_{n+1}

; É) lim_{n→∞} p_n q_n

= ¸ .

äð 1⋄2. ëÁË ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ ÏÔŒÅÔÙ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÛÅÓÔØ ŒÏÐÒÏÓÏŒ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÔÒčÈ ËÕÚÎÅÞÉËÁÈ, ÅÓÌÉ Œ ÎÉÈ ŒÚÑÔØ ¸ ∈ Q ?

äð 1⋄3. ëÁÖÄÙÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÕÚÅÌ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ ÎÁËÒÙÌÉ ËÒÕÇÏÍ ÒÁ- ÄÉÕÓÁ 10^{−20082009} Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÜÔÏÍ ÕÚÌÅ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÙÐÕÓÔÉÔØ ÌÕÞ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ËÒÕÇÁ?

äð 1⋄4. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ¸ ∈ R ÏÂÒÁÚÕÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a_n) É (r_n), ÐÏÌÁÇÁÑ^2 r_0 = ¸, a_0 = [r_0], É r_{i+1} = 1=(r_i − a_i), a_{i+1} = [r_{i+1}] ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ⩾ 0. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÞÉÓÌÁ a_i ÒÁŒÎÙ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÂÙÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÌÉÓÔËÁ É ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ Œ ÚÁÄÁÞÅ Ï ÔÒčÈ ËÕÚÎÅÞÉËÁÈ.

1ŒÙÐÕÝÅÎÎÙÅ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁÄÉÕÓ ŒÅËÔÏÒÙ ËÕÚÎÅÞÉËÏŒ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÎÙ ËÁË ÌÅŒÙÊ, ÓÒÅÄÎÉÊ É ÐÒÁŒÙÊ, ÅÓÌÉ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÎÕÔÒØ ÐÅÒŒÏÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÏËÔÁÎÔÁ 2ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ [x] ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÃÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ x (Ô. Å. ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÅÅ x)

ãÅÐÎÙÅ ÄÒÏÂÉ

ãÅÐÎÁÑ ÄÒÏÂØ | ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ

a_0 + 1 a_1 + 1 a_2 + 1 . ..

(1)

þÕÔØ ÜËÏÎÏÍÎÅÅ ÔÁËÁÑ ÄÒÏÂØ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ a_0 + 1=(a_1 + 1=(a_2 + : : : )). þÉÓÌÁ a_i ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂÉ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂÉ ŒÓÅÇÄÁ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ 1. ãÅÐÎÁÑ ÄÒÏÂØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ a_0 ∈ Z, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ a_i ∈ N. åÓÌÉ a_i ∈ R É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ lim_{n→∞} a_0 + 1=(a_1 + 1=(a_2 + : : : + 1=(a_{n−1} + 1=a_n) : : : )) = ff , ÃÅÐÎÁÑ ÄÒÏÂØ (1) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ, É ff ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Åč ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ. åÓÌÉ ÃÅÐÎÁÑ ÄÒÏÂØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

r_n = a_n + 1=(a_{n+1} + 1=(a_{n+2} + : : : ))

(ÔÁËÉÅ ÞÔÏ a_0 + 1=(a_1 + 1=(a_2 + : : : )) = a_0 + 1=(a_1 + 1=(a_2 + : : : + 1=(a_{n−1} + 1=r_n) : : : ))) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ Åč ÏÓÔÁÔËÁÍÉ. ëÁÖÄÙÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË a_0 + 1=(a_1 + 1=(a_2 + : : : + 1=(a_{n−1} + 1=a_n) : : : )) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂÉ (1) ÍÏÖÎÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÓŒÅÒÎÕÔØ Œ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÕÀ ÄÒÏÂØ p_n=q_n, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ŒÙÐÏÌÎÉŒ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ ŒÓÅ ÐÒÅÄÐÉÓÁÎÎÙÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ É ÎÉÞÅÇÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ĂÓÏËÒÁÝÁÑĄ. ôÁË,

p_0 q_0

= a_0 = a_0 1 ; p_1 q_1

= a_0 + 1 a_1 = a_0a_1 + 1 a_1 ; p_2 q_2

= a_0 + 1 a_1 + 1 a_2 = a_0a_1a_2 + a_2 a_1a_2 + 1

É Ô. Ä.

ðÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÅ ÄÒÏÂÉ p_n=q_n ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ (ÉÌÉ ËÏÎ- ŒÅÒÇÅÎÔÁÍÉ) ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂÉ (1).

äð 2⋄1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÃÅÐÎÙÅ ÄÒÏÂÉ ÓÈÏÄÑÔÓÑ. äð 2⋄2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂÉ Åč ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ (ËÏÎÅÞÎÙÍÉ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ) ÃÅÐÎÙÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ É ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.

äð 2⋄3. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ËÏÎŒÅÒÇÅÎÔÙ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂÉ Ó ÞÉÓÌÁÍÉ (p_n; q_n) ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÅÇÏ ÌÉÓÔËÁ?

äð 2⋄4. ëÁËÉÅ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÚÁÄ. äð 1⋄1 ŒÅÒÎÙ ÄÌÑ ÃÅÐÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ a_i ∈ R ?

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (1) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ¸, ÔÏ ¸ = (r_np_{n−1} − p_{n−2}) = (r_nq_{n−1} − q_{n−2}) ∀n. äð 2⋄5^*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÃÅÐÎÁÑ ÄÒÏÂØ (1) Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ a_i ∈ R ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ ∑ a_i.

äð 2⋄6. òÁÚÌÏÖÉÔÅ Œ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÃÅÐÎÙÅ ÄÒÏÂÉ ÞÉÓÌÁ Á) √ 2 , Â) √ 3 , Œ) √ 5 , Ç) √ 7 , Ä) √ 43 , Å) √ 57 , Ö) √ 179 .

äð 2⋄7. óÒÁŒÎÉÔÅ ÎÁÞÁÌÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ Œ ÃÅÐÎÙÅ ÄÒÏÂÉ ÞÉÓÅÌ ı É 179=57, Á ÔÁËÖÅ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÐÉÓÅÊ ÜÔÉÈ ÖÅ ÞÉÓÅÌ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ. œ ËÁËÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ (ÓÏÏÔŒ. ÚÎÁËÅ) ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÐÅÒŒÙÅ ÒÁÓÈÏÖÄÅÎÉÑ?

äð 2⋄8. œÙÞÉÓÌÉÔÅ 1 + 1=(2 + 1=(3 + 1=(1 + 1=(2 + 1=(3 + · · · ))))) .

äð 2⋄9 (ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÃÅÐÎÁÑ ÄÒÏÂØ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Åč ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ:

Á) ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÄÒÏÂÉ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÅÔ Åč ÚÎÁÞÅÎÉÅ;

Â) ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÓÔÁÔËÉ r_n ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÒÎÑ ¸ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÎÏ- ÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ;

Œ) ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ Õ ŒÓÅÈ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ÄÉÓ- ËÒÉÍÉÎÁÎÔ, Á ÉÈ ËÏÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ.

Ç) ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔËÉ ÎÁÞÎÕÔ ÐÏŒÔÏÒÑÔØÓÑ, Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÚÁÃÉËÌÑÔÓÑ.

œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ

äÉÏÆÁÎÔÏŒÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ff∈R | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p=q (p∈Z, q ∈N) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÍ Ë ff, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ m=n ≠ p=q (m∈Z, n∈N) ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ m ⩽ q ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÔÒÏÇÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |ffn − m| ¿ |ffq − p|.

äð 3⋄1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ¸ ∈R ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑÍÉ ÓÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÁÉÌÕÞÛÉÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙ É ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ¸ Œ ÃÅÐÎÕÀ ÄÒÏÂØ.

äð 3⋄2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ¸ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÈ ÄÒÏÂÅÊ x=y Ó x∈Z, y ∈N, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ | | |¸ − x y | | | < 1 y^2 : äð 3⋄3. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÒÉŒÙÅ x^2 − y^2 = 1 É x^2 − 3 y^2 = 1. åÓÔØ ÌÉ ÎÁ ÎÉÈ ÃÅÌÙÅ ÔÏÞËÉ ËÒÏÍÅ (±1; 0), É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË?

äð 3⋄4. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ d, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÙ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ m ∈ N ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Á) ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ x^2 − dy^2 ⩽ m Â) ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 − dy^2 = m ÉÍÅÌÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÃÅÌÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ (x; y) Ó x; y ≠ 0 ?

ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ, ÎÏÒÍÁ É ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ d∈N ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÙ; ÐÏÌÏÖÉÍ Q( √ d)^{def}= Q[x]=(x^2 − d) ≃ { x + y √ d | x; y; ∈ Q} Z[ √ d]^{def}= Q[x]=(x^2 − d) ≃ { p + q √ d | p; q; ∈ Z}

þÉÓÌÏ ff = x − y √ d ∈ Q( √ d) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ Ë ÞÉÓÌÕ ff = x + y √ d ∈ Q( √ d), ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N(ff)^{def}= ffff = x^2 − dy^2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÞÉÓÌÁ ff.

äð 3⋄5. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Q( √ d) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÍ ÁŒ- ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, Á ÎÏÒÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ. œÙÒÁÚÉÔÅ ¸^{−1} ÞÅÒÅÚ ¸ É N(¸) É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ # ∈ Z[ √ d] Œ ËÏÌØÃÅ Z[ √ d] ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ N(#) = ±1.

äð 3⋄6 (ÇÒÕÐÐÁ ÅÄÉÎÉÃ). ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÏÒÍÙ 1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ Œ Z[ √ d] (ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÅÄÉÎÉÃ ËÏÌØÃÁ Z[ √ d]).

õÒÁŒÎÅÎÉÅ ðÅÌÌÑ. ðÕÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ d ⩾ 2 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÙ. ãÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ ðÅÌÌÑ: x^2 − dy^2 = 1 ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÇÒÕÐÐÙ ÅÄÉÎÉÃ ËÏÌØÃÁ Z[ √ d]. óÒÅÄÉ ÎÉÈ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÙ ±1, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑÍ (±1; 0). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Ó ËÁÖÄÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ (x; y) ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÂÕÄÕÔ ÔÁËÖÅ É ŒÓÅ (±x; ±y). òÅÛÅÎÉÅ (x_0; y_0) c ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ x_0, y_0 ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ x_0 + y_0 √ d ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ x + y √ d Ó ÎÏÒÍÏÊ 1 É x; y ∈ N. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÅÄÉÎÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

äð 3⋄7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (x_0; y_0) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÒÉÞčÍ ÄÒÏÂØ x_0=y_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÄÒÏÂØÀ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ √ d Œ ÃÅÐÎÕÀ ÄÒÏÂØ.

äð 3⋄8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ðÅÌÌÑ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ ( x_0 + y_0 √ d )_n Ó n∈N.

äð 3⋄9. îÁÊÄÉÔÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ É ÏÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÃÅÌÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ^1:

Á) x^2 − 5y^2 = 1 ; Â) x^2 − 19y^2 = 1 ; Œ) x^2 − 43y^2 = 1 ; Ç) x^2 − 57y^2 = 1 .

1ÅÓÌÉ ÌÀÂÉÔÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ, ÍÏÖÅÔÅ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ ðÅÌÌÑ É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÃÅÐÎÙÅ ÄÒÏÂÉ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ x + y √ d Ó x; y; d ∈ Z