õÞÅÂÎÙÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ ÓÅÍÉÎÁÒÁ òÕÄÁËÏŒÁ Œ ĂœÙÛËÅĄ. äÉÏÆÁÎÔÏŒÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ. ìÉÓÔÏË Ć 3

œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ

äÉÏÆÁÎÔÏŒÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ff∈R | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p=q (p∈Z, q ∈N) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÍ Ë ff, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ m=n ≠ p=q (m∈Z, n∈N) ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ m ⩽ q ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÔÒÏÇÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |ffn − m| ¿ |ffq − p|.

äð 3⋄1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ff ∈R ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑÍÉ ÓÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÁÉÌÕÞÛÉÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙ É ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ff Œ ÃÅÐÎÕÀ ÄÒÏÂØ.

äð 3⋄2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ff ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÈ ÄÒÏÂÅÊ x=y Ó x∈Z, y ∈N, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ | | |ff − x y | | | ¡ 1 y^2 : äð 3⋄3. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÒÉŒÙÅ x^2 − y^2 = 1 É x^2 − 3 y^2 = 1. åÓÔØ ÌÉ ÎÁ ÎÉÈ ÃÅÌÙÅ ÔÏÞËÉ ËÒÏÍÅ (±1; 0), É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË?

äð 3⋄4. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ d, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÙ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ m ∈ N ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Á) ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ x^2 − dy^2 ⩽ m Â) ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 − dy^2 = m ÉÍÅÌÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÃÅÌÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ (x; y) Ó x; y ≠ 0 ?

ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ, ÎÏÒÍÁ É ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ d∈N ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÙ; ÐÏÌÏÖÉÍ Q( √ d)^{def}= Q[x]=(x^2 − d) ≃ { x + y √ d | x; y; ∈ Q} Z[ √ d]^{def}= Q[x]=(x^2 − d) ≃ { p + q √ d | p; q; ∈ Z}

þÉÓÌÏ ff = x − y √ d ∈ Q( √ d) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ Ë ÞÉÓÌÕ ff = x + y √ d ∈ Q( √ d), ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N(ff)^{def}= ffff = x^2 − dy^2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÞÉÓÌÁ ff.

äð 3⋄5. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Q( √ d) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÍ ÁŒ- ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, Á ÎÏÒÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ. œÙÒÁÚÉÔÅ ff^{−1} ÞÅÒÅÚ ff É N(ff) É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ # ∈ Z[ √ d] Œ ËÏÌØÃÅ Z[ √ d] ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ N(#) = ±1.

äð 3⋄6 (ÇÒÕÐÐÁ ÅÄÉÎÉÃ). ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÏÒÍÙ 1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ Œ Z[ √ d] (ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÅÄÉÎÉÃ ËÏÌØÃÁ Z[ √ d]).

õÒÁŒÎÅÎÉÅ ðÅÌÌÑ. ðÕÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ d ⩾ 2 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÙ. ãÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ ðÅÌÌÑ: x^2 − dy^2 = 1 ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÇÒÕÐÐÙ ÅÄÉÎÉÃ ËÏÌØÃÁ Z[ √ d]. óÒÅÄÉ ÎÉÈ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÙ ±1, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑÍ (±1; 0). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Ó ËÁÖÄÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ (x; y) ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÂÕÄÕÔ ÔÁËÖÅ É ŒÓÅ (±x; ±y). òÅÛÅÎÉÅ (x_0; y_0) c ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ x_0, y_0 ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ x_0 + y_0 √ d ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ x + y √ d Ó ÎÏÒÍÏÊ 1 É x; y ∈ N. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÅÄÉÎÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

äð 3⋄7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (x_0; y_0) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÒÉÞčÍ ÄÒÏÂØ x_0=y_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÄÒÏÂØÀ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ √ d Œ ÃÅÐÎÕÀ ÄÒÏÂØ.

äð 3⋄8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ðÅÌÌÑ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ ( x_0 + y_0 √ d )_n Ó n∈N.

äð 3⋄9. îÁÊÄÉÔÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ É ÏÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÃÅÌÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ^1:

Á) x^2 − 5y^2 = 1 ; Â) x^2 − 19y^2 = 1 ; Œ) x^2 − 43y^2 = 1 ; Ç) x^2 − 57y^2 = 1 .

1ÅÓÌÉ ÌÀÂÉÔÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ, ÍÏÖÅÔÅ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ ðÅÌÌÑ É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÃÅÐÎÙÅ ÄÒÏÂÉ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ x + y √ d Ó x; y; d ∈ Z