õÞÅÂÎÙÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ ÓÅÍÉÎÁÒÁ òÕÄÁËÏŒÁ Œ ĂœÙÛËÅĄ. äÉÏÆÁÎÔÏŒÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ. ìÉÓÔÏË Ć 1

úÁÄÁÞÁ Ï ÔÒčÈ ËÕÚÎÅÞÉËÁÈ

þÉÓÌÁ ËÁË ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ. œÓÑËÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ (ÍÎÏÇÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ) ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ p=q Ó p ∈ Z, q ∈ N. âÕÄÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÔÁËÕÀ ÚÁÐÉÓØ ÔÏÞËÏÊ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (p; q) ÎÁ ŒÅÒÈÎÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ. üÔÏ ÚÁÄÁčÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÌÕÞÅÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÔÁÎÇÅÎÓ ÕÇÌÁ ÎÁËÌÏÎÁ Ó ÏÓØÀ OX.

éÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ff ∈ R ÍÙ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÌÕÞčÍ y = ffx Ó ÉÒÒÁÃÉÏ-

òÉÓ. 1⋄1. éÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÌÕÞ.

ÎÁÌØÎÙÍ ÔÁÎÇÅÎÓÏÍ ÕÇÌÁ ÎÁËÌÏÎÁ ff. ó ËÁÖÄÙÍ ÔÁËÉÍ ÌÕÞÏÍ ÓŒÑÚÁÎÙ ÄŒÅ ÌÏÍÁÎÙÅ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1⋄1), ÏÇÒÁÎÉ- ÞÉŒÁÀÝÉÅ ŒÙÐÕËÌÙÅ ÏÂÏÌÏÞËÉ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅÖÁÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÁÄ É ÐÏÄ ÌÕÞÏÍ y = ffx. õÓÌÏŒÉÍÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ŒÅÒÛÉÎÙ ÜÔÉÈ ÌÏÍÁÎÙÈ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÐÏÄÒÑÄ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ÂÕ- ËŒÁÍÉ T_i ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ŒÅÒÛÉÎÙ ÎÉÖÎÅÊ ÌÏÍÁÎÏÊ ÎÕÍÅÒÏŒÁÌÉÓØ ÞčÔ- ÎÙÍÉ, Á ŒÅÒÛÉÎÙ ŒÅÒÈÎÅÊ | ÎÅÞčÔÎÙÍÉ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ É ÞÔÏÂÙ ÐÅÒŒÏÅ ÎÅŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÅ ÚŒÅÎÏ ÎÉÖÎÅÊ ÌÏÍÁÎÏÊ ÎÁÚÙŒÁÌÏÓØ [T_0T_2]. õÓÌÏŒÉÍÓÑ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ (p_n; q_n) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅÒÛÉÎÙ T_n, Á ÞÅÒÅÚ a_n | ÞÉÓÌÏ ËÕÓËÏŒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÂÒÏ [T_{n−2}T_n] ÒÁÚÂÉ- ŒÁÅÔÓÑ ÌÅÖÁÝÉÍÉ ÎÁ ÎčÍ ÃÅÌÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ.

äð 1⋄1 (ÚÁÄÁÞÁ Ï ÔÒčÈ ËÕÚÎÅÞÉËÁÈ). ôÒÉ ËÕÚÎÅÞÉËÁ ÓÉÄÑÔ

Œ ÔÏÞËÁÈ (0; 1), (1; 1) É (1; 0) É ÍÏÇÕÔ ÐÒÙÇÁÔØ Œ ÐÅÒŒÏÍ ËŒÁ- ÄÒÁÎÔÅ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ: ÌÀÂÏÍÕ ÉÚ ÄŒÕÈ ËÒÁÊÎÉÈ ËÕÚÎÅÞÉËÏŒ^1 (ËÁË ÌÅŒÏÍÕ ÔÁË É ÐÒÁŒÏÍÕ) ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÐÅÒÅÐÒÙÇÉ- ŒÁÔØ ÞÅÒÅÚ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ËÕÚÎÅÞÉËÁ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ:

Á) ËÕÚÎÅÞÉËÉ ŒÓÅÇÄÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ÐÌÏÝÁÄÉ 1, ÎÅ ÎÁËÒÙ- ŒÁÀÝÉÊ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË, ËÒÏÍÅ ÓŒÏÉÈ ŒÅÒÛÉÎ;

Â) ËÕÚÎÅÞÉËÉ ÍÏÇÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÞËÁÈ Ó ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ; Œ) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ Ó ÃÅÌÙÍÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÔÒčÈ ËÕÚÎÅÞÉËÏŒ, ÐÒÉŒÏÄÑÝÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ Œ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ;

Ç) ÄÌÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ff ¿ 0 ËÕÚÎÅÞÉËÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÓÅÔÑÔ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÅ ÔÏÞËÉ, ÌÅ- ÖÁÝÉÅ ÎÁ ÉÚÏÂÒÁÖčÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓ. 1⋄1 ÌÏÍÁÎÙÈ, ÅÓÌÉ ÂÕÄÕÔ ÓËÁËÁÔØ ÉÚ ÓŒÏÅÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÐÒÙÇÁÌ ËÒÁÊÎÉÊ ËÕÚÎÅÞÉË, ÎÁÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÐÏ ÏÄÎÕ ÓÔÏ- ÒÏÎÕ ÏÔ ÌÕÞÁ y = ffx ÓÏ ÓÒÅÄÎÉÍ;

Ä) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ( p_{2n} q_{2n} ) É ( p_{2n+1} q_{2n+1} ) ÍÏÎÏÔÏÎÎÙ; Å) { p_n = a_np_{n−1} + p_{n−2} q_n = a_nq_{n−1} + q_{n−2} Ö) { p_{n−1}q_n − p_nq_{n−1} = (−1)^n p_{n−2}q_n − p_nq_{n−2} = (−1)^{n−1}a_n Ú) 1 q_n (q_n + q_{n+1}) ¡ | | |ff − p^n q_n | | | ¡ 1 q_nq_{n+1}

; É) lim_{n→∞} p_n q_n

= ff .

äð 1⋄2. ëÁË ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ ÏÔŒÅÔÙ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÛÅÓÔØ ŒÏÐÒÏÓÏŒ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÔÒčÈ ËÕÚÎÅÞÉËÁÈ, ÅÓÌÉ Œ ÎÉÈ ŒÚÑÔØ ff ∈ Q ?

äð 1⋄3. ëÁÖÄÙÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÕÚÅÌ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ ÎÁËÒÙÌÉ ËÒÕÇÏÍ ÒÁ- ÄÉÕÓÁ 10^{−20082009} Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÜÔÏÍ ÕÚÌÅ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÙÐÕÓÔÉÔØ ÌÕÞ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ËÒÕÇÁ?

äð 1⋄4. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ff ∈ R ÏÂÒÁÚÕÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a_n) É (r_n), ÐÏÌÁÇÁÑ^2 r_0 = ff, a_0 = [r_0], É r_{i+1} = 1=(r_i − a_i), a_{i+1} = [r_{i+1}] ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ⩾ 0. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÞÉÓÌÁ a_i ÒÁŒÎÙ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÂÙÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÌÉÓÔËÁ É ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ Œ ÚÁÄÁÞÅ Ï ÔÒčÈ ËÕÚÎÅÞÉËÁÈ.

1ŒÙÐÕÝÅÎÎÙÅ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁÄÉÕÓ ŒÅËÔÏÒÙ ËÕÚÎÅÞÉËÏŒ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÎÙ ËÁË ÌÅŒÙÊ, ÓÒÅÄÎÉÊ É ÐÒÁŒÙÊ, ÅÓÌÉ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÎÕÔÒØ ÐÅÒŒÏÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÏËÔÁÎÔÁ 2ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ [x] ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÃÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ x (Ô. Å. ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÅÅ x)