æÏÒÍÙ íÁÒËÏŒÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁÄ Z ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ F (x; y) = ax^2 + bxy + cy^2;

ÇÄÅ x É y | ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÔÏÌØËÏ ÃÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, É a; b; c ∈ Z. ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÁ ÎÁÄ Z, ÅÓÌÉ ÅÅ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ F (x; y) = (ffx + fiy)(flx + ffiy) Ó ÃÅÌÙÍÉ ff; fi; fl; ffi. äÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ ÆÏÒÍÙ F (x; y) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ D_F = b^2 − 4ac. æÏÒÍÁ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ, ÅÓÌÉ D_F ¿ 0. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. úÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x = ffu + flv; y = fiu + ffiv ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ff; fi; fl; ffi ∈ Z É ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ u É v ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ x É y Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, Ô. Å.

u = ff^′x + fl^′y; v = fi^′x + ffi^′y Ó ff^′; fi^′; fl^′; ffi^′ ∈ Z:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x = ffu + flv; y = fiu + ffiv ÄÏÐÕÓÔÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ffffi − fifl = ±1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. îÁÚÏŒÅÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ F (x; y) É F^′(u; v) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ (F ∼ F^′), ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÏÒÍÙ F (x; y) ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ m_F = min

(x;y)∈Z^2\{0}

|F (x; y)| É ¯_F = m √ D : îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÁÍÕÀ ÐÒÏÓÔÕÀ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ íÁÒËÏŒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÚŒÕÞÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ (íÁÒËÏŒÁ) 5. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ F_1(x; y) ÎÁÄ Z, ÞÔÏ 1 √ 5 = ¯_{F1} ≥ ¯_F

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÊ ŒÐÏÌÎÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ F . ðÒÉÞÅÍ, ÅÓÌÉ ¯_F = ¯_{F1} , ÔÏ F ∼ ±F_1.

éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÆÏÒÍÕ F_1 ÓÒÅÄÉ ÔÅÈ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ m_F = 1, É ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m_F ≥ 2, ÔÏ ¯_F ¡^{1√}_5 .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x = ffu + flv, y = fiu + ffiv ÆÏÒÍÁ ax^2 + bxy + cy^2 ÐÒÉÍÅÔ ŒÉÄ F (u; v) = u^2(aff^2 + bfffi + cfi^2)+ + uv(2afffl + b(ffffi + fifl) + 2cfiffi)+ + v^2(afl^2 + bflffi + cffi^2): (1) úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ m_F = m. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÏÐÕÓÔÉÍÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÏÓÌÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÁ ±F ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ËÁË F (u; v) = mu + b^′uv + c^′:

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ F (ff; fi) = aff^2 + bfffi + cfi^2 = ±m: (2) ðÏÓËÏÌØËÕ F (dx; dy) = d^2F (x; y), ÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ m = 0 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ff É fi ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. åÓÌÉ ÖÅ m ¿ 0, ÔÏ ff É fi | ÕÖÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ (m | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ |F (x; y)|).

äÌÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ff É fi ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ffi É fl, ÞÔÏ ffffi − fifl = 1. úÎÁÞÉÔ, ÚÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x = ffu + flv; y = fiu + ffiv ÄÏÐÕÓÔÉÍÁ, ÐÒÉÞÅÍ (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÙ (1) É (2)) F (u; v) = ±mu^2 + b^′uv + c^′v^2:

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÁË ËÁË ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÆÏÒÍÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ −1, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ F (u; v) = mu^2 + b^′uv + c^′v^2; m = min |F (x; u)|:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 7. åÓÌÉ m_F = 0, ÔÏ ÆÏÒÍÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÁ ÎÁÄ Z.

ìÅÍÍÁ 8. îÅÒÁÚÌÏÖÉÍÁÑ ÎÁÄ Z ÆÏÒÍÁ F Ó m_F = m ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ:

F (u; v) = mu^2 + ruv + dv^2; m = m_F ¿ 0; |r| ≤ m: (3) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 6 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÛÁ ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ F (x; y) = mx^2 + bxy + cy^2:

(íÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÓÔÁÒÙÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÄÌÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.)

òÁÚÄÅÌÉÍ b ÎÁ 2m Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ: b = 2md + r, |r| ≤ m É ÓÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ: x = u − dv; y = v:

ôÏÇÄÁ ŒŒÉÄÕ (1), Œ ÎÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁÛÁ ÆÏÒÍÁ ÐÒÉÏÂÒÅÔÅÔ ŒÉÄ: F (u; v) = mu^2 + ruv + dv^:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9. åÓÌÉ F | ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÁÑ ŒÐÏÌÎÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ Z Ó m_F = 1, ÔÏ ¯_F ≤^{1√}_5 . âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ŒÓÅ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ŒÐÏÌÎÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁÄ Z Ó ¯_F =^{1√}_5 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÆÏÒÍÅ F_1(x; y) = x^2 + xy − y^2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕ F Ó m_F = 1. ôÏÇÄÁ ÏÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÆÏÒÍÅ x^2 + bxy + cy^2;

ÇÄÅ |b| ≤ 1. ðÒÉÞÅÍ ¯_F =^{1√}_{DF} .

åÓÌÉ b = 0, ÔÏ D_F = −4c. îÁÛÁ ÆÏÒÍÁ ŒÐÏÌÎÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁ, ÚÎÁÞÉÔ, c ¡ 0 É D_F = 4|c|. ðÒÉ ÜÔÏÍ D_F ¡ 5 ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ −c = 1, Ô. Å. F (x; y) = x^2 − y^2 | ÒÁÚÌÏÖÉÍÁ.

åÓÌÉ b = ±1, ÔÏ D_F = 1 − 4c É ÏÐÑÔØ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ c ≥ 0. îÏ ÅÓÌÉ c = 0, ÔÏ m_F = 0, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ. ðÏÜÔÏÍÕ |c| ≥ 1 É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ D_F | ÜÔÏ 5.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. 10. ðÕÓÔØ F | ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÁÑ ŒÐÏÌÎÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ Z Ó m_F = m ≥ 2. ôÏÇÄÁ ¯_F ≤^{1√}_5 . ðÒÉÞÅÍ, ÅÓÌÉ ¯_F =^{1√}_5 , ÔÏ F ∼ mF_1, ÇÄÅ ÆÏÒÍÁ F_1(x; y) = x^2 + xy − y^2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁ F Ó m_F = m ≥ 2 É ¯_F ≥^{1√}_5 . íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ F ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÆÏÒÍÅ ŒÉÄÁ mx^2 + bxy + cy^2; |b| ≤ m: (4) åÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ËÁË ¯_F = m √ D_F = m √ b^2 − 4mc : ðÏÜÔÏÍÕ ¯_F ≥ 1 √ 5 ⇔ D_F = b^2 − 4mc ≤ 5m^2: (5) íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÔÏ ÍÏÄÕÌØ ÏÄÎÏ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ:

F (1; 1) ÉÌÉ F (1; −1) ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ m (ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ: m_F = m), ÌÉÂÏ ÒÁŒÅÎ m (ÞÔÏ ÄÁÓÔ ÎÁÍ ÆÏÒÍÕ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ mF_1).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ c = F (0; 1) É ÐÏÜÔÏÍÕ |c| ≥ m. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, 0 ¡ D_F = b^2 − 4mc ≤ m^2 − 4mc (Ô. Ë. F | ŒÐÏÌÎÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ É |b| ≤ m). ïÔÓÀÄÁ c ≤ m=4, ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ |c| ≥ m ÄÁÅÔ: c ≤ −m.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ −c = m + ff (ff ≥ 0). åÓÌÉ ff ¿ m=4, ÔÏ D_F = b^2 − 4mc ¿ b^2 + 4m ( m + m 4 ) ≥ 5m^2:

ðÏÜÔÏÍÕ, ÕÞÉÔÙŒÁÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (5), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ: 0 ≤ ff ≤ m 4 : (6) ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (4) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ: |b| = m − fi; 0 ≤ fi ≤ m: (7) ðÕÓÔØ b ≤ 0. ôÏÇÄÁ F (1; −1) = m + |b| + c = m + m − fi − m − ff = m − fi − ff:

úÎÁÞÉÔ, |F (1; −1)| ≤ m, ÐÒÉÞÅÍ |F (1; −1)| = m ⇔ ff = fi = 0 É F (x; y) = mx^2 − mxy − my^2 ∼ mF_1(x; y):

ðÕÓÔØ b ¿ 0. œÙÞÉÓÌÉÍ F (1; 1) = m + b + c = m + m − fi − m − ff = m − fi − ff:

ïÐÑÔØ |F (1; 1)| ≤ m, ÐÒÉÞÅÍ |F (1; 1)| = m ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ff = fi = 0 É F (x; y) = mx^2 + mxy − my^2 ∼ mF_1(x; y):