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2. ëõâéþåóëïå õòá÷îåîéå

ëÕÂÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x3 + ax2 + bx+ Ó = 0 ÍÏÖÎÏ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ: ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ x 7→ x− a=3,
ÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x2 ÏÂÎÕÌÉÔÓÑ, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
(1) x3 + px+ q = 0:

éÍÅÅÍ: limx→+∞ x3 +px+q = limx→+∞ x3(1+p=x2 +q=x3) = +∞, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ limx→−∞ x3 +px+q = −∞.
ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ x ÉÍÅÅÍ x3 + px + q > 0, Á ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÐÏ
ÍÏÄÕÌÀ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ | x3 + px + q < 0. éÚ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒÅÈÞÌÅÎÁ f(x) = x3 + px + q
ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ Õ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ.

éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f ′(x) = 3x2+p ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ p ≥ 0 ÆÕÎËÃÉÑ f ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
(1) ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ. åÓÌÉ ÖÅ p < 0, ÔÏ ÔÏÞËÉ x1 = −

√
−p=3 É x2 =

√
−p=3 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÜËÓÔÒÅ-

ÍÕÍÁ f (x1 | ÍÁËÓÉÍÕÍÁ, x2 | ÍÉÎÉÍÕÍÁ). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Õ f ÔÒÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ, É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
(1) ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ.

ôÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÒÅÛÅÎÉÊ ÔÒÉ, ÅÓÌÉ f(x1) É f(x2) ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÊ ÚÎÁË, Ô.Å. f(x1)f(x2) < 0, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ D def= 4p3 + 27q2 < 0. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ p > 0 Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ D > 0, ÔÁË ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ D < 0 |
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÌÏ ÔÒÉ ËÏÒÎÑ.

1. æÏÒÍÕÌÁ ëÁÒÄÁÎÏ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1)
âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ × ×ÉÄÅ x = u + v. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ (u + v)3 + p(u +

v)+q = u3 +v3 +(u+v)(p+3uv)+q = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å u É v ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ {

u3 + v3 = −q;
uv = −p=3:

÷ÏÚ×ÅÄÑ ×ÔÏÒÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ËÕÂ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ u3 É v3 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ t2 + qt −
p3=27 = 0, ÏÔËÕÄÁ u3; v3 = −q=2±

√
q2=4 + p3=27, ÔÏ ÅÓÔØ

x = 3

√
−q=2 + 1

6
√

3
√
D + 3

√
−q=2− 1

6
√

3
√
D:

üÔÏ É ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ëÁÒÄÁÎÏ.
éÚ ÎÅÅ ÓÒÁÚÕ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ (× ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ) ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ D ≥ 0, Ô.Å. ËÏÇÄÁ Õ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ (ÉÌÉ Ä×Á, × ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ D = 0).
ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x3 − 2x − 4 = 0. úÄÅÓØ D = 400 > 0, ÔÁË ÞÔÏ Õ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ,
É ÆÏÒÍÕÌÁ ëÁÒÄÁÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ. ïÎÁ ÄÁÅÔ x = 3

√
1 + 10=3

√
3 + 3

√
1− 10=3

√
3. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, x3 − 2x −

4 = (x − 2)(x2 + 2x + 2), ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ 2.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
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1 + 10=3
√

3 + 3
√

1− 10=3
√

3 = 2:
éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÆÏÒÍÕÌÁ ëÁÒÄÁÎÏ ÎÁÛÌÁ ËÏÒÅÎØ × ÎÅÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÉÔÅÌØÎÏÍ ×ÉÄÅ, ÎÏ ÚÁÔÏ ÐÒÉ×ÅÌÁ Ë ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Õ ÎÅÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á.

2. ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1)
ìÅÍÍÁ 1. sin3 ' = 3

4 sin'− 1
4 sin 3'.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.
âÕÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÓËÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) × ×ÉÄÅ x = r sin'. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ r3 sin3 '+

pr sin' + q = − 1
4r3 sin 3' + (pr + 3

4r3) sin' + q = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ
r = 2

√
−p=3, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å ' ×ÚÑÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

(2) 2p
3

√
−p3 sin 3' = −q:

üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ, ÅÓÌÉ |q| ≤ ∣∣ 2p
3
√−p3

∣∣, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ D ≤ 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÒÉ-
ÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ËÁË ÒÁÚ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ ëÁÒÄÁÎÏ, Ô.Å. × ÓÌÕÞÁÑÈ,

1



ËÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ËÏÒÎÑ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÔÒÉ ËÏÒÎÑ ÏÎÁ É ÎÁÈÏÄÉÔ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒÉÏÄ
ÆÕÎËÃÉÉ sin 3' ÒÁ×ÅÎ 2�=3, ÆÕÎËÃÉÑ x = r sin' ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ × ËÏÒÎÑÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (2) ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ).
ðÒÉÍÅÒ 2. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ x3 − 7x − 6 = 0; ÚÄÅÓØ D = 4 · 27 · (−720) < 0, ÔÁË ÞÔÏ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ
ÒÁÂÏÔÁÅÔ. éÍÅÅÍ r = 2

√
7=3, Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (2) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ sin 3' = − 9
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√
3
7 , ÏÔËÕÄÁ ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

(3) x1 = sin(1
3 arcsin(−9

7

√
3
7); x2 = sin(1

3 arcsin(−9
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√
3
7 + 2�

3 ); x3 = sin(1
3 arcsin(−9

7

√
3
7 + 4�

3 ):

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, x3 − 7x− 6 = (x+ 1)(x+ 2)(x− 3), ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÙ −1, −2
É 3.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ëÁËÏÊ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ (3) ÒÁ×ÅÎ −1, ËÁËÏÊ | −2 É ËÁËÏÊ | 3?


