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1. çìá÷îïå óåþåîéå ëõâá

óÉÍ×ÏÌÏÍ Rn ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× (ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ) (x1; : : : ; xn) ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. n-ÍÅÒÎÙÍ ËÕÂÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Kn ⊂ Rn, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×
−1 ≤ x1 ≤ 1; : : : ;−1 ≤ xn ≤ 1. çÒÁÎØÀ ËÕÂÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. ÷ÅÒÛÉÎÁ ÜÔÏ ÇÒÁÎØ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ.
úÁÄÁÞÁ 1. Á) éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ËÕÂÙ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ 1, 2, 3, 4. òÁÓÓÔÁ×ØÔÅ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÒÛÉÎ. Â) ðÅÒÅ-
ÞÉÓÌÉÔÅ ×ÅÒÛÉÎÙ Kn; ÓËÏÌØËÏ ÉÈ? ×) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÅÂÒÁ (ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉ) Kn É ÏÐÉÛÉÔÅ
×ÓÅ ÒÅÂÒÁ; ÓËÏÌØËÏ ÉÈ? Ç) ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÚÁÄÁÎÉÅ ÄÌÑ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ, ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ, É Ô.Ä. ÇÒÁÎÉ. Ä) óËÏÌØËÏ ×ÓÅÇÏ
Õ Kn ÇÒÁÎÅÊ? Å) ïÐÉÛÉÔÅ ÇÒÁÎÉ ËÕÂÁ É ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÇÒÁÎØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×ÏÍ ÄÒÕÇÏÊ. Ö) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ Kn ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ. Ú) ïÂÏÂÝÉÔÅ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÎÁ ÇÒÁÎÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ.

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K ⊂ Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÕÂÁ Kn(a) =
{(x1; : : : ; xn) | −a ≤ x1 ≤ a; : : : ;−a ≤ xn ≤ a}. ÷ÙÐÕËÌÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï × Rn, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÎÅÓÔÒÏÇÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (É ÒÁ×ÅÎÓÔ×, ÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f = g
ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ Ä×ÕÍÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ f ≤ g É g ≤ f). çÒÁÎØÀ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,
ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.
úÁÄÁÞÁ 2. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {(x1; : : : ; xn) | |x1|+ · · ·+ |xn| ≤ 1} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ. ëÁË
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÐÒÉ n = 1, n = 2 É n = 3? Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÒÕÇ {(x; y) | x2 + y2 = 1}
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, ÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Dn = Kn ∩ {(x1; : : : ; xn) | x1 + · · ·+ xn = 0}.
úÁÄÁÞÁ 3. îÁÒÉÓÕÊÔÅ É ÎÁÚÏ×ÉÔÅ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÐÒÉ n = 1, n = 2 É n = 3.
úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÄÉÔÅ ×ÅÒÛÉÎÙ Dn Á) ÐÒÉ ×ÓÅÈ n ≤ 4; Â) ÐÒÉ ×ÓÅÈ n. ×) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎ ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ
n?
úÁÄÁÞÁ 5. Á) ðÕÓÔØ n ≤ 4. ïÐÉÛÉÔÅ ÒÅÂÒÁ Dn. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Ä×Å ÄÁÎÎÙÅ
×ÅÒÛÉÎÙ Dn ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ. Â) ôÏ ÖÅ ÚÁÄÁÎÉÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n.
úÁÄÁÞÁ 6. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. óËÏÌØËÏ ÓÔÏÒÏÎ ÉÍÅÅÔ ËÁÖÄÁÑ Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ
ÇÒÁÎØ Dn?
úÁÄÁÞÁ 7. Á) óËÏÌØËÏ ×ÅÒÛÉÎ, ÒÅÂÅÒ É Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÉÍÅÅÔ D4? Â) îÁÒÉÓÕÊÔÅ D4: ÉÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÅÇÏ
×ÅÒÛÉÎÙ (ÐÏÄÐÉÓÁ× ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ) É ÒÅÂÒÁ, ÏÔÍÅÔØÔÅ Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ ÇÒÁÎÉ. ëÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË D4?

òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ x = (x1; : : : ; xn) É y = (y1; : : : ; yn) × Rn ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
%(x; y) =

√
(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2. ä×ÉÖÅÎÉÅÍ Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ F : Rn → Rn, ÓÏÈÒÁÎÑÀ-

ÝÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ: %(F (x); F (y)) = %(x; y) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x; y ∈ Rn.
æÌÁÇÏÍ × ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ Q ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ S0; S1; : : : ; Sk, × ËÏÔÏÒÏÊ S0 | ×ÅÒÛÉÎÁ, Sk = Q

(ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÅÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÁÎØÀ), É Si ⊂ Si+1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i (×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÔÒÏÇÏÅ!).
÷ ÓÌÕÞÁÅ k = 3 ÉÍÅÅÍ S0 | \Ç×�ÏÚÄÉË", S1 | \ÄÒÅ×ËÏ" É S2 | \ÐÏÌÏÔÎÉÝÅ" ÆÌÁÇÁ; ÏÔÓÀÄÁ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ.
úÁÄÁÞÁ 8. óËÏÌØËÏ ÆÌÁÇÏ× ÉÍÅÅÔÓÑ × Dn Á) ÐÒÉ n ≤ 4? Â) ÐÒÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ n?
úÁÄÁÞÁ 9. Á) ðÕÓÔØ v0 = (1;−1; 0) | ×ÅÒÛÉÎÁ D3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ
R3, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ D3 × ÓÅÂÑ, Á v0 × v. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÅÒÛÉÎ v1; v2 ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ D3
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ R3, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ D3 × ÓÅÂÑ, Á v1 × v2. ×) áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ D4.
õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÎÁÔØ ×ÓÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ R3 É R4 | ÎÕÖÎÏ ÌÉÛØ ÉÍÅÔØ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÚÁÐÁÓ. ÷ÏÔ Ä×Á ÐÒÉÍÅÒÁ Ä×ÉÖÅÎÉÊ R4:

• ïÂÍÅÎ ÍÅÓÔÁÍÉ Ä×ÕÈ ÐÅÒ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ: f(x1; x2; x3; x4) = (x2; x1; x3; x4).
• óÍÅÎÁ ÚÎÁËÁ ×ÓÅÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ: f(x1; x2; x3; x4) = (−x1;−x2;−x3;−x4).

ôÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ×ÁÍ ÄÏÌÖÎÏ È×ÁÔÉÔØ.
úÁÄÁÞÁ 10. Á) ðÕÓÔØ v0 = (1; 1;−1;−1) | ×ÅÒÛÉÎÁ D4, Á e0 = {(1; t;−t;−1) | −1 ≤ t ≤ 1} | ×ÙÈÏÄÑÝÅÅ
ÉÚ ÎÅÅ ÒÅÂÒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÒÅÂÒÁ e, ×ÙÈÏÄÑÝÅÇÏ ÉÚ v0, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ R4, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ
D4 × ÓÅÂÑ, v0 × ÓÅÂÑ, Á e0 × e. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÅÂÅÒ e1; e2, ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ v,

1



ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ R4, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ D4 × ÓÅÂÑ, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ v ÎÁ ÍÅÓÔÅ É ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÅ e1 × e2. ×) ðÕÓÔØ
e1; e2 | ÒÅÂÒÁ D4, Á v1; v2 | ÉÈ ËÏÎÃÙ (×ÅÒÛÉÎÙ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ R4, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ D4
× ÓÅÂÑ, v1 × v2 É e1 × e2.
úÁÄÁÞÁ 11. Á) ðÕÓÔØ f1; f2 | Ä×Å Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ ÇÒÁÎÉ D4, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÅÅ ÒÅÂÒÏ e0 (ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 10Á). äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ R4, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ D4 × ÓÅÂÑ, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÒÅÂÒÁ e0 ÎÁ ÍÅÓÔÅ É ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÁÀÝÅÅ f1 × f2. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÆÌÁÇÏ× v1 ⊂ e1 ⊂ f1 ⊂ D4 É v2 ⊂ e2 ⊂ f2 ⊂ D4 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
Ä×ÉÖÅÎÉÅ R4, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÏÄÉÎ ÆÌÁÇ × ÄÒÕÇÏÊ (Ô.Å. v1 × v2, e1 × e2, f1 × f2 É D4 × ÓÅÂÑ).

íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÐÏÄÏÂÎÙÍ ÚÁÄÁÞÅ 11Â, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍÉ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ D4 | ÐÒÁ-
×ÉÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË.
úÁÄÁÞÁ 12. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D3 | ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË. Â) ðÒÉ ËÁËÉÈ a ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË D4(a) =
K4 ∩ {(x1; : : : ; x4) | x1 + · · ·+ x4 = a} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ? ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË D5 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ (!).


