04.III.2009. œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ. 1-Ê ËÕÒÓ. íÏÄÕÌØ IV. ìÉÓÔÏË 12

ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ

á12⋄1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ^1 fi Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ, ÔÏ V = U ⊕ U^⊥, ÇÄÅ U^⊥ = {w ∈ V | fi(u; w) = 0 ∀ u∈U } .

á12⋄2. œŒÅÄčÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ R[x; y; z] ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÂÁ- ÚÉÓÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙ x^ffy^fiz^fl ÂÙÌÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ ff!fi!fl! .

Á) îÁÊÄÉÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ^2 ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ìÁÐÌÁÓÁ ´ =^{@2}_{@x2} +^{@2}_{@y2} +^{@2}_{@z2} . Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_m ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ m ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁ- ÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ P_m = H_m ⊕ %^2H_{m−2} ⊕ %^4H_{m−4} ⊕ · · · , ÇÄÅ H_m = {f ∈ P_m | ´f ≡ 0} É %^{2 def}= x^2 + y^2 + z^2 ∈ P_2 .

á12⋄3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A^∗A É A A^∗ ÂÕÄÕÔ:

Á) ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÙ? Â) ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ^3? Œ) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ?

á12⋄4. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Ë ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A^∗?

á12⋄5. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÌÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (ker A)^⊥ = im A^∗ ?

á12⋄6. ðÕÓÔØ V = V_1 ⊕ V_2 (ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ) É ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔ V ÎÁ V_1 ŒÄÏÌØ V_2. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ V = V^⊥_1 ⊕ V^⊥_2 É A^∗ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔ V ÎÁ V^⊥_2 ŒÄÏÌØ V^⊥_1 ?

á12⋄7 (ÔÅÏÒÅÍÁ ûÕÒÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËÁÖÄÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ^4 á12⋄8 (ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ). õÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ŒÓÅ ÉÓÔÉÎÎÙÅ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ÍÅÖÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÎÁ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÉÌÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ:

Á) A · A^∗ = A^∗ · A (ÔÁËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ) Â) ŒÓÑËÉÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ A ÓÏÂÓÔŒÅÎÅÎ É ÄÌÑ A^∗;

Œ) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌ ÌÀÂÏÇÏ A-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÅÎ; Ç) ŒÓÑËÏÅ A-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A^∗-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ; Ä) ÍÁÔÒÉÃÁ A ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

Å) ||Av|| = ||A^∗v|| ∀ v ∈V Ö) A_+A_− = A_−A_+, ÇÄÅ A = A_+ + A_− É A_+ = A^∗_+, A_− = −A^∗_−. á12⋄9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

á12⋄10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ X^k = A Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ A ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ X Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. íÎÏÇÏ ÌÉ Õ ÎÅÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ? íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÓËÁÔØ ÔÁËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ A ?

á12⋄11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A Œ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ É ÌÀ- ÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ A, É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ B^k = A.

á12⋄12 (ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ). ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÑ A = I_1S_1 = S_2I_2, Œ ËÏÔÏÒÙÈ I_1, I_2 ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ, Á S_1, S_2 ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÙ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ I É S ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ A ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

á12⋄13. îÁÊÄÉÔÅ ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ: Á) ( 2 −1 2 1 ) Â) ( 1 4 4 2 ) . á12⋄14. òÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÌÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ A ÔÁËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÅÇÏ ÐÏÌÑÒÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ:

Á) I_1 = I_2 É S_1 = S_2; Â) I_1 É S_1 ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ; Œ) I_2 É S_2 ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ.

1ÂÅÚ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ Ï Åč (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ 2ÏÐÅÒÁÔÏÒ V^{F ∗}� V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ V^F� V , ÅÓÌÉ ∀ u; v ∈ V (F^∗(u); v) = (u; F (v)) 3ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V^B� V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ (ÓÏÏÔŒ. ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ), ÅÓÌÉ ∀ v ≠ 0 (Bv; v) ⩾ 0 (ÓÏÏÔŒ. (Bv; v) ¿ 0)

4É Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ