04.III.2009. œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ. 1-Ê ËÕÒÓ. íÏÄÕÌØ IV. ìÉÓÔÏË 12^1_2 (ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÊ)

äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ

á12^1_2 ⋄1. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ fi É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L ⊂ V , ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ Ë ÑÄÒÕ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ V^{v→fi(v;∗)} � V^∗, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ fi|_L ŒÙÒÏÖÄÅÎÏ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ fi Á) (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ? Â) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁ?

á12^1_2 ⋄2. œÓÑËÁÑ ÌÉ ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ?

á12^1_2 ⋄3 (ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ëÜÌÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K −→ (E − K)(E + K)^{−1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÍÅÖÄÕ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÂÅÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ −1.

á12^1_2 ⋄4. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ K −→ e^K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÍÅÖÄÕ:

Á) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ? Â) ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏŒÙÍÉ É ÕÎÉÔÁÒÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ?

á12^1_2 ⋄5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÙ O_n(R) É U_n ËÏÍÐÁËÔÎÙ. óŒÑÚÎÙ ÌÉ ÏÎÉ? á12^1_2 ⋄6. œÓÑËÕÀ ÌÉ ËŒÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ?

á12^1_2 ⋄7. îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÇÌÁÄËÉÈ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ R � R Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ T ¿ 0 ÓÏ

ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ (f; g) = T∫ 0 f(x)g(x) dx ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ Ë ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ, Á ÔÁËÖÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ

L = a_k(x) d^k dx^k

+ a_{k−1}(x) d^{k−1} dx^{k−1}

+ · · · + a_1(x) d dx + a_0(x)

(Ó ÇÌÁÄËÉÍÉ T -ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ a_0; a_1; : : : ; a_k). ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎ- ÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ sin^2

(_{2ßx} T )_{d2}

dx^2 + 2ß T cos

(_{4ßx} T )_d dx ?

á12^1_2 ⋄8. ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÏÔŒÅÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ [0; 1], ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ Œ ÎÕÌØ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ? ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ L = x^2(x − 1)^{2 d2}_{dx2} + 2x(x − 1)^d_{dx} ?

á12^1_2 ⋄9. îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R[x] ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ (f; g) = 1∫ −1 f(t)g(t) dt ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ f(t) −→ 1∫ −1 K(s; t)f(t) dt Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎ-

ÎÙÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÑÄÒÏÍ K[x; y] ∈ R[x; y].

á12^1_2 ⋄10. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÏÌÁÇÁÑ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ K(x; y) = xy, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ìÅÖÁÎÄÒÁ P_n(x) =^{dn(1−x2)n}_{dxn} ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ?

á12^1_2 ⋄11. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p = Z=(p) ŒÓÑËÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ F_p, Á ËÁÖÄÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ ⩾ 3 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ?

á12^1_2 ⋄12. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ŒÓÅ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p, É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ Ë Ë ŒÉÄÕ x^2_1 + x^2 + · · · + x^2_{m−1} + ” · x^2_m, ÇÄÅ ” ÒÁŒÅÎ ÌÉÂÏ 1, ÌÉÂÏ ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÎÅ ËŒÁÄÒÁÔÕ.