04.II.2009. œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ. 1-Ê ËÕÒÓ. íÏÄÕÌØ III. ìÉÓÔÏË 11

åŒËÌÉÄÏŒÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ

á11⋄1. îÁÊÄÉÔÅ Œ R^n çíô ÒÁŒÎÏÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÏÔ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË p_0; p_1; : : : ; p_k, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÏÄÎÏÊ (k − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. œÏËÒÕÇ ŒÓÑËÏÇÏ ÌÉ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ (k − 1)- ÍÅÒÎÕÀ ÓÆÅÒÕ É ÅÓÌÉ ÍÏÖÎÏ, ÔÏ ÓËÏÌØËÏ?

á11⋄2 (ËÕÂ). œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ n-ÍÅÒÎÏÍ ËÕÂÅ C_n = {x ∈ R^n | |x_i| ⩽ 1} ÎÁÊÄÉÔÅ:

Á) ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ, ÒčÂÅÒ, 2-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, . . . , (n − 1)-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ Â) ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ 1-ÍÅÒÎÙÈ ÏÓÅÊ É (n − 1)-ÍÅÒÎÙÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ Œ) ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Ç) ÄÌÉÎÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ É ÅÅ ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ n → ∞ Ä) ÒÁÄÉÕÓ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÛÁÒÁ É ÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ n → ∞ Å) ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍÉ É ÒčÂÒÁÍÉ, Á ÔÁËÖÅ ÉÈ ÐÒÅÄÅÌÙ ÐÒÉ n → ∞ Ö) ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍÉ É ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ m-ÍÅÒÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ Ú) Œ ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÄÅÌÑÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ á11⋄3 (ÓÉÍÐÌÅËÓ). œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ n-ÍÅÒÎÏÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÅ ´_n = {x ∈ R^{n+1} | x_i ¿ 0 ; ∑ x_i = 1} ÎÁÊÄÉÔÅ: Á) ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ, ÒčÂÅÒ, 2-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, . . . , (n − 1)-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ Â) ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍÉ m É (n − m − 1)-ÍÅÒÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ. Œ^*) ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÐÁÒÁÍÉ ÇÒÁÎÅÊ Ç^*) ÒÁÄÉÕÓÙ ŒÐÉÓÁÎÎÏÇÏ É ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÛÁÒÏŒ

á11⋄4. îÁÊÄÉÔÅ min 1∫ −1 P^2(x) dx ÐÏ ŒÓÅÍ P ∈ R[x] Ó deg P ⩽ k É ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1.

á11⋄5. îÁÊÄÉÔÅ ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë sin x ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ

[0; ß] ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ (P; Q) = ß∫ 0 P (x)Q(x) dx.

á11⋄6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ tr (AB^t) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, É ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë: Á) ÂÅÓÓÌÅÄÎÙÍ; Â) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ; Œ) ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍ; Ç) ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÍÁÔÒÉÃÁÍ.

íÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; v_2; : : : ; v_n | ÜÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ G_v, ÓÏÓÔÁ- ŒÌÅÎÎÁÑ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÐÁÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ (v_i; v_j ).

á11⋄7. îÁÂÏÒÏŒ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_i, ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ w_j ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (v_1; v_2; : : : ; v_n) = (w_1; w_2; : : : ; w_m) · C_{w;v}, ÇÄÅ C_{w;v} | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ n × m-ÍÁÔÒÉÃÁ. œÙÒÁÚÉÔÅ G_v ÞÅÒÅÚ G_w.

á11⋄8 (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ { âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ { ûŒÁÒÃÁ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det G_v ⩾ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏ- ÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; v_2; : : : ; v_n, É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍ. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ (v_1; v_2)^2 ⩽ (v_1; v_1)(v_2; v_2) É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÒÁŒÎÏ- ÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.

á11⋄9. œÙÒÁÚÉÔÅ ÏÂSSÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ v_i ÞÅÒÅÚ det G_v. á11⋄10. œÙÒÁÚÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ËÏÎÃÁ ŒÅËÔÏÒÁ v ÄÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ e_1; e_2; : : : ; e_k ÞÅÒÅÚ det G_{v;e1;··· ;ek} É det G_{e1;e2··· ;ek} .

á11⋄11. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ˝^n_k = ˝^{n−1}_1 + ˝^{n−1}_2 + · · · + ˝^{n−1}_k ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÕÂÉËÏŒ Œ n-ÍÅÒÎÏÊ ÓÔÕ- ÐÅÎÞÁÔÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÅ ŒÙÓÏÔÙ k, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÊ k ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÍÉ (n − 1)-ÍÅÒÎÙÍÉ ÐÉÒÁÍÉÄÁÍÉ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ŒÙÓÏÔÙ, ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÍÉ Œ ÓÔÏÐËÕ ŒÄÏÌØ n-ÔÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏÓÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 2-

ÍÅÒÎÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ ŒÙÓÏÔÙ k | ÜÔÏ ˝^2_k = ˝^1 + ˝^1_2 + · · · + ˝^1_k = k

k

). œÙÒÁÚÉÔÅ ˝^n_k

ÞÅÒÅÚ n, k É ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÂSSčÍÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ Ë ÏÂSSÅÍÕ ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÕ É ŒÓÅ ÓÏÓÅÄÎÉÅ Ó ÎÅÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ.