6.II.2009. œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ. 1-Ê ËÕÒÓ. íÏÄÕÌØ III. ìÉÓÔÏË 11^1_2 (ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÊ)

åŒËÌÉÄÏŒÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ.

á11^1_2 ⋄1. óÒÁŒÎÉÔÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ {x^˚ } ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R[x] ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ Á) 1∫ −1 P (x)Q(x) dx Â) 1∫ −1 P (x)Q(x) dx √ 1 − x^2 Œ) +∞∫ 0 P (x)Q(x)e^{−x}dx Ç) +∞∫ −∞ P (x)Q(x)e^{−x2} dx ?

Ó ÓÅÍÅÊÓÔŒÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ìÁÇÇÅÒÁ, üÒÍÉÔÁ, ìÅÖÁÎÄÒÁ É þÅÂÙÛÅŒÁ^1:

1) L_n(x) = e^{x dn}(^{e−xxn})_{dxn} 2) E_n(x) = e^{x2 dne−x2}_{dxn} 3) P_n(x) =^{dn(1−x2)n}_{dxn} 4) T_n(x) = cos(n arccos x)

á11^1_2 ⋄2. äÌÑ ÄÁÎÎÙÈ k ÔÏÞÅË p_1; p_2; : : : ; p_k ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ´_{p1;p2;:::;pk}^{def}= det(|p_ip_j |^2) ÏÐÒÅÄÅÌÉ- ÔÅÌØ k×k-ÍÁÔÒÉÃÙ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ, Á ÞÅÒÅÚ `_{p1;p2;:::;pn} | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ (k + 1) × (k + 1), ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÅÍ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÍÁÔÒÉÃÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ É ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÓŒÅÒÈÕ É ÓÌÅŒÁ, Á ÔÁËÖÅ ÎÕÌÑ Œ ÌÅŒÏÍ ŒÅÒÈÎÅÍ ÕÇÌÕ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) `_{p0;p1;:::;pn} = G−−→_{x0x1;}−−→_{x0x2;:::;}−−→_{x0xn} , ÇÄÅ G | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ;

Â) p_0; p_1; : : : ; p_n ∈ R^n ÌÅÖÁÔ Œ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ ⇐⇒ `_{p0;p1;:::;pn} = 0 ; Œ) ËŒÁÄÒÁÔ ÒÁÄÉÕÓÁ ÛÁÒÁ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÏËÒÕÇ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ [p_0; p_1; : : : ; p_n] ÒÁŒÅÎ −^1_2^{�p0;p1;:::;pn}_{�p0;p1;:::;pn} ; Ç) (n + 2) ÔÏÞËÉ p_0; p_1; : : : ; p_{n+1} ∈ R^n ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÉÌÉ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ^2, ËÏÇÄÁ ´_{p0;p1;:::;pn+1} = 0 .

á11^1_2 ⋄3. óŒÑÖÅÍ Ó ËÁÖÄÏÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÕÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ŒÙ- ÐÕËÌÏÊ ÆÉÇÕÒÏÊ K ⊂ R^n, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÕÌÑ, ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ R^n ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ |v|_K^{def}= inf{˘ ⩾ 0 | v ∈ ˘ · K} É ÐÏÌÏÖÉÍ %_K (p; q) = |−→pq|_K . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) %_K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ É ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ^3 ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ R^n; Â) ÐÒÁŒÉÌÏ K ←→ %_K ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÎÙÍÉ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÕÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ŒÙÐÕËÌÙÍÉ ÆÉÇÕÒÁÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÎÕÌØ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ, É ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ ÍÅÔÒÉËÁÍÉ;

Œ) ÍÅÔÒÉËÁ %_K ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ v; w ∈ R^n ŒÅÒÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ^4 |v + w|^2_K + |v − w|^2_K = 2 (|v|^2_K + |w|^2_K) .

Ç) ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÆÉÇÕÒÙ K, ÚÁÄÁÀÝÅÊ ÎÁ R^n ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ ÍÅÔÒÉËÕ, ÎÅ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÎÉËÁËÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ.

á11^1_2 ⋄4^*. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ R^n ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

R^n × R^{n %}� R : %(x; y) = √ (−→xy; −→xy) :

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ^5 , É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ (p; q) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ø = (−→v ; −→w ) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ %^′_{(p;q)}(−→v ; −→w ) = (−→pq ; −→w − −→v ) =%(p; q) = |−→w | cos(’) − |−→v | cos() , ÇÄÅ ’ | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ −→w É −→pq, Á | ÍÅÖÄÕ −→v É −→pq.

1Ô. Å. ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ Œ ÓÐÉÓËÅ (1) { (4), É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÐÏÄ ËÁËÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ 2ÐÒÉ n = 2 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÞÅÔÙÒØÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÉ 4 ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÌÉ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ

3ÍÅÔÒÉËÁ % ÎÁ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ É ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ, ÅÓÌÉ %(A; B) ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÁ −−→ AB É %(˘ −−→ AB) = |˘|%( −−→ AB) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ −−→ AB ∈ R^n É ÌÀÂÏÇÏ ˘ ∈ R 4Ô. Å. ÓÕÍÍÁ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÄÌÉÎ ÞÅÔÙÒčÈ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ 5ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R^{n f}� R^m ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ Œ ÔÏÞËÅ p ∈ R^n, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ø ∈ R^n ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f(p + ø) = f(p) + f^′_p(ø) + o(ø) , ÇÄÅ f^′_p : R^n � R^m ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÔÏÞËÉ p É ÆÕÎËÃÉÉ f (ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Œ ÔÏÞËÅ p), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ o : R^n � R^m ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ |o(ø)|=|ø| → 0 ÐÒÉ |ø| → 0; Œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ø ∈ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ Ë R^n Œ ÔÏÞËÅ p