11.XI.2008. œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ. 1-Ê ËÕÒÓ. 2-Ê ÍÏÄÕÌØ. ìÉÓÔÏË 7

œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

á7⋄1. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ É ÂÁÚÉÓÙ ÓÕÍÍÙ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÁÒÙ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ Q^4:

Á) ÎÁÔÑÎÕÔÙÈ ÎÁ { (1; 1; 1; 1); (1; −1; 1; −1); (1; 3; 1; 3) } É { (1; 2; 0; 2); (1; 2; 1; 2); (3; 1; 3; 1) } Â) ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ { (1; 1; 0; 0) ; (0; 1; 1; 0) ; (0; 0; 1; 1) } É ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ x_1 + x_3 = 2x_2 + x_3 + x_4 = x_1 + 2x_2 + x_3 + 2x_4 = 0 Œ) ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ x_1 +x_2 = x_2 +x_3 = x_3 +x_4 = 0 É x_1 +2x_2 +2x_4 = x_1 +2x_2 +x_3 +2x_4 = 3x_1 + x_2 + 3x_3 + x_4 = 0.

á7⋄2. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ Œ Q^4 ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ (1; 1; 1; 1), (−1; −2; 0; 1), É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ x_3 −x_1 −x_2 −x_4 = 2x_1 +2x_2 +x_4 = 0 ? åÓÌÉ ÄÁ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Q^4 ÎÁ ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ŒÄÏÌØ ŒÔÏÒÏÇÏ.

á7⋄3. ôÅ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓÙ ÐÒÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ Œ Q^n ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x_1 + x_2 + · · · + x_n = 0 É ÓÉÓÔÅÍÏÊ x_1 = x_2 = · · · = x_n.

á7⋄4. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ^1 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ 10 ÏÔ 4 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

á7⋄5. ëÁËÏŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f ∈ R[x] ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ n, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ Á) √ 2 Â) (3 − 2i)∈C?

á7⋄6. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ⊂ Q[t], ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÅÊ 0; 1; : : : ; m, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ m ?

á7⋄7. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ f ∈ Q[x] Ó deg f = 3 É f(i) = i ÄÌÑ i = 1; 2; 3; 4; 5.

á7⋄8 (ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ a ∈ Q É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ m + 1 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ k[x]^{’k}� k, k = 0; 1; : : : ; m, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ f ÚÎÁÞÅÎÉÑ f^{(k)}(a) ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ Œ ÔÏÞËÅ a. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗_m, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ Ë ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÕ V_m ⊂ Q[x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ m, É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ Œ V_m ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ.

á7⋄9. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ f ∈ C[x] Ó deg f = 3 É f(i) = 0, f^′(i) = 1, f^{′′}(i) = 2 É f^{′′′}(i) = 3. á7⋄10 (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ). ðÕÓÔØ M | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ m ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, k | ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ.

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ M � k ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k, ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ É ÕËÁÖÉÔÅ Œ ÎčÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ.

á7⋄11^*. âÕÄÕÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ 1; x; x^2; : : : ; x^p ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Á) ÆÕÎËÃÉÊ Q � Q Â) ÆÕÎËÃÉÊ F_p � F_p.

á7⋄12^* (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÄÁÎÎÏÇÏ m-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÏÂÒÁÚÕÅÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ X + Y^{def}= (X ∪ Y ) \ (X ∩ Y ) , 1 · X^{def}= X , É 0 · X^{def}= ∅ , ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ Œ ÎčÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ.

á7⋄13^* (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÞÉÓÅÌ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ R ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ Q.

Á) ëÏÎÅÞÎÁ ÌÉ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ? Â) úÁŒÉÓÉÍÙ ÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏ √ 2, √ 3 É √ 7 ? á7⋄14. œ n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÁÊÄÉÔÅ ËÏ- ÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ: Á) ŒÅËÔÏÒÏŒ Â^*) ÂÁÚÉÓÏŒ Œ^*) k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

á7⋄15. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. á7⋄16. íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÏÌÅ ÉÚ 4 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÙÔØ ÐÏÄÐÏÌÅÍ ÐÏÌÑ ÉÚ Á) 8 Â) 27 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ? á7⋄17^*. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G_{(k;n)}(q) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ q, ÄÁÀÝÕÀ ÏÔŒÅÔ Ë ÚÁÄ. á7⋄14Œ).

îÁÊÄÉÔÅ lim_{q→1} G_{(k;n)}(q) É ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ G_{(k;n)}(q) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.

1ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x_1; x_2; : : : ; x_n) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ f ( x_{œ(1)}; x_{œ(2)}; : : : ; x_{œ(n)} ) = f(x_1; x_2; : : : ; x_n) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ œ ∈ S_n; ÎÁÐÒÉÍÅÒ x^2y + xy^2 | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x; y, Á x^3 + xy^2 | ÎÅÔ