2.X.2008. œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ. 1-Ê ËÕÒÓ. 1-Ê ÍÏÄÕÌØ. ìÉÓÔÏË 5

ëÏÌØÃÁ É ÐÏÌÑ ŒÙÞÅÔÏŒ.

á5⋄1. óÏÓÔÁŒØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÏÌÅÃ Á) Z=(4) Â) Z=(5) Œ) Z=(6) Ç) Z=(7) Ä) Z=(8) Å) Z=(9) Ö) Z=(10) Ú) Z=(11) É) Z=(13).

œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÏÌÅÃ ÎÁÊÄÉÔÅ: ŒÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ŒÓÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ, ŒÓÅ ÎÉÌØÐÏ- ÔÅÎÔÙ, ŒÓÅ ËŒÁÄÒÁÔÙ É ŒÓÅ ËÕÂÙ. äÌÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÁÂÌÉÃÕ ÏÂÒÁÔÎÙÈ.

á5⋄2. òÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÌÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÞÉÓÌÁ a ∈ Z=(n):

Á) a ÏÂÒÁÔÉÍ; Â) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ a: Z=nZ^{x→ax}−−−−→ Z=nZ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ; Œ) ax = 0 ⇒ x = 0 ; Ç) ax = ay ⇒ x = y ; Ä) ∀y ∃x : ax = y ; Å) ÎÏÄ(a; n) = 1 .

á5⋄3. äÅÌÉÔÓÑ ÌÉ Á) 2222^{5555} + 5555^{2222} ÎÁ 7? Â) 2^{70} + 3^{70} ÎÁ 13? á5⋄4. îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 2007^{20082009} ÎÁ 11.

á5⋄5. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ: Á) a^2 + b^2 . 7 ⇒ a . 7 É b . 7? Â^*) a^3 + b^3 + c^3 . 7 ⇒ abc . 7?

Œ^*) a^2 + b^2 + c^2 + d^2 + e^2 . 9 ⇒ abcde . 9?

á5⋄6. éÍÅÅÔ ÌÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 + y^2 + z^2 = 2 xyz ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ Œ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ? á5⋄7 (ÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÅ ÐÒÉÚÎÁËÉ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ). œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÓÔÁÔËÉ ŒÓÅÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÄÅÓÑÔËÉ ÏÔ ÄÅ- ÌÅÎÉÑ ÎÁ 2, 5, 4, 3, 9, 11, 7, 13 É ÓËÁÖÉÔÅ, ËÁË, ÐÒÏÄÅÌÁŒ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÁÎÉÐÕÌÑÃÉÉ ÎÁÄ ÃÉÆÒÁÍÉ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÕÚÎÁÔØ ÅÇÏ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 2, 5, 4, 3, 9, 11, 7, 13.

á5⋄8 (ÆÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ’(n) ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ Z=nZ.

Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ’(n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ^1 Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ n = p^{k1}_1 · · · p^{kn}_n (ÇÄÅ ŒÓÅ p_i ÐÒÏÓÔÙ É ÒÁÚÌÉÞÎÙ)

’(m) = ’ ( p^{k1}_1 ) ’ ( p^{k2}_2 ) · · · ’ ( p^{kn}_n ) = m · ( 1 − 1 p_1 ) · · · ( 1 − 1 p_n ) : Œ) îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ m ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ’(m) = 10.

Ç) (ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ) œÙÞÉÓÌÉÔÅ a^{’(m)} ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ a ∈ Z=nZ. á5⋄9 (ÐÏÌÅ F_p). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F_p ËÏÌØÃÏ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(p) ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ p ∈ N.

Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F_p | ÐÏÌÅ. Â) òÅÛÉÔÅ Œ F_p ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 = 1.

Œ) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ F_p.

Ç) (ÔÅÏÒÅÍÁ œÉÌØÓÏÎÁ) òÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÌÉ ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ p ⩾ 2 ÔÏÍÕ, ÞÔÏ (p−1)!+1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p?

Ä) ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ F_p ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ? Å) (ÍÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ) ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ x^p − x, x^{p−1} É x^{p−12} ÎÁ F_p É ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÁÈ ÉÚ F_p?

Ö) CËÏÌØËÏ Œ F_p ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ?

Ú) œÓÅÇÄÁ ÌÉ Œ F_p ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 + y^2 = −1?

É^*) (ÌÅÍÍÁ çÁÕÓÓÁ) œÙÐÉÛÅÍ F_p Œ ŒÉÄÅ: −(p − 1)=2 ; : : : ; −1 ; 0 ; 1 ; : : : ; (p − 1)=2 . äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ a ∈ F_p ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ĂÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈĄ ÞÉÓÅÌ ÜÔÏÊ ÚÁÐÉÓÉ, ÓÔÁÎÏŒÑÝÉÈÓÑ ĂÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉĄ ÏÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ a, ÞčÔÎÏ.

á5⋄10^*. ðÒÉ ËÁËÉÈ p Œ F_p ÒÁÚÒÅÛÉÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ^2 Á) x^2 = −1 Â) x^2 = 2 á5⋄11^*. ðÒÉ ËÁËÉÈ p ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Z[ √ −1] � F_p? œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÔÁËÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÀÒØÅËÔÉŒÅÎ É ËÁËÏŒÏ ÅÇÏ ÑÄÒÏ?

1ÆÕÎËÃÉÑ Z^f� C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ, ÅÓÌÉ f(mn) = f(m)f(n) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ m É n 2

ÏÔŒÅÔÙ: Œ (Á) | p = 2 É p ≡ 1 (mod 4) ; Œ (Â) |ËÏÇÄÁ (p^2 − 1)=8 ÞčÔÎÏ