6.IX.2008. œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ. 1-Ê ËÕÒÓ. 1-Ê ÍÏÄÕÌØ. ìÉÓÔÏË 5^1_2 (ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÊ)

äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÏ ŒÙÞÅÔÙ.

á5^1_2 ⋄1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ n ∈ N ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ Z[i] ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÎÅŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ z ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ (Œ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÞÔÏ É z) É ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ z.

á5^1_2 ⋄2. ëÁË ÓÏÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p∈N:

Á) p ÐÅÒÅÓÔÁčÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÓÔÙÍ Œ Z[i] ; Â) −1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ Œ Z=pZ ; Œ) p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; Ç) p ≢ −1(mod 4).

á5^1_2 ⋄3 (ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n ∈ N ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÉ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ, ÎÉ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ (Œ Z) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÞčÔÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÓÒÁŒÎÉÍÏÇÏ Ó 3 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 4.

á5^1_2 ⋄4 (cÉÍŒÏÌ ìÅÖÁÎÄÒÁ { ñËÏÂÉ). äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p ∈ N É ÌÀÂÏÇÏ n∈Z ÐÏÌÏÖÉÍ ( n p )_{def} = 0 , ÅÓÌÉ n ≡ 0(mod p) , 1 , ÅÓÌÉ n(mod p) ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔ Œ F_p , −1 , ÅÓÌÉ n(mod p) ÎÅ ËŒÁÄÒÁÔ Œ F_p .

Á) ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ( n p ) ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ p ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÞÉÓÌÁ n?

Â) îÁÊÄÉÔÅ ( −1 p ) É ( 2 p ) . Œ) œÙÞÉÓÌÉÔÅ^{p−1} ∑ n=1 ( n p ) . Ç) óÒÁŒÎÉÔÅ ( m p ) É ÚÎÁË p−1 2∏ j=1 sin(^{2ßm}_p ·j) sin(^{2ß}_p ·j) .

Ä) óÒÁŒÎÉÔÅ ( m p ) É ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÞÉÓÅÌ ÐÏÌÑ F_p, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÉÈ ÎÁ m.

á5^1_2 ⋄5 (ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÚÁËÏÎ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔÉ). òÁÚÌÏÖÉŒ ŒÓÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÉÎÕÓÏŒ ÉÚ ÚÁÄ. á6^2_3 ⋄4 Ç) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÉÚ ÚÁÄ. á4 ⋄ 4 , ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ( p q ) · ( q p ) = (−1)^{p−12 q−12} ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ p; q ∈ N :

á5^1_2 ⋄6. îÁÊÄÉÔÅ ( 43 109 ) . ðÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ Œ ËÏÌØÃÅ ŒÙÞÅÔÏŒ. ðÕÓÔØ a | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ Z=(n). îÁÚÏŒčÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ ŒÙÞÅÔÁ a ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ k ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a^k = 1. üÌÅÍÅÎÔ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏ- ÏÂÒÁÚÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n , ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÐÒÏÞÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ŒÙÞÅÔÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ.

á5^1_2 ⋄7. ðÕÓÔØ ÐÏÒÑÄËÉ k_1; k_2; : : : ; k_n ŒÙÞÅÔÏŒ a_1; a_2; : : : ; a_n ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. þÅÍÕ ÒÁŒÅÎ ÐÏÒÑÄÏË ŒÙÞÅÔÁ a = a_1a_2 · · · a_n ?

á5^1_2 ⋄8. ðÕÓÔØ ŒÙÞÅÔÙ ÐÏÒÑÄËÏŒ k É ‘ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ŒÙÞÅÔ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÏË(k; ‘) ? á5^1_2 ⋄9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ŒÙÞÅÔÁ ÐÏÒÑÄËÁ ’(n). ðÏ ÌÀÂÏÍÕ ÌÉ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ?

á5^1_2 ⋄10^*. ðÕÓÔØ % | ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ p ¿ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ # ∈ N, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ (% + p#)^{p−1} ≡ 1(mod p) , ÎÏ (% + p#)^{p−1} ≢ 1(mod p^2) . ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ËÌÁÓÓ % + p# ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ (mod p^k) ÄÌÑ ŒÓÅÈ k ∈N?

á5^1_2 ⋄11^*. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ (mod 2 p^k) ∀ k ∈N É ÐÒÏÓÔÏÇÏ p. á5^1_2 ⋄12. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 21?