á. ì. çÏÒÏÄÅÎÃÅŒ^1

ëÕÒÓ ÁÌÇÅÂÒÙ ÄÌÑ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ çõ { œûü

ðÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ íÏÄÕÌØ I

üÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÅ ÚÁÐÉÓËÉ ÌÅËÃÉÊ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ ÄÌÑ ÐÅÒŒÏ- ÇÏ ËÕÒÓÁ, ÞÉÔÁÎÎÙÈ ÏÓÅÎØÀ 2008 ÇÏÄÁ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÕÞÅÂÎÏÍ ÍÏÄÕÌÅ ÎÁ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ çõ { œûü. üÔÏ ÉÎÔÅÎÓÉŒÎÙÊ ËÕÒÓ, ÒÁÓÓÞÉ- ÔÁÎÎÙÊ ÎÁ ÄŒÅ ÐÁÒÙ ÌÅËÃÉÊ É ÄŒÅ ÐÁÒÙ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ Œ ÎÅÄÅÌÀ. ïÎ ÐÏÓŒÑÝčÎ ÚÎÁËÏÍÓÔŒÕ Ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÇÒÕÐÐ, Á ÔÁËÖÅ Ó ÐÏÌÑ- ÍÉ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍÉ ËÏÌØÃÁÍÉ É ÉÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ. âÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÔÅËÓÔÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ É ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.

íÏÓËŒÁ, ÎÏÑÂÒØ 2008

1æÁËÕÌØÔÅÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ çõ { œûü & çÒÕÐÐÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ éôüæ mailto: gorod@itep.ru http://wwwth.itep.ru/~gorod

óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ

óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 §1 íÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 §2 çÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 §3 ïÒÂÉÔÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 §4 áÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 §5 óÔÒÏÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕÐÐÙ É ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ . . . . . . . 29 §6 ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ É ÐÏÌÑ. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 §7 ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ É ŒÙÞÅÔÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 §8 òÑÄÙ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 §9 íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 §10 æÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÁ É ÉÄÅÁÌÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

§1. íÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

1.1. óÉÍŒÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ. œ ÜÔÉÈ ÚÁÐÉÓËÁÈ ÍÙ ÉÎÏÇÄÁ ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÓÌÏŒÅÓ- ÎÙÅ ÏÂÏÒÏÔÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓÉÍŒÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑÍÉ:

N, Z, Q, R É C | ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ , ÃÅÌÙÈ , ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ , ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ É ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

⇒ É ⇐⇒ | ĂŒÌÅÞčÔĄ É ĂÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏĄ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, k ∈ Z ⇒ k(k + 1)=2 ∈ Z; ÉÌÉ: x | ÞčÔÎÏ ⇐⇒ x = 2k, ÇÄÅ k ∈ Z.

∀ | ĂÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏĄ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ: ∀ k ∈Z k(k + 1)=2 ∈ Z .

∃ | ĂÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔĄ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ: x ∈ Z ÞčÔÎÏ ⇐⇒ ∃ k ∈ Z , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ x = 2k .

: | ĂÔÁËÏÊ ÞÔÏĄ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ: x ∈ Z ÞčÔÎÏ ⇐⇒ ∃ k ∈ Z : x = 2k .

{x ∈ X | : : : } ÉÌÉ {x ∈ X : : : : } | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ x ∈ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÏ Ă . . . Ą; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÁ {x ∈ Z | ∃ k ∈ Z : 2k = x} ÚÁÄÁčÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÞčÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ .

{ : : : } | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÞÅÇÏ-ÔÏ, ÞÔÏ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅËÓÔÏÍ Ă . . . Ą; ÎÁÐÒÉÍÅÒ: {ÞčÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ} .

1.2. íÎÏÖÅÓÔŒÁ. œ ËÕÒÓÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ^1, ÐÏ- ÌÁÇÁÑÓØ ÎÁ ÐÏÞÅÒÐÎÕÔÙÅ ÉÚ ÛËÏÌÙ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Ï ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËÁË ĂÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ^2Ą. íÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÏÞËÁÍÉ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÄÁÎÏ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÐÒÏ ÌÀÂÏÊ ÏÂSSÅËÔ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÎ ÔÏÞËÏÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÌÉ ÎÅÔ. ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ X ÚÁÐÉ- ÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË x ∈ X. œÓÅ ÔÏÞËÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÁÚÌÉÞÎÙ. äŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁŒÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÕÓÔÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∅. íÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Y (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: X ⊂ Y ), ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ X ÌÅÖÉÔ ÔÁËÖÅ É Œ Y . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ (ŒËÌÀÞÁÑ ÐÕÓÔÏÅ É ŒÓč ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ) ÉÍÅÅÔÓÑ Õ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ?

äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X É Y ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ∪ Y , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁ- ÝÉÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ; ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ∩ Y , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ; ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ X ∖ Y , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ Y , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ X ∩ Y = X ∖ (X ∖ Y ) . íÏÖÎÏ ÌÉ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÞÅÒÅÚ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ É ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ?

åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Y É Z, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ Y ∩ Z = ∅, ÔÏ ÜÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË X = Y ⊔ Z É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÙÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ X × Y , ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÁÒÙ (x; y) Ó x ∈ X, y ∈ Y , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÍ (ÉÌÉ ÐÒÑÍÙÍ) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X É Y .

1ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ ŒÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔÅÓØ Ó ÎÉÍÉ Œ ËÕÒÓÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ 2ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ËÁË É Œ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÉ, ÎÁÄÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ ŒÙ- ÒÁÚÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÒÅÄÓÔŒ (ĂÑÚÙËĄ) É ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÍÉ ĂÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÑÍÉĄ É ĂÏÂSSÅËÔÁÍÉĄ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÜÔÏÇÏ ÑÚÙËÁ; ÏÄÎÁËÏ ÐÒÅÖÄÅ, ÞÅÍ ÐÒÉÄÕÍÙŒÁÔØ ÎÏŒÙÊ ÑÚÙË ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÒÁÚÕÍÎÏ ÓÐÒÏÓÉÔØ ÓÅÂÑ, ÞÅÇÏ ÍÙ ÏÔ ÎÅÇÏ ÈÏÔÉÍ; ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÊ Ë ÑÚÙËÕ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÙ ÂÕÄÅÔÅ ÉÚÕÞÁÔØ Œ ËÕÒÓÅ ÌÏÇÉËÉ, ËÁË ÒÁÚ É ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ÎčÍ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ŒÓč, ÞÅÍÕ ŒÁÓ ÏÂÕÞÁÔ Œ ËÕÒÓÁÈ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÁÎÁÌÉÚÁ

1.3. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^f� Y ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y | ÜÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ f(x) ∈ Y , ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ÐÏ x. üÔÁ ÔÏÞËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÏÞËÉ x ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË x, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÅÎ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ y ∈ Y ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

f^{−1}(y)^{def}= {x ∈ X | f(x) = y}

É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏÍ^1 ÔÏÞËÉ y. ðÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÁË ÐÕÓÔÙÍ, ÔÁË É ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÍÎÏÇÉÈ ÔÏÞÅË. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ y ∈ Y , ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅÐÕÓÔÏÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

im (f)^{def}= {y ∈ Y | f^{−1}(y) ≠ ∅} = {y ∈ Y | ∃ x ∈ X : f(x) = y}

É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X^f� Y .

äŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X^f� Y É X^g� Y ÒÁŒÎÙ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ: f(x) = g(x) ∀ x∈X . íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Hom(X; Y ). ðÒÉ X = Y ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X � X ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X É ÐÉÛÕÔ End(X) ŒÍÅÓÔÏ Hom(X; X). õ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÜÎÄÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ X^{IdX}� X, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ÓÁÍÏÇÏ ÓÅÂÑ: ∀ x∈X Id_X (x) = x .

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^f� Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ (Á ÔÁËÖÅ ÓÀÒØÅËÔÃÉÅÊ ÉÌÉ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ), ÅÓÌÉ im (f) = Y , Ô. Å. ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÎÅ ÐÕÓÔ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅ- ÎÉÅÍ (Á ÔÁËÖÅ ÉÎSSÅËÃÉÅÊ, ÉÌÉ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ), ÅÓÌÉ x_1 ≠ x_2 ⇒ f(x_1) ≠ f(x_2), Ô. Å. ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ. ðÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ (ÓÏÏÔŒ. ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ), ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÅÇÏ ÓÔÒÅÌËÏÊ X^⊂ � Y (ÓÏÏÔŒ. X � Y ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ŒÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Á) {0; 1; 2} � {0; 1}; Â) {0; 1} � {0; 1; 2} . óËÏÌØ- ËÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÈ É ÓËÏÌØËÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ?

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^f� Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ (Á ÔÁËÖÅ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÉÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ y ∈ Y ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ x ∈ X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(x) = y. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÂÉÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÎÁ- ÌÏÖÅÎÉÅÍ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÂÉÅËÃÉÉ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ X^∼� Y . éÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ X^∼� X ÉÎÁÞÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÉÌÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÍÉ. œ ĂÖÉÔÅÊÓËÏÍĄ ÐÏÎÉÍÁÎÉÉ, ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÜÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅ- ÒÅÚ Aut (X).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. ëÁËÉÅ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ: Z^{x→x2}� Z ; N^{x→x2}� N ; Z^{x→7x;}� Z ; R^{x→7x;}� R ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ Á) ÂÉÅËÃÉÑÍÉ, Â) ÉÎSSÅËÃÉÑÍÉ, Œ) ÓÀÒØÅËÃÉÑÍÉ?

1.3.1. ðÒÉÍÅÒ: ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÓÌÏŒÁ. ðÕÓÔØ X = {x_1; x_2; : : : ; x_n}, Y = {y_1; y_2; : : : ; y_m}. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ X^f� Y ŒÙÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ÒÑÄ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ÎÁÂÏÒ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ:

w(f)^{def}= (f(x_1); f(x_2); : : : ; f(x_n)) (1-1)

É ÂÕÄÅÍ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÅÇÏ ËÁË n-ÂÕËŒÅÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÅ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ m-ÂÕËŒÅÎÎÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ

y_1 y_2 : : : y_m :

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ {1; 2}^f� {1; 2; 3} É {1; 2; 3}^g� {1; 2; 3}

1Á ÔÁËÖÅ ÓÌÏÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ y

ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÓÌÏŒÁ w(f) = (3; 2) É w(g) = (1; 2; 2), ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ÂÕËŒ ÔÒčÈÂÕËŒÅÎÎÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ {1; 2; 3}. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

w : Hom(X; Y )^∼� {n-ÂÕËŒÅÎÎÙÅ ÓÌÏŒÁ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ y_1 y_2 : : : y_m} (1-2)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ.

1.3.2. ðòåäìïöåîéå. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y | ÉÚ m, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Hom(X; Y ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ m^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W_m(n) ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ n-ÂÕËŒÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÁÌÆÁŒÉÔÁ ÉÚ m ÂÕËŒ. œÙÐÉÛÅÍ ŒÓÅ ÜÔÉ ÓÌÏŒÁ ÎÁ m ÓÔÒÁÎÉÃÁÈ, ÐÏÍÅÓÔÉŒ ÎÁ i-ÔÕÀ ÓÔÒÁÎÉÃÕ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ i-ÔÕÀ ÂÕËŒÕ ÁÌÆÁŒÉÔÁ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÁÎÉÃÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÐÏ W_m(n − 1) ÓÌÏŒ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ W_m(n) = m · W_m(n − 1) = m · m · W (n − 2) = · · · = m^{n−1} · W (1) = m^n. □

1.3.3. ðòåäìïöåîéå. õ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ n! ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X = {x_1; x_2; : : : ; x_n}. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ Œ n^∘ 1.3.1 ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (1-2) ÍÅÖÄÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑÍÉ É ÓÌÏŒÁÍÉ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÂÉÅËÃÉÑÍÉ X^f� X É n- ÂÕËŒÅÎÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ (Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ x_1; x_2; : : : ; x_n), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ËÁÖÄÕÀ ÂÕËŒÕ x_i ÒÏŒÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ ÞÅÒÅÚ V (n) É ŒÙÐÉÛÅÍ ÉÈ ÐÏ ÁÌÆÁŒÉÔÕ ÎÁ n ÓÔÒÁÎÉÃÁÈ, ÐÏÍÅÓÔÉŒ ÎÁ i-ÔÕÀ ÓÔÒÁÎÉÃÕ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ x_i. îÁ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÁÎÉÃÅ ÂÕÄÅÔ ÒÏŒÎÏ V (n − 1) ÓÌÏŒ, ÏÔËÕÄÁ V (n) = n · V (n − 1) = n · (n − 1) · V (n − 2) = · · · = n · (n − 1) · (n − 2) · · · · · 2 · 1 = n! . □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5 (ĂÐÒÉÎÃÉÐ äÉÒÉÈÌÅĄ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ: Á) X ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ; Â) ∃ ŒÌÏÖÅÎÉÅ X^⊂ � X, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ;

Œ) ∃ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅ X � X, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.6. óÞčÔÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Aut (N)?

1.4. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. óÏ ŒÓÑËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ X^f� Y ÓŒÑÚÁÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ X Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ | ÐÏÌÎÙÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏ- ÞÅË y ∈ Y . ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁÄÁÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^f� Y | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ X Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ÜÔÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏÞËÁÍÉ y ∈ im (f) : X = ⨆ y∈im (f)

f^{−1}(y) : (1-3)

ôÁËÏÊ ŒÚÇÌÑÄ ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÏ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÚÎÙÍ.

1.4.1. ðÒÉÍÅÒ: ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ (n^∘ 1.3.2){(n^∘ 1.3.3). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Map_{m;n} ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Œ m-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y , ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ X É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

ev_x : Map_{m;n}^{f →f (x)} � Y_m ; (1-4)

ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ X^f� Y ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ x. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ. ðÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ (n−1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ∖{x} , ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ŒÙËÉÄÙŒÁÎÉÅÍ ÉÚ X ÔÏÞËÉ x , Œ Y :

ev^{−1}_x (y) = {X_n^f� Y | f(x) = y} ≃ Hom (X ∖ {x} ; Y ) ≃ Map_{m;(n−1)} :

òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (1-3) ÏÚÎÁÞÁÅÔ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Map_{m;n} ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ m ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Map_{m;(n−1)}. ðÏÜÔÏÍÕ^1

|Map_{m;n}| = m · |Map_{m;(n−1)}| = m · m · |Map_{m;(n−2)}| = · · · = m^{n−1} · |Map_{m;1}| = m^n :

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S_n ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X, ÚÁ- ÆÉËÓÉÒÕÅÍ x ∈ X É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

ev_x : S_n^{f →f (x)} � X_n :

1ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ |M| ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M

6 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

ðÏŒÔÏÒÑÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ S_n ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÓÌÏčŒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ev_x, ÐÒÉÞčÍ ÓÌÏÊ ev^{−1}_x (x^′) ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ x^′ ∈ X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÂÉÅË- ÃÉÊ X^∼� X, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ x Œ x^′, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÂÉÅËÃÉÊ ÍÅÖÄÕ (n − 1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ X ∖ {x} É (n − 1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ X^′ = X ∖ {x^′}. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏÑÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ É ÒÁŒÎÏ |S_{n−1}|. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, |S_n| = n · |S_{n−1}| = n · (n − 1) · |S_{n−2}| = · · · = n · (n − 1) · (n − 2) · · · · · 2 · 1 = n! .

œÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÐÒÏŒÅÄčÎÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁÍÉ ÉÚ (n^∘ 1.3.2{ n^∘ 1.3.3), ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ĂÓÌÏŒÁÒÉËĄ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÉÊ ÐÅÒÅÇÏŒÁÒÉŒÁÔØ ÏÄÎÉ Œ ÄÒÕÇÉÅ. ôÁË ÆÒÁÚÁ ĂÚÁÆÉË- ÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ XĄ ÉÚ ÎÙÎÅÛÎÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÁ ÑÚÙËÅ (n^∘ 1.3.2{n^∘ 1.3.3) ÚŒÕÞÁÌÁ ÂÙ ËÁË ĂÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ ÓÌÏŒÅ w(f) ËÁËÏÀ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÚÉÃÉÀ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÂÕÄÅÍ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÓÁÍÕÀ ÌÅŒÕÀ ÂÕËŒÕ ÓÌÏŒÁĄ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ĂÓÁÍÕÀ ÌÅŒÕÀĄ Œ ÎÙÎÅÛÎÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ x ∈ X ÆÉËÓÉÒÕÅÔÓÑ x = x_1, Á ĂÓÍÏÔÒÅÔØ, ÞÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ÓÁÍÁÑ ÌÅŒÁÑ ÂÕËŒÁ Œ ÓÌÏŒÅ f(w)Ą | ÜÔÏ ĂÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë f ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ev_{x1} Ą. þÉÔÁÔÅÌÀ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ÄÅÔÁÌØÎÏ ÐÒÏÓÌÅÄÉÔØ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÄÏ ËÏÎÃÁ.

1.4.2. ðÒÉÍÅÒ: ÍÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ. ðÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÓËÏÂÏË É ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÉ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁ- ÇÁÅÍÙÈ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ (a_1 + a_2 + · · · + a_k)^n ÂÕÄÕÔ ÐÏÌÕÞÁÔØÓÑ ŒÚÑÔÙÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ a^{m1}_1 a^{m2}_2 · · · a^{mk}_k , ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÌÀÂÙÅ ÃÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 ⩽ m_i ⩽ n ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ m_1 + m_2 + · · · + m_k = n , Ô. Å.

(a_1 + a_2 + · · · + a_k)^n = ∑ m_1+m_2+ ··· +m_k =n ( n m_1 : : : m_k ) · a^{m1}_1 a^{m2}_2 · · · a^{mk}_k ; (1-5)

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ

(_n

m_1:::m_k ) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ÐÒÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÅ^1. õÍÎÏÖÅÎÉÅ n ÓËÏÂÏË (a_1 + a_2 + · · · + a_k) ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ŒÙÂÏÒÅ ŒÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓËÏÂÏË ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÕËŒÙ, ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÂÕËŒ (ŒÉÚÕÁÌØÎÏ ÜÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ŒÙÐÉÓÙŒÁÎÉÉ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ÂÕËŒ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ÄÒÕÇ ÚÁ ÄÒÕÇÏÍ Œ ÏÄÎÏ n-ÂÕËŒÅÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ) É ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÉ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ. ðÏÄÏÂÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ŒÎÏÓÑÝÉÅ ŒËÌÁÄ Œ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ a^{m1}_1 a^{m2}_2 · · · a^{mk}_k | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÉÚ m_1 ÂÕËŒ a_1, m_2 ÂÕËŒ a_2, . . . , m_k ÂÕËŒ a_k. þÔÏÂÙ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ, ÓÄÅÌÁÅÍ m_1 ÂÕËŒ a_1 ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÍÉ, ÓÎÁÂÄÉŒ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÎÉÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ŒÅÒÈÎÉÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÓÔÕÐÉÍ Ó m_2 ÂÕËŒÁÍÉ a_2, m_3 ÂÕËŒÁÍÉ a_3 É Ô. Ä. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÉÚ n = m_1 + m_2 + · · · + m_k ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÕËŒ:

a^{(1)}_1 ; a^{(2)}_1 ; : : : ; a^{(m1)}_1

m_1 ÍÅÞÅÎÙÈ ÂÕËŒ a_1

; a^{(1)}_2 ; a^{(2)}_2 ; : : : ; a^{(m2)}_2

m_2 ÍÅÞÅÎÙÈ ÂÕËŒ a_2

; : : : : : : : : : ; a^{(1)}_k ; a^{(2)}_k ; : : : ; a^{(mk )}_k

m_k ÍÅÞÅÎÙÈ ÂÕËŒ a_k

: (1-6)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ n-ÂÕËŒÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÜÔÉÍÉ n ÂÕËŒÁÍÉ, ÉÓÐÏÌØ- ÚÕÑ ËÁÖÄÕÀ ÂÕËŒÕ ÒÏŒÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ŒÓÅÇÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ ÂÕÄÅÔ n! . ôÅÐÅÒØ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Y ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÅ ÎÁÓ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ÉÚ m_1 ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÂÕËŒ a_1, m_2 ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÂÕËŒ a_2, . . . , m_k ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÂÕËŒ a_k, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^f� Y , ËÏÔÏÒÏÅ ÓÔÉÒÁÅÔ ŒÅÒÈÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ Õ ÐÏÍÅÞÅÎ- ÎÙÈ ÂÕËŒ. ïÎÏ ÜÐÉÍÏÒÆÎÏ, É ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏŒÁ y ∈ Y ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ m_1! · m_2! · · · · · m_k! ÓÌÏŒ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ m_1 ŒÅÒÈÎÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ Õ ÂÕËŒ a^{(j)}_1 , m_2 ŒÅÒÈÎÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ Õ ÂÕËŒ a^{(j)}_2 , . . . , m_k ŒÅÒÈÎÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ Õ ÂÕËŒ a^{(j)}_k Œ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏÍ ÓÌÏŒÅ x ∈ X, ÐÅÒÅÈÏÄÑÝÅÍ Œ y. éÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (1-3) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ( n m_1 : : : m_k ) = n! m_1! · m_2! · · · · · m_k!

; (1-7)

É ÆÏÒÍÕÌÁ (1-5) ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ŒÉÄ

(a_1 + a_2 + · · · + a_k)^n = ∑ m_1+m_2+ ··· +m_k =n

n! · a^{m1}_1 a^{m2}_2 · · · a^{mk}_k m_1! · m_2! · · · · · m_k!

: (1-8)

ðÒÉ k = 2 ÏÎÁ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÉÚŒÅÓÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÂÉÎÏÍÁ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ^2:

(a + b)^n = n∑ k=0 n! · a^kb^{n−k} k!(n − k)!

: (1-9)

1ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 2ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ Œ ÐÏÌÎÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ (n^∘ 8.6), ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. éÚ ÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÓÕÍÍÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (1-8) ? 1.4.3. òÁÚÂÉÅÎÉÑ É ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ. áÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ X Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÂSSÑŒÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÏÄÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ĂÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉĄ. æÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÒÏ- ÃÅÄÕÒÙ ÔÁËÏŒÏ. îÁÚÏŒčÍ ÂÉÎÁÒÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R ⊂ X × X Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ X × X = {(x_1; x_2) | x_1; x_2 ∈ X} :

ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ (x_1; x_2) ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ R ÏÂÙÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ËÁË x_1 ∼_R x_2.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ X = Z ÞÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÂÉÎÁÒÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ∼_R := Ă⩽Ą (x_1 ⩽ x_2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x_1 ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ x_2) (1-10)

∼_R := Ă . Ą (x_1 . x_2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x_1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x_2) (1-11) ∼_R := Ă=Ą (x_1 = x_2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x_1 ÒÁŒÅÎ x_2) (1-12)

∼_R := Ă≡ (mod n)Ą (x_1 ≡ x_2 (mod n) ÏÚÎÁÞÁÅÔ^1, ÞÔÏ (x_1 − x_2) . n) (1-13)

âÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∼_R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÒÅÍÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

∀ x∈X x ∼_R x ; (ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔØ) (1-14) ∀ x_1; x_2; x_3 ∈ X (x_1 ∼_R x_2 & x_2 ∼_R x_3) ⇒ x_1 ∼_R x_3 ; (ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ) (1-15) ∀ x_1; x_2 ∈ X x_1 ∼_R x_2 ⇐⇒ x_2 ∼_R x_1 : (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ) (1-16)

ôÁË, ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (1-12) É (1-13) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÑÍÉ, Á (1-10) É (1-11) | ÎÅÔ (ÏÎÉ ÎÅÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÎÙ).

åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÒÁÚÂÉÔÏ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ x_1 ∼ x_2, ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ x_1 É x_2 ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÏÞÅŒÉÄ- ÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÚÁÄÁÎÏ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R, ÎÁÚÏŒčÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ X ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

[x]_R^{def}= {z ∈ X | x ∼_R z} = {z ∈ X | z ∼_R È}

(ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ R). åÓÌÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÁËÉÈ-ÎÉ- ÂÕÄØ ÄŒÕÈ ËÌÁÓÓÏŒ [x]_R É [y]_R ÎÅ ÐÕÓÔÏ, ÔÏ x ∼_R z ∼_R y ÄÌÑ z ∈ [x]_R ∩ [y]_R, ÏÔËÕÄÁ x ∼_R y É [x]_R = [y]_R Œ ÓÉÌÕ (1-15, 1-16). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ËÌÁÓÓÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÉÌÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, Á ÚÎÁÞÉÔ, X ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ. éÔÁË, ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ X Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÉÀ ÎÁ X ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

1.4.4. ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ: ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. âÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∼_R ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ É ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ, ÎÏ (Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ) ÎÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, Á ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, Ô. Å.

∀ x_1; x_2 ∈ X (x_1 ∼_R x_2 & x_2 ∼_R x_1) ⇒ x_1 = x_2 (ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ) (1-17)

éÚ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (1-10){(1-11) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÞÁÓÔÉÞÎÙÍÉ ÐÏÒÑÄËÁÍÉ ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÐÅÒŒÙÅ ÔÒÉ, Á ÞÅÔŒčÒÔÏÅ | ÎÅÔ^2.

1ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ x1 ≡ x2 (mod n) ÞÉÔÁÅÔÓÑ Ăx1 ÓÒÁÎÉÍÏ Ó x2 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ nĄ 2ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ −12 É 6 ÎÅ ÒÁŒÎÙ, ÎÏ −12 ≡ 6 (mod 9) É 6 ≡ −12 (mod 9)

8 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.8. âÕÄÕÔ ÌÉ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍÉ ÐÏÒÑÄËÁÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÍÉÎÕÔÎÙÈ ÄÅ- ÌÅÎÉÊ ÃÉÆÅÒÂÌÁÔÁ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÈ ÞÁÓÏŒ:

Á) x ≼ y, ÅÓÌÉ ÉÓÞÉÓÌÑÅÍÙÊ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÕÇÏÌ ÏÔ x Ë y ÍÅÎØÛÅ 30^∘ Â) x ≼ y, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅ ÐÏÌÕÄÎÑ ÍÉÎÕÔÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÕËÁÖÅÔ ÎÁ x ÒÁÎØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ y (ÏÔŒÅÔ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÇÌÑÄÅÔØ Œ ÓÎÏÓËÅ (^1) ).

íÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÎÁ ÎčÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ă ⩽ Ą ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏ- ÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ (ÓÏËÒ. ÞÕÍ ÏÍ). åÓÌÉ x ⩽ y É ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ x ≠ y , ÔÏ ÜÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ËÁË x < y É ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ x ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ y Œ ÓÍÙÓÌÅ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ă ⩽ Ą .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ É ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ, | ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

1.4.5. ðÒÉÍÅÒ: ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ É ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ X_m = {1; 2; : : : ; m} ËÁË ÕÐÏ- ÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÐÏÒÑÄËÁ ⩽). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X_m^’� X_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍ (ÉÌÉ ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÍ ÐÏÒÑÄÏË), ÅÓÌÉ

∀ x_1; x_2 x_1 < x_2 ⇒ ’(x_1) < ’(x_2) ;

É ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÉÍ (ÉÌÉ ÎÅÓÔÒÏÇÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÍ ÐÏÒÑÄÏË), ÅÓÌÉ

∀ x_1; x_2 x_1 ⩽ x_2 ⇒ ’(x_1) ⩽ ’(x_2) :

íÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÉÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ X_m^’� X_n É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÊ X_m� X_{n+m−1} ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X_m^’� X_n Œ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X_m� X_{n+m−1}, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (k) = ’(k) + k − 1 ÇÄÅ k = 1; 2; : : : ; m ∈ X_m .

1.5. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

X^f� Y^g� Z

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ. ðÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X � Z, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ËÁ- ÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ x ∈ X Œ ÔÏÞËÕ g(f(x)) ∈ Z, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ g∘f ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ gf.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.10. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^g� Y

Á) ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Y^f� X, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ fg = Id_X (ŒÓÑËÏÅ ÔÁËÏÅ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë g);

Â) ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Y^h� X, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ gh = Id_Y (ŒÓÑËÏÅ ÔÁËÏÅ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë g).

ëÁË É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ^2:

(fg)h = f(gh) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ X^h� Y^g� Z^f� T (1-18)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.11. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (1-18) ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ËÁÖÄÙÊ x ∈ X Œ f(g(h(x))) ∈ T . ïÄÎÁËÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÎÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÑ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁÍÉ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÜÔÏÍ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ fg = gf (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ, ÉÌÉ ÐÅÒÅÍÅ- ÓÔÉÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.12. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÁÒÕ ÒÁÚÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ‘_1, ‘_2, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÔÏÞËÅ O, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ff_1 É ff_2 ÏÓÅŒÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ. ñŒÎÏ ÏÐÉÛÉÔÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑÍÉ ff_1ff_2 É ff_2ff_1. ëÏÇÄÁ ÏÎÉ ÒÁŒÎÙ?

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ (ÎÅÌØÚÑ ĂÐÅÒÅÍÎÏÖÉÔØĄ X^h� Y É Z^f� T , ÅÓÌÉ Y ÎÉËÁË ÎÅ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó Z), É ÞÁÓÔÏ ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ gf ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, Á fg | ÎÅÔ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.13. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ. 1

ÏÔŒÅÔ: (Â) ÑŒÌÑÅÔÓÑ, Á (Á) | ÎÅÔ

2Œ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÙÍ ÚÁËÏÎÏÍ

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÂÌÅÍ Ó ÎÅÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÓÔØÀ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÊ ÎÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ, ÅÓÌÉ f; g ∈ End(X) ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X, ÎÏ ÓÄÅÌÁÅÍ É ÅÝč ÏÄÎÏ ŒÁÖÎÏÅ ÐÒÅÄÕ- ÐÒÅÖÄÅÎÉÅ: ÄÁÖÅ ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ fg_1 = fg_2, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g_1 = g_2, ËÁË ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÎÏ É ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ g_1f = g_2f .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.14. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ

fg_1 = fg_2 ⇒ g_1 = g_2 É g_1f = g_2f ⇒ g_1 = g_2

ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ, ËÏÇÄÁ f ÏÂÌÁÄÁÅÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÌÅŒÙÍ É ÐÒÁŒÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ (ÞÔÏ ÐÏ ÕÐÒ. 1.10 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ É ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ f).

1.5.1. ðÒÉÍÅÒ: ÔÁÂÌÉÃÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÄŒÕÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. óÏÓÔÁŒÉÍ ÔÁÂÌÉÃÕ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; 2}. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ {1; 2}^f� {1; 2} ÓÌÏŒÁÍÉ w(f) = ((f(1); f(2)), ËÁË Œ (n^∘ 1.3.1). œ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ End({1; 2}) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ (1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2) ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ:

g⧹f (1; 1) (1; 2) (2; 1) (2; 2) (1; 1) (1; 1) (1; 1) (1; 1) (1; 1) (1; 2) (1; 1) (1; 2) (2; 1) (2; 2) (2; 1) (2; 2) (2; 1) (1; 2) (1; 1) (2; 2) (2; 2) (2; 2) (2; 2) (2; 2) ôÁÂÌÉÃÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ End({1; 2}) × End({1; 2})^{(g;f )→gf}� End({1; 2}).

(1-19)

ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ (2; 2)∘(1; 1) ≠ (1; 1)∘(2; 2), Á ÔÁËÖÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÁÈ ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ, ÎÏ ĂÓÏËÒÁÔÉÔØ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØĄ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÌØÚÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.15. äÌÑ X = {1; 2} É Y = {1; 2; 3} ÓÏÓÔÁŒØÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ (1-19) ÔÁÂÌÉÃÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ

Hom(X; Y ) × Hom(Y; X)^{(g;f )→gf} � End(X)

Hom(Y; X) × Hom(X; Y )^{(f;g)→f g} � End(Y ) :

1.6. ïÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ. åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^g � Y ÂÉÅËÔÉŒÎÏ, ÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ g^{−1}(y) ⊂ X ËÁ- ÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏŒÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, É ÐÒÁŒÉÌÏ y → g^{−1}(y) ÚÁÄÁčÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X �^{g−1} Y , ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë g. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

g∘g^{−1} = Id_Y É g^{−1}∘g = Id_X : (1-20)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g^{−1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ É ÌÅŒÙÍ É ÐÒÁŒÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë g Œ ÓÍÙÓÌÅ ÕÐÒ. 1.10.

1.6.1. ðòåäìïöåîéå. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^g� Y ÐÏÐÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ: (1) g ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ;

(2) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X �^{g′} Y , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ g∘g^′ = Id_Y É g^′∘g = Id_X ; (3) g ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÁË ÌÅŒÙÍ, ÔÁË É ÐÒÁŒÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ.

ðÒÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g^′ ÉÚ (2) É ÌÀÂÙÅ ÌÅŒÙÅ É ÐÒÁŒÙÅ ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë g ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ (3) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ É Ó ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ g^{−1}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÍÐÌÉËÁÃÉÑ (1) ⇒ (2) ÕÖÅ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÁ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (1-20). éÍÐÌÉËÁÃÉÑ (2) ⇒ (3) ÏÞÅŒÉÄÎÁ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ (3) ŒÙÔÅËÁÀÔ (2) É (1). åÓÌÉ Õ X^g� Y ÅÓÔØ ÌÅŒÏÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ X �^f Y (ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f ∘g = Id_X ) É ÐÒÁŒÏÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ X �^h Y (ÔÁËÏÅ ÞÔÏ g∘h = Id_Y ), ÔÏ

f = f ∘Id_Y = f ∘(g∘h) = (f ∘g)∘h = Id_X ∘h = h ; (1-21)

É ÕÓÌÏŒÉÅ (2) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ g^′ = f = h. ðÏÓËÏÌØËÕ g(g^′(y)) = y ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ Y , ÐÒÏÏÂÒÁÚ f^{−1}(y) ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ g^′(y), É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÅ ÐÕÓÔ. C ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ g^{−1}(y) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g(x) = y, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ x = Id_X (x) = g^′(g(x)) = g^′(y). ðÏÜÔÏÍÕ f^{−1}(y) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ g^′(y), Ô. Å. g | ÂÉÅËÃÉÑ, Á g^′ = g^{−1}. □

§2. çÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ.

2.1. çÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X. îÁÂÏÒ G ⊂ Aut (X) ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÇÒÕÐÐÏÊ), ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÏ ŒÓÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍ ÉÚ G, Á ÔÁËÖÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÉÚ G ÔÏÖÅ ÌÅÖÁÔ Œ G. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ G ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Id_X = g∘g^{−1} (ÇÄÅ g | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ ÉÚ G). þÉÓÌÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÇÒÕÐÐÁ G (ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ÏÎÁ ËÏÎÅÞÎÁ), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÇÒÕÐÐÙ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ |G|.

2.1.1. ðÒÉÍÅÒ: ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ G = Aut (X) ŒÓÅÈ ÂÉÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ËÁ- ËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Œ ÓÅÂÑ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ. ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÐÏÌÎÏÊ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X = {1; 2; : : : ; n} ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ S_n É ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. óÏÇÌÁÓÎÏ n^∘ 1.3.3 ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË |S_n| = n!. íÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ {1; 2; : : : ; n}^œ� {1; 2; : : : ; n}

ÓÔÒÏÞËÏÊ (ff_1; ff_2; : : : ; ff_n) Åč ÚÎÁÞÅÎÉÊ ff_i = ff(i), ËÁË ÍÙ ÜÔÏ ÕÖÅ ÄÅÌÁÌÉ Œ ÐÒÉÍÅÒÁÈ (n^∘ 1.3.1) É (n^∘ 1.5.1). œ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ff = (3; 4; 2; 1) É fi = (2; 3; 4; 1) ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ

ff : 1 2 3 4

↓ ↓ ↓ ↓

3 4 2 1

; fi :

1 2 3 4

↓ ↓ ↓ ↓

2 3 4 1

Á ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ËÁË: fffi = (4; 2; 1; 3) É fiff = (4; 1; 3; 2) .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. óÏÓÔÁŒØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÛÅÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ S_3, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÔÁÂÌÉÃÅ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ (n^∘ 1.5.1).

2.1.2. ðÒÉÍÅÒ: ÇÒÕÐÐÁ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ¯_n. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n > 1. çÒÕÐÐÁ —_n ÓÏÓÔÏÉÔ

òÉÓ. 2⋄1. ãÉÆÅÒÂÌÁÔ —_{12}.

ÉÚ n ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÕÇÌÙ 2ık=n Ó 0 ⩽ k ⩽ (n − 1). ïÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÐÏŒÏÒÏÔÕ ÎÁ ÕÇÏÌ 2ık=n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ 2ı(n − k)=n, ÒÁŒÎÙÊ ÐÏŒÏÒÏÔÕ ÎÁ ÕÇÏÌ −2ık=n. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ÕÇÌÙ 2ık=n É 2ım=n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ÎÁ ÕÇÏÌ 2ı(k + m)=n. ôÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ |- ÜÔÏ ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÎÕÌÅŒÏÊ ÕÇÏÌ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ k = 0.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Œ ÇÒÕÐÐÅ —_n ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ:

∀ fi_1; fi_2 ∈ —_n fi_1fi_2 = fi_2fi_1 :

çÒÕÐÐÙ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍÉ ÉÌÉ ÁÂÅÌÅŒÙÍÉ.

üÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ —_n ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ Œ ŒÉÄÅ ÃÉ- ÆÅÒÂÌÁÔÁ, ÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ ÕÇÌÙ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ, ÉÓ- ÞÉÓÌÑÅÍÙÅ Œ ÄÏÌÑÈ ÏÔ ÐÏÌÎÏÇÏ ÏÂÏÒÏÔÁ. óËÁÖÅÍ, ÇÒÕÐÐÁ —_{12} ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÐÏÞÔÉ ËÁË ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ 12-ÞÁÓÏŒÏÊ ÃÉÆÅÒÂÌÁÔ^1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄1). ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ËÏÍÐÏ- ÚÉÃÉÉ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÅ ÏÔËÌÁÄÙŒÁÎÉÅ ÕÇÌÏŒ ÄÒÕÇ ÚÁ ÄÒÕÇÏÍ, Á ÐÅÒÅÈÏÄÕ Ë ÏÂÒÁÔÎÏÍÕ ÐÏŒÏÒÏÔÕ | ÏÔËÌÁÄÙŒÁÎÉÅ ÕÇÌÁ Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ.

éÎÁÞÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ —_n ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ËÌÁÓÓÙ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÁÀÝÉÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÏÓÔÁÔ- ËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏŒÏÒÏÔÙ ÎÁ 2ık=n É 2ık^′=n ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ k^′ − k ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n, ÉÌÉ k^′ ≡ k (mod n) Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (1-13). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ —_n ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÏÓÔÁÔËÁÍÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÉÚŒÅÓÔÎÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÏÓÔÁÔËÏŒ: ĂÏÓÔÁÔÏË ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁŒÅÎ ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÓÕÍÍÙ ÉÈ ÏÓÔÁÔËÏŒĄ.

1ÎÏ Ó ÉÚÍÅÎčÎÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÀ ÕÇÌÁ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, É ÐÏŒčÒÎÕÔÙÊ ÎÁÂÏË, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÕÌÅŒÏÊ ÕÇÏÌ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏÓÉ

2.1.3. çÒÕÐÐÙ ÄŒÉÖÅÎÉÊ É ÇÒÕÐÐÙ ÆÉÇÕÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^3. áŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ f ∈ Aut (R^3), ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ, ÎÁÚÙŒÁÀÔ- ÓÑ ÄŒÉÖÅÎÉÑÍÉ. äŒÉÖÅÎÉÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ^1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ ÇÒÕÐÐÅ ŒÓÅÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ (ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ).

åÓÌÉ ÚÁÄÁÔØÓÑ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÆÉÇÕÒÏÊ F ⊂ R^3, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄŒÉÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ

òÉÓ. 2⋄2. çÒÕÐÐÁ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÁ.

ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ F Œ ÓÅÂÑ. çÒÕÐÐÁ ÂÉÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÆÉÇÕÒÙ F Œ ÓÅÂÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÜÔÉ- ÍÉ ÄŒÉÖÅÎÉÑÍÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÐÏÌÎÏÊ) ÇÒÕÐÐÏÊ ÆÉÇÕÒÙ F É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ G(F) ⊂ Aut (F). îÁ- ÒÑÄÕ Ó ÐÏÌÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÆÉÇÕÒÙ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ. ïÔ- ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÌÏÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÉ- ÇÕÒ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÌÎÏÊ: ÂÅÒÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ ÆÉÇÕÒÙ Ó ÚÅÒËÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÜÔÕ ÆÉÇÕÒÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÊÓÔŒÕ- ÅÔ ÎÁ ÆÉÇÕÒÕ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË É ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÎÅÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ.

îÉÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ É ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÆÉÇÕÒ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. éÚÇÏÔÏŒØÔÅ ÍÏÄÅÌÉ ÐÑÔÉ ÐÌÁÔÏÎÏŒÙÈ ÔÅÌ | ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ÏËÔÁÜÄÒÁ, ËÕÂÁ, ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ É ÉËÏÓÁÜÄÒÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄5 É ÒÉÓ. 2⋄9). œÓÅ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÄŒÉÖÅÎÉÑÈ ÜÔÉÈ ÆÉÇÕÒ ÂÕÄÕÔ ÏÞÅŒÉÄÎÙ, ÅÓÌÉ Õ œÁÓ Œ ÒÕËÁÈ ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÍÏÄÅÌØ, ÎÏ ÍÏÇÕÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ĂÔÒÕÄÎÙÍÉĄ ÐÒÉ ÐÏÐÙÔËÅ ÐÏÓÔÉÞØ ÉÈ ÞÉÓÔÏ ÕÍÏÚÒÉÔÅÌØÎÏ.

2.1.4. ðÒÉÍÅÒ: ÇÒÕÐÐÙ ÄÉÜÄÒÏŒ D_n. çÒÕÐÐÁ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÐÌÏÓËÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ n-ÔÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÄÉÜÄÒÁ^2 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ D_n.

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÄÉÜÄÒ | ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉË | ÜÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÌÕÎÏÞËÁ Ó ÄŒÕÍÑ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, ÉÚÏÂÒÁÖčÎÎÁÑ

òÉÓ. 2⋄3. çÒÕÐÐÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

ÎÁ ÒÉÓ. 2⋄2. çÒÕÐÐÁ^3 D_2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÔÒčÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ 180^∘ ŒÏËÒÕÇ ÐÅÒ- ÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÏÓÅÊ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ŒÅÒÛÉÎÙ ÌÕÎÏÞËÉ, ÄÒÕÇÁÑ | ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ Åč ÓÔÏÒÏÎ, Á ÔÒÅÔØÑ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÌÕÎÏÞËÉ É ÐÒÏÈÏÄÉÔ Åč ÃÅÎÔÒ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÏÅ ÎÅÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÄÉÜÄÒÁ ÄÏÌÖÎÏ ÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ ÌÉÂÏ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÉÂÏ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÌÉÂÏ ÔÏ É ÄÒÕÇÏÅ ÓÒÁÚÕ, É ÒÏŒÎÏ ÜÔÏ É ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÔÒčÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÐÏŒÏÒÏÔÁÈ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. óÏÓÔÁŒØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ D_2 É ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ D_2 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ËÁË Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÏËÒÕÇ ÌÕÎÏÞËÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÁË É Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ŒÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Œ ÎÅč ÒÏÍÂÁ, ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÏÎÉ ÎÅ ËŒÁÄÒÁÔÙ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄2).

óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÄÉÜÄÒ | ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÇÒÕÐÐÁ D_3 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÄŒÉÖÅÎÉÊ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄3): ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ- ÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Id, ÄŒÕÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ fi, fi^{−1} ÎÁ ±120^∘ ŒÏËÒÕÇ ÃÅÎÔÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÔÒčÈ ÏÓÅŒÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ff_{ij} = ff^{−1}_{ij} ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÇÏ ÍÅÄÉÁÎ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ŒÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÞÉÓÌÁÍÉ 1, 2, 3 É ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÄŒÉÖÅÎÉÀ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÓÕÝÅ- ÓÔŒÌÑÅÍÕÀ ÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ. ðÏÌÕÞÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÄÉÜÄÒÁ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ:

D_3^⊂ � S_3 = Aut ({1; 2; 3}) : (2-1)

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ (ÇÏŒÏÒÑ ÎÁÉŒÎÏ, ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÌÅŒÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ŒÉÎÔ Œ ÌÅŒÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ); ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏŒÏÒÏÔÙ | ÜÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ, Á ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÎÅÔ; ÅÓÌÉ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ, ÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ | ÜÔÏ ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ

2Ô. Å. ĂÄŒÕÇÒÁÎÎÉËÁĄ; ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÉÍÅÅÔ ÄŒÅ ŒÉÚÕÁÌØÎÏ ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÙÅ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÇÒÁÎÉ | ÄŒÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÌčÎËÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÔÑÎÕÔØ

3ÄÉÜÄÒÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ D2 ÉÎÏÇÄÁ ÅÝč ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÅÔŒÅÒÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ëÌÅÊÎÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ V4

12 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

ïÎÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ Œ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÔÁ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ ŒÅÒÛÉÎÙ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÕÐÐÁ S_3 ÔÏÖÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (2-1) ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ðÏ- ŒÏÒÏÔÙ ÎÁ ±120^∘ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÀÔÓÑ ÉÍ Ó ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ (2; 3; 1) É (3; 1; 2), Á ÏÓÅŒÙÅ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÉ | Ó ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑÍÉ ÐÁÒ ÂÕËŒ (1; 3; 2) , (3; 2; 1) É (2; 1; 3).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.5. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ff_{ij} ∈ S_3 ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ÂÕËŒ i É j. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ S_3 ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ: Id ; ff_{12} ; ff_{23} ; ff_{13} ; ff_{12}ff_{23} ; ff_{23}ff_{12} . çÄÅ Œ ÜÔÏÍ ÓÐÉÓËÅ ÐÏŒÏÒÏÔÙ 1 → 2 → 3 → 1 É 3 → 2 → 1 → 3 ?

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ n ⩾ 2 ÇÒÕÐÐÁ ÄÉÜÄÒÁ D_n ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 2n ÄŒÉÖÅÎÉÊ: n ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ŒÏËÒÕÇ ÃÅÎÔÒÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÕÇÌÙ 2ık=n Ó k = 0; 1; : : : ; (n−1) (ÐÒÉ k = 0 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ) É n ÏÓÅŒÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ (Ô. Å. ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ 180^∘ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÏÍ n ÞÅÒÅÚ ŒÅÒÛÉÎÕ É ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Á ÐÒÉ ÞčÔÎÏÍ n | ÞÅÒÅÚ ÐÁÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ É ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ (cÍ. ÒÉÓ. 2⋄4).

òÉÓ. 2⋄4. ïÓÉ ÄÉÜÄÒÏŒ ÄÌÑ n = 4; 5; 6.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ŒÅÒÛÉÎÙ ÄÉÜÄÒÁ ÞÉÓÌÁÍÉ 1; 2; : : : ; n É ÒÁÚÏÂØčÍ ŒÓÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ ÄÉÜÄÒÁ ÎÁ n ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÏŒ C_1; C_2; : : : ; C_n, ÏÔÎÅÓÑ Œ ËÌÁÓÓ C_i ŒÓÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ŒÅÒÛÉÎÕ 1 Œ ŒÅÒÛÉÎÕ i. õÂÅÄÉÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÏÍ ËÌÁÓÓÅ C_i ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÄŒÉÖÅÎÉÊ, ÓËÏÌØËÏ É Œ ËÌÁÓÓÅ C_1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÅ ÎÉÂÕÄØ ÄŒÉÖÅÎÉÅ g ∈ C_i É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅŒÁ ÎÁ g É ÎÁ g^{−1} :

‚ : ó_1^{h→g∘h} � C_i É ‚^′ : C_i^{f →g−1 ∘f}� C_1 : (2-2) ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:

∀ f ∈C_i ‚(‚^′(f)) = ‚(g^{−1}f) = gg^{−1}f = f É ∀ h∈C_1 ‚^′(‚(h)) = ‚^′(gh) = g^{−1}gh = h ;

Á ÚÎÁÞÉÔ, Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n^∘ 1.6.1), ÏÎÉ ÂÉÅËÔÉŒÎÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, |D_n| = n · |C_1|. úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 2.4 ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÄŒÁ ÄŒÉÖÅÎÉÑ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË Œ ÓÅÂÑ É ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ŒÅÒÛÉÎÕ 1: ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ (ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÊ ŒÅÒÛÉÎÏÊ 1 É ÓÍÅÖÎÙÍÉ Ó ÎÅÊ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ 2 É n) É ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ŒÅÒÛÉÎÕ 1 É ÃÅÎÔÒ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ŒÅÒÛÉÎÙ 2 É n ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ). éÔÁË, |C_1| = 2 É |D_n| = 2n.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.6. óÏÓÔÁŒØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐ D_3, D_4 É D_5.

2.1.5. ðÒÉÍÅÒ: ÐÏÌÎÁÑ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. óÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÐÏÍÉÍÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 4 · 2 = 8 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ÕÇÌÙ ±120^∘ ŒÏËÒÕÇ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ŒÅÒÛÉÎÕ É ÃÅÎÔÒ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÇÒÁÎÉ, Á ÔÁËÖÅ 3 ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÎÁ 180^∘ ŒÏËÒÕÇ ÐÒÑ- ÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÒčÂÅÒ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄5). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÌÀÂÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ Œ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ. œ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ, ÐÏ- ÍÉÍÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ, ÉÍÅÅÔÓÑ 6 ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÒÅÂÒÏ É ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ Ë ÎÅÍÕ ÒÅÂÒÁ. ëÁËÉÅ ÅÝč ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÅÓÔØ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ?

äÌÑ ÏÔŒÅÔÁ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÐÏÄÓÞÉÔÁÅÍ, ÓËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ É ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÁÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ŒÅÒÛÉÎÙ ÞÉÓÌÁÍÉ 1, 2, 3, 4 É ÒÁÚÏÂØÅÍ ŒÓÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÉÚ (ËÁË ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÏÊ, ÔÁË É ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ) ÇÒÕÐÐÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÎÁ 4 ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÁ C_1; C_2; C_3; C_4, ÏÔÎÅÓÑ Œ ËÌÁÓÓ C_i ÔÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ŒÅÒÛÉÎÕ 1 Œ ŒÅÒÛÉÎÕ i. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ g, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ŒÅÒÛÉÎÕ 1 Œ ŒÅÒÛÉÎÕ i, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

‚ : ó_1^{h→g∘h} � C_i É ‚^′ : C_i^{f →g−1 ∘f}� C_1 ; (2-3)

ÕÍÎÏÖÁÀÝÉÅ ŒÓÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ C_1 ÎÁ g, Á ŒÓÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ C_i | ÎÁ g^{−1}.

òÉÓ. 2⋄5. ðÌÏÓËÏÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ff_{34} É ÏÓØ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÎÁ 180^∘ (ÒÁŒÎÏÇÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ff_{12}ff_{34}).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ‚ É ‚^′ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÂÉÅËÃÉÑÍÉ ÍÅÖÄÕ C_1 É C_i. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅ ËÌÁÓÓÙ C_i ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÞÉ- ÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, É ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÒÁŒÅÎ 4 · |C_1|. þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ |C_1|, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄŒÉÖÅÎÉÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ŒÅÒÛÉÎÕ 1, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ 234, ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒčÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ | ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÄŒÕÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ±120^∘ ŒÏ- ËÒÕÇ ÏÓÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ŒÅÒÛÉÎÕ 1 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ- ËÁ 234, Á ÔÁËÖÅ ÔÒčÈ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ | ÏÔÒÁÖÅ- ÎÉÊ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ^1, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ŒÅÒÛÉÎÕ 1 É ÍÅÄÉÁ- ÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ 234. üÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÊ ŒÅÒÓÉÉ ÕÐÒ. 2.4:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÄŒÉ-

ÖÅÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÌÉ ÎÁ ŒÅÒÛÉÎÙ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 3 · 4 = 12 ÄŒÉÖÅÎÉÊ, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÅÎÁ- ÄÃÁÔØÀ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍÉ ŒÙÛÅ ÐÏŒÏÒÏÔÁÍÉ. ðÏÌÎÁÑ ÖÅ ÇÒÕÐÐÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 4 · 6 = 24 ÄŒÉÖÅÎÉÊ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ËÒÏÍÅ ÛÅÓÔÉ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÝč 6 ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ. þÔÏ ÜÔÏ ÚÁ ÄŒÉÖÅÎÉÑ?

äÌÑ ÏÔŒÅÔÁ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ S_4, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÄŒÉÖÅÎÉÀ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÍÕÀ ÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ŒÅÒÛÉÎ, ËÁË Œ n^∘ 2.1.4 (ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÕÐÒ. 2.8). ðÏÓËÏÌØËÕ |S_4| = 24, ÜÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ff_{ij} ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÒÅÂÒÁ [i; j] É ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ÒÅÂÒÏ. ûÅÓÔÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍ ff_{ij} Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ S_4 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ ÂÕËŒ i É j. ðÏŒÏÒÏÔÁÍ ÎÁ ±120^∘, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÍ ÓÏÂÏÀ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ff_{ij} ff_{jk} Ó ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ i; j; k, ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÔÒčÈ ÂÕËŒ i; j; k. ôÒčÍ ŒÒÁÝÅÎÉÑÍ ÎÁ ±180^∘ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÅÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÒčÂÅÒ, ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÙÅ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÁÒ ÂÕËŒ:

ff_{12} ff_{34} : 1 2 3 4 −→ 2 1 4 3 ff_{13} ff_{24} : 1 2 3 4 −→ 3 4 1 2 ff_{14} ff_{23} : 1 2 3 4 −→ 4 3 2 1 ,

œ ÉÔÏÇÅ ĂÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅĄ ÛÅÓÔØ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÄÏÌÖÎÙ ÏÔŒÅÞÁÔØ ÛÅÓÔÉ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÃÉ- ËÌÉÞÅÓËÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍ ŒÅÒÛÉÎ:

1 → 2 → 3 → 4 → 1 2 → 3 → 1 → 4 → 2 3 → 1 → 2 → 4 → 3 2 → 1 → 3 → 4 → 2 1 → 3 → 2 → 4 → 1 3 → 2 → 1 → 4 → 3

É ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏŒÏÒÏÔÁÍÉ ÎÁ ±90^∘ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉ- ÎÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÒčÂÅÒ Ó ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ ÐÏŒÏÒÏÔÁ:

ff_{12}ff_{23}ff_{34} : 1 2 3 4 −→ 4 1 2 3 ff_{34}ff_{23}ff_{12} : 1 2 3 4 −→ 2 3 4 1 ff_{13}ff_{23}ff_{24} : 1 2 3 4 −→ 4 3 1 2 ff_{24}ff_{23}ff_{13} : 1 2 3 4 −→ 3 4 2 3 ff_{14}ff_{24}ff_{23} : 1 2 3 4 −→ 3 4 2 1 ff_{23}ff_{24}ff_{14} : 1 2 3 4 −→ 4 3 1 2 .

(ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÉÚ ÐÒÁŒÏÊ ËÏÌÏÎËÉ ÏÂÒÁÔÎÙ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍ ÉÚ ÌÅŒÏÊ).

2.1.6. ðÒÉÍÅÒ: ÐÏÌÎÁÑ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÙ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ. óÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄6) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 6 · 4 = 24 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ÕÇÌÙ 2ık=5 (ÇÄÅ k = 1; 2; 3; 4) ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, 10·2 = 20 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ÕÇÌÙ ±2ı=3 ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ, 15 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ 180^∘ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏ- ÌÏÖÎÙÈ ÒčÂÅÒ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, É ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ.

1Œ ÐÒÉÍÅÒÅ (n^∘ 2.1.4) ÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÌÉ ÏÓÅŒÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

14 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

œ ÐÏÌÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÐÏÍÉÍÏ ÜÔÉÈ 60 ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ Ó ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ

òÉÓ. 2⋄6. äÏÄÅËÁÜÄÒ.

ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÎÔÒÁ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ. õÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÎÅÔ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉŒ ÐÏÒÑÄÏË ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÔÅÍ ÖÅ ÍÅÔÏÄÏÍ, ÞÔÏ É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÄŒÕÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ. äÌÑ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÙ ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ ÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÎÅ ŒÅÒÛÉÎÙ, Á ÇÒÁÎÉ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ 12 É ÒÁÚÏÂØčÍ ÇÒÕÐÐÕ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÎÁ 12 ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÏŒ C_i, ÏÔÎÅÓÑ Œ ËÌÁÓÓ C_i ŒÓÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÅ ÐÅÒŒÕÀ ÇÒÁÎØ Œ i-ÔÕÀ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.9. õÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ËÌÁÓÓÁÍÉ C_i É C_1. ëÌÁÓÓ C_1, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ Œ ÓÅÂÑ ÐÅÒŒÕÀ ÇÒÁÎØ, ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÄÉ- ÜÄÒÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ D_5. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÑÔÉ ÐÏŒÏÒÏÔÁÍ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÕÄÕÔ ÏÔŒÅÞÁÔØ ÐÏŒÏÒÏÔÙ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÐÅÒŒÏÊ É ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ Ë ÎÅÊ ÇÒÁÎÉ, Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÍ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉ- ËÁ | ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÏÔÒÁÖÅ- ÎÉÑÍÉ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ Œ ÐÑÔÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ ÐÅÒŒÏÊ ÇÒÁÎÉ É ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ŒÅÒÛÉÎÕ ÐÅÒŒÏÊ ÇÒÁÎÉ É ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖ- ÎÏÇÏ ÅÊ ÒÅÂÒÁ ÐÅÒŒÏÊ ÇÒÁÎÉ. éÔÏÇÏ, Œ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÉÍÅÅÔÓÑ 12 · 5 = 60 ÄŒÉÖÅÎÉÊ, Á Œ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ 12 · 10 = 60 ÄŒÉÖÅÎÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.10. åÝč ÒÁÚ ÐÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ ÞÉÓÌÏ ÄŒÉÖÅÎÉÊ Œ ÇÒÕÐÐÁÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ É ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅŒ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÜÔÉÈ ÇÒÕÐÐ ÎÁ ÒčÂÒÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.11. ðÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ ÐÏÌÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ËÕÂÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄7) É ÏËÔÁÜÄÒÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄8) ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ 48 ÄŒÉÖÅÎÉÊ, Á ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ | ÉÚ 24.

òÉÓ. 2⋄7. ëÕÂ. òÉÓ. 2⋄8. ïËÔÁÜÄÒ. òÉÓ. 2⋄9. éËÏÓÁÜÄÒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.12. ðÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ ÐÏÌÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÉËÏÓÁÜÄÒÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄9) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 120 ÄŒÉÖÅÎÉÊ, Á ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ | ÉÚ 60.

2.2. óÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ŒÙÛÅ ÄÌÑ ÐÏÄÓÞčÔÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ Œ ÇÒÕÐÐÁÈ ÆÉÇÕÒ ÐÕÔčÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÇÒÕÐÐ ÎÁ ËÌÁÓÓÙ, ÎÏÓÉÔ ÏÞÅÎØ ÏÂÝÉÊ ÈÁ- ÒÁËÔÅÒ É ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ Œ ÇÒÕÐÐÅ G ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ^1 H ⊂ G. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ g ∈ G ÎÁÚÏŒčÍ ÌÅŒÙÍ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÍ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÕ g, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ

gH^{def}= {gh | h ∈ H} ; (2-4)

ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ŒÓÅÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ h ∈ H ÓÌÅŒÁ ÎÁ g. œ ËÁÖÄÏÍ ÔÁËÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ Œ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ H, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

H^{h→g∘h} �

�_{f→g−1∘f} gH

1Ô. Å. ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÅ ÇÒÕÐÐÕ; Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÜÔÏ ÂÙÌÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ C1, ÓÏÓÔÏÑŒÛÁÑ ÉÚ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ Œ ÓÅÂÑ ŒÅÒÛÉÎÕ ÉÌÉ ÇÒÁÎØ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÕÀ ÎÁÍÉ ÞÉÓÌÏÍ 1

ÚÁÄÁÀÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÂÉÅËÃÉÉ ÍÅÖÄÕ gH É H, ËÁË Œ (2-2, 2-3). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ g_1H É g_2H ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ g_1h_1 = g_2h_2 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÞÔÏ g_1 = g_2h_2h^{−1}_1 , Á ÚÎÁÞÉÔ, g_1H = g_2h_2h^{−1}_1 H ⊂ g_2H. ðÏ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÁÍ g_2 = g_1h_1h^{−1}_2 É g_2H = g_1h_1h^{−1}_2 H ⊂ g_1H.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.13. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ g_1, g_2 Ë ÏÄÎÏÍÕ ÓÍÅÖÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ: Á) g^{−1}_2 g_1 ∈ H Â) g^{−1}_1 g_2 ∈ H É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ G Œ ÓÍÙÓÌÅ n^∘ 1.4.3 (ÜÔÏ ÄÁčÔ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÙ ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ).

éÔÁË, ÅÓÌÉ Œ ÇÒÕÐÐÅ G ÚÁÄÁÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H, ÔÏ ÇÒÕÐÐÁ G ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÄÉÚSS- ÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ (2-4), ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÞÔÏ É ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H Œ ÇÒÕÐÐÅ G ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ G=H, Á ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ [G : H] = |G=H| É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÉÚŒÅÓÔÎÙÊ ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ Ï ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ :

2.2.1. ôåïòåíá (J. L. LAGRANGE). þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ H ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËÏ- ÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÄÅÌÉÔ ÎÁÃÅÌÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÇÒÕÐÐÅ G, É ÞÁÓÔÎÏÅ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ G ÐÏ H , Ô. Å. [G : H] = |G| : |H| . □

2.2.2. ðÒÉÍÅÒ: ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÄŒÅÎÁÄÃÁÔÉ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ G =

òÉÓ. 2⋄10. óÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ÕÇÌÙ ık=2 Œ ÇÒÕÐÐÅ —_{12}.

—_{12} ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ (n^∘ 2.1.2) ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ H ⊂ G, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÕÀ ÞÅÔÙÒØÍÑ ÐÏŒÏÒÏÔÁÍÉ ÎÁ ÕÇÌÙ, ËÒÁÔÎÙÅ ı=2. åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ 2ık=12 ÞÅÒÅÚ fi_k (ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄10), ÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÉÚ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ fi_0, fi_3, fi_6 É fi_9. œÓÑ ÇÒÕÐÐÁ G ÒÁÓÐÁÄčÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÔÒčÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ

H = fi_0H = fi_3H = fi_6H = fi_9H = {fi_0; fi_3; fi_6; fi_9} fi_1H = fi_4H = fi_7H = fi_{10}H = {fi_1; fi_4; fi_7; fi_{10}} fi_2H = fi_5H = fi_8H = fi_{11}H = {fi_2; fi_5; fi_8; fi_{11}} ;

ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 2⋄10 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÔÏÞËÏÊ, ÚÁÓÅÞËÏÊ É ÄŒÕÍÑ ÚÁÓÅÞËÁÍÉ. ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÓÍÅÖ- ÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏ ÒÁÚÎÏÍÕ ÚÁÐÉÓÁÎ Œ ŒÉÄÅ gH | Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ g Œ ÜÔÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g^′ ∈ gH.

œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ Œ ÓÅÂÑ ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÒčÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÄÅÌÅÎÉÑÈ ÉÚÏÂÒÁÖčÎÎÏÇÏ ÎÁ ÒÉÓ. 2⋄10 ÃÉÆÅÒÂÌÁÔÁ (Á ÉÍÅÎÎÏ ÓÐÌÏÛÎÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ), Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ ÜÔÏÔ ËŒÁÄÒÁÔ Œ ÄŒÁ ÄÒÕÇÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.14. œ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ G ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÐÑÔÉ ÐÌÁÔÏÎÏŒÙÈ ÔÅÌ ÏÐÉÛÉÔÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H ⊂ G, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÔÅÌÁ É Á) ŒÅÒÛÉÎÕ 1; Â) ÃÅÎÔÒ ÇÒÁÎÉ 1; Œ) ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÒÅÂÒÁ 1.

2.2.3. ðÒÁŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÏ ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ (2-4) ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÕÓÐÅÈÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÐÒÁŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ

Hg^{def}= {hg | h ∈ H} : (2-5)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.15. ðÏŒÔÏÒÉÔÅ ÄÌÑ ÐÒÁŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÓÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, Ô. Å. ÐÏËÁÖÉ- ÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÎÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÒÁŒÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÕ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H) É ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ ÉÌÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÉÌÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÒÅÛÉÔÅ ĂÐÒÁŒÏÓÔÏÒÏÎÎÀÀĄ ŒÅÒÓÉÀ ÕÐÒ. 2.13.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÁŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H Œ ÇÒÕÐÐÅ G ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ H\G. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ (2-4) ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÐÒÁŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ (2-5):

|H\G| = [G : H] = |G|=|H| = |G=H| :

§3. ïÒÂÉÔÙ.

3.1. ïÒÂÉÔÙ. ïÒÂÉÔÏÊ G(x) ÔÏÞËÉ x ∈ X ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ G ⊂ Aut (X) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÔÏÞËÉ x, ÐÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÎÅÊ ŒÓÅŒÏÚ- ÍÏÖÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ G:

G(x)^{def}= {g(x) | g ∈ G} :

ïÒÂÉÔÙ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË x_1; x_2 ∈ X ÉÌÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÉÌÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ g_1(x_1) = g_2(x_2) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ g_1; g_2 ∈ G, ÔÏ x_1 = g^{−1}_1 g_2(x_2), É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, G(x_1) ⊂ G(x_2). œÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ g^{−1}_2 g_1(x_1) = x_2, É ÐÏÜÔÏÍÕ G(x_2) ⊂ G(x_1). íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

3.1.1. ðòåäìïöåîéå. œÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÒÂÉÔ ÌÀÂÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ⊂ Aut (X). □

3.1.2. äÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔ. òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÎÁ ÏÒÂÉÔÙ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÎÅ ÔÁË ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ËÁË ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ, É ÒÁÚÎÙÅ ÏÒÂÉÔÙ ÍÏÇÕÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÒÁÚÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË Œ ÏÒÂÉÔÅ (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÏÊ ÜÔÏÊ ÏÒÂÉÔÙ.

þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÄÌÉÎÕ ÏÒÂÉÔÙ G(x) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ g ∈ G, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÔÏÞËÕ x Œ ÓÅÂÑ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ ÇÒÕÐÐÅ G ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ. üÔÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÉ x É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

Stab(x)^{def}= {h ∈ G | h(x) = x} :

ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÅ ÔÏÞËÕ x Œ ÔÏÞËÕ y = g(x) ÔÏÊ ÖÅ ÏÒÂÉÔÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÅŒÙÊ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ:

{f ∈ G | f(x) = g(x)} = g · Stab(x) :

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ h(x) = x, ÔÏ gh(x) = g(x), É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ f(x) = g(x), ÔÏ f ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ g · g^{−1} · f = g(g^{−1} · f), ÇÄÅ g^{−1}f ∈ Stab(x), ÐÏÓËÏÌØËÕ g^{−1}f(x) = g^{−1}g(x) = x.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ g(x) ↔ g · Stab(x) ÚÁÄÁčÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÒÂÉÔÙ G(x) É ÓÍÅÖÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Stab(x).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÉÎÁ ÏÒÂÉÔÙ G(x) ÔÏÞËÉ x ∈ X ÒÁŒÎÁ ÉÎÄÅËÓÕ [G : Stab(x)] Åč ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ (n^∘ 2.2.1) ŒÙÔÅËÁÅÔ:

3.1.3. óìåäóôœéå (æïòíõìá äìñ äìéîù ïòâéôù). |G(x)| = |G| : |Stab(x)| . □

3.1.4. ðÒÉÍÅÒ: ÅÝč ÒÁÚ Ï ÐÏÒÑÄËÁÈ ÇÒÕÐÐ ÐÌÁÔÏÎÏŒÙÈ ÔÅÌ. îÁÛÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÏŒ ÇÒÕÐÐ ÐÑÔÉ ÐÌÁÔÏÎÏŒÙÈ ÔÅÌ, Á ÔÁËÖÅ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÂÝÅÊ ÇÒÕÐÐÙ ÄÉÜÄÒÁ D_n (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒÙ (n^∘ 2.1.4){(n^∘ 2.1.6), ÂÙÌÏ Œ ÓÕÝÎÏÓÔÉ ÎÉ ÞÅÍ ÉÎÙÍ, ËÁË ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÓÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÐÌÁ- ÔÏÎÏŒÁ ÔÅÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÎÕ ÏÒÂÉÔÕ ÇÒÕÐÐÙ G ÜÔÏÇÏ ÔÅÌÁ, É ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ Stab(Œ_1) ŒÅÒÛÉÎÙ 1 | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁŒÛÉÊÓÑ ÎÁÍÉ ËÌÁÓÓ C_1, ÏÔËÕÄÁ |G| = |Stab(Œ_1)| · (ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ). ó ÔÅÍ ÖÅ ÕÓÐÅ- ÈÏÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÏÞËÉ x, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÏÒÂÉÔÁ, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ŒÚÑÔØ ÎÅ ŒÅÒÛÉÎÕ, Á ÃÅÎÔÒ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÇÒÁÎÉ, ÓËÁÖÅÍ, ÃÅÎÔÒ Ç_1 ÐÅÒŒÏÊ ÇÒÁÎÉ. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ ËÁË |G| = |Stab(Ç_1)| · (ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÎÅÊ). ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÙ G(Œ_1) É G(Ç_1) ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÕÀ ÄÌÉÎÕ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.2. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÐÑÔÉ ÐÌÁÔÏÎÏŒÙÈ ÔÅÌ ÎÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ÜÔÏÇÏ ÔÅÌÁ ÐÒÉ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÎÁ ÎÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ É ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÔÅÌÁ. åÓÔØ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÏÒÂÉÔ ÔÁËÉÅ, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÁ ÐÏÒÑÄËÕ ÇÒÕÐÐÙ? åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÇÄÅ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÔÏÞËÉ?

3.1.5. ðÒÉÍÅÒ: ÄÒÕÇÏÊ ŒÙŒÏÄ ÑŒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÍÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔÙ (n^∘ 3.1.3) ÄÌÑ ÐÏÄÓÞčÔÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÓÌÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÂÕËŒÙ Œ ÓÌÏŒÅ w = a_1; a_1; : : : ; a_1

m_1 ÂÕËŒ a_1

; a_2; a_2; : : : ; a_2

m_2 ÂÕËŒ a_2

; : : : : : : : : : ; a_k; a_k; : : : ; a_k

m_k ÂÕËŒ a_k

; (3-1)

ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ n = m_1 + m_2 + · · · + m_k ÂÕËŒ. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ S_n ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ n- ÂÕËŒÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÂÕËŒ. éÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÁ ÏÒÂÉÔÙ S_n(w) ÓÌÏŒÁ (3-1)

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ. óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ Stab(w) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÂÕËŒ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ É ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË |Stab(w)| = m_1! · m_2! · · · · · m_k!. ðÏÜÔÏÍÕ

|S_n(w)| = |S_n|=|Stab(w)| =

(m_1 + m_2 + · · · + m_k)!

m_1! · m_2! · · · · · m_k! :

3.1.6. ðÒÉÍÅÒ: ÒÁÓËÌÁÄËÉ ÓÏÌÏÍÉÎÏË ÐÏ ÓÔÁËÁÎÁÍ. ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ, ÓËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏ- ÖÉÔØ ÐÑÔØ ÒÁÚÎÏÃŒÅÔÎÙÈ ÓÏÌÏÍÉÎÏË ÐÏ ÔÒčÍ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍ ÓÔÁËÁÎÁÍ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ŒÓÅ ÐÑÔØ ÓÏÌÏÍÉÎÏË, ÎÏ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÓÔÁËÁÎÏŒ ÏÓÔÁŒÁÌÉÓØ ÐÕÓÔÙÍÉ. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÃŒÅÔÁ ÓÏÌÏÍÉÎÏË ÃÉÆÒÁÍÉ 1 , 2 , 3 , 4 , 5. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÒÁÓËÌÁÄÏË ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ S_5, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÓÏÌÏÍÉÎËÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ. üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÓÏÌÏÍÉÎÏË, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈ- ÓÑ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÔÁËÁÎÏŒ, É ÅÇÏ ÏÒÂÉÔÙ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ ÓÏÌÏÍÉÎÏË ÐÏ ÓÔÁËÁÎÁÍ. ôÁËÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÄÏÂÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÏÊ àÎÇÁ | ÓÏÌÏÍÉÎËÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ ÓÔÁËÁÎÅ, ÒÉÓÕÀÔÓÑ ÐÏÌÏÓËÏÊ ÉÚ ËÌÅÔÏË (ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÓÏÌÏÍÉÎÏË), É ÜÔÉ ÐÏÌÏÓËÉ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÐÏÄ ÄÒÕÇÏÍ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÕÂÙŒÁÎÉÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÓÏÌÏÍÉÎÏË. œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ 5 ÔÁËÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ^1: ; Ô. Å. ÇÒÕÐÐÁ S_5 ÉÍÅÅÔ 5 ÏÒÂÉÔ, É ËÁÖÄÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÊ ËÌÅÔÏË ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÅÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÃÉÆÒÁÍÉ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 (ËÁÖÄÁÑ ÃÉÆÒÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ).

óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÒÁÓËÌÁÄËÉ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÊ ÔÏÍÕ ÉÌÉ ÉÎÏÍÕ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÀ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÃÉÆÒÁÍÉ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÃÉÆÒ, ÓÔÏÑÝÉÈ Œ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ (Ô. Å. ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÓÏÌÏÍÉÎÏË ŒÎÕÔÒÉ ÏÄÎÏÇÏ ÓÔÁËÁÎÁ), Á ÔÁËÖÅ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÓÔÒÏË ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÄÌÉÎÙ (Ô. Å. ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÓÔÁËÁÎÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏÌÏÍÉÎÏË). þÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ | Stab ( 1 2 3 4 5 ) | = 5! = 120 | | | Stab ( 1 2 3 4 5 ) | | | = 4! = 24 · 1! | | | | Stab ( 1 2 3 4 5 ) | | | = 3! · 2! = 12 | | | | | Stab

1 2 3 4 5

| | | | | = 3! · 1! · 1! · 2! = 12 | | | | | Stab 1 2 3 4 5

| | | | | = 2! · 2! · 1! · 2! = 8 ;

É ÄÌÉÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÏÒÂÉÔ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÒÁŒÎÙ | | S_5 ( 1 2 3 4 5 ) | | = 120 120 = 1 | | | S^5 ( 1 2 3 4 5 ) | | | = 120 24 = 5 | | | S^5 ( 1 2 3 4 5 ) | | | = 120 12 = 10 | | | | | S_5

1 2 3 4 5

| | | | | = 120 12 = 10 | | | | | S_5 1 2 3 4 5

| | | | | = 120 8 = 15 :

éÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ 41 ÓÐÏÓÏÂ ÒÁÓËÌÁÄËÉ ÐÑÔÉ ÒÁÚÎÙÈ ÓÏÌÏÍÉÎÏË ÐÏ ÔÒčÍ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍ ÓÔÁËÁÎÁÍ.

3.2. ãÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ. ðÕÓÔØ X = {1; 2; : : : ; n} É g ∈ S_n = Aut (X) | ËÁËÁÑ-ÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ g Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ x ∈ X, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË x^g−→ g(x)^g−→ g^2(x)^g−→ g^3(x)^g−→ · · · :

1ÎÁ ÐÅÒŒÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ŒÓÅ ÓÏÌÏÍÉÎËÉ ÐÏÐÁÌÉ Œ ÏÄÉÎ ÓÔÁËÁÎ; ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ: ÞÅÔÙÒÅ | Œ ÏÄÉÎ, É ÅÝč ÏÄÎÁ | Œ ÄÒÕÇÏÊ, ÎÁ ÔÒÅÔØÅÊ: ÔÒÉ | Œ ÏÄÉÎ, ÄŒÅ | Œ ÄÒÕÇÏÊ; ÎÁ ÞÅÔŒčÒÔÏÊ: ÔÒÉ | Œ ÏÄÉÎ, É ÅÝč ÐÏ ÏÄÎÏÊ | Œ ÄŒÁ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÓÔÁËÁÎÁ; ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ: ÐÏ ÄŒÅ | Œ ÄŒÁ ÓÔÁËÁÎÁ, É ÏÄÎÁ | Œ ÔÒÅÔÉÊ

œ ÓÉÌÕ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Œ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÄÕÔ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, É ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g ÂÉÅËÔÉŒÎÏ, ÓÁÍÙÍ ÐÅÒŒÙÍ ÉÚ ÐÏŒÔÏÒÉŒÛÉÈÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÕÄÅÔ ÓÔÁÒÔÏ- ŒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ^1 x :

x −→ g(x) −→ g^2(x) −→ · · · −→ g^{k−1}(x) −→ x = g^k(x) : (3-2) âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÂÉÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ G ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÃÉËÌÁ (ÎÁÞÉÎÁÀ- ÝÉÅÓÑ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞÅË x É y) ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÒÁÓÐÁÄčÔÓÑ Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÃÉËÌÏŒ ŒÉÄÁ (3-2). üÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÉÎÁÞÅ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÒÂÉÔÙ ÇÒÕÐÐÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÉÔÅÒÁÃÉÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ g É ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÎÅÊ. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ g É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

⟨g⟩^{def}= { : : : ; g^{−2}; g^{−1}; Id; g; g^2; : : : } ; ÇÄÅ g^{−k def}= g^{−1}g^{−1} · · · g^{−1}

k ÒÁÚ

ÐÒÉ k ∈ N : (3-3)

îÁÐÒÉÍÅÒ^2, g = (6; 5; 4; 1; 8; 3; 9; 2; 7) ∈ S_9 ÒÁÚÂÉŒÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {1; 2; : : : ; 9} ÎÁ ÔÒÉ ÃÉËÌÁ: 1^g−→ 6^g−→ 3^g−→ 4^g−→ 1 2^g−→ 5^g−→ 8^g−→ 2 7^g−→ 9^g−→ 7 ;

(3-4)

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÓÏÂÏÀ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ (3-3), ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 12 ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ g = (6; 5; 4; 1; 8; 3; 9; 2; 7) = g^{−11} g^2 = (3; 8; 1; 6; 2; 4; 7; 8; 9) = g^{−10} g^3 = (4; 2; 6; 3; 5; 1; 9; 2; 7) = g^{−9} g^4 = (1; 5; 3; 4; 8; 6; 7; 5; 9) = g^{−8} g^5 = (6; 8; 4; 1; 2; 3; 9; 2; 7) = g^{−7} g^6 = (3; 2; 1; 6; 5; 4; 7; 8; 9) = g^{−6} g^7 = (4; 5; 6; 3; 8; 1; 9; 5; 7) = g^{−5} g^8 = (1; 8; 3; 4; 2; 6; 7; 2; 9) = g^{−4} g^9 = (6; 2; 4; 1; 5; 3; 9; 8; 7) = g^{−3} g^{10} = (3; 5; 1; 6; 8; 4; 7; 5; 9) = g^{−2} g^{11} = (4; 8; 6; 3; 2; 1; 9; 2; 7) = g^{−1} Id = g^{12} = (1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9)

(3-5)

(ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÃÉËÌÙ (3-4) ÓÔÏÑÔ Œ ÐÒÁŒÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ).

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ÐÏ ËÒÕÇÕ ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ m ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ^3 i_1 −→ i_2 −→ i_3 −→ · · · −→ i_{m−1} −→ i_m −→ i_1 ; (3-6) Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ, ÃÉËÌÏÍ ÄÌÉÎÙ m É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÁËÏÊ ÃÉËÌ ÞÅÒÅÚ ⟨i_1; i_2; : : : ; i_m⟩ :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÃÉËÌÁ c_1; c_2 ∈ G_n ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ (Ô. Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ c_1c_2 = c_2c_1) ÒÏŒÎÏ Œ ÄŒÕÈ ÓÌÕÞÁÑÈ: ËÏÇÄÁ c^m_1 = c_2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m ∈ N, ÉÌÉ ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÈ Œ ÎÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.

1ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ: ÅÓÌÉ g^m(x) = g^k(x) ÐÒÉ m > k, ÔÏ ÐÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ g^{−k} ÐÏÌÕÞÉÍ g^{m−k}(x) = x 2ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ n^∘ 1.3.1 3ÞÉÓÌÁ i1; i2; : : : ; im ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍÉ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÉÌÉ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ

ãÉËÌÙ, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ. éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ g ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÃÉËÌÏŒ, ÐÒÉÞčÍ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ É ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÎÁ ÏÒÂÉÔÙ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ g.

îÁÂÏÒ ÄÌÉÎ ÃÉËÌÏŒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÄÁÎÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ g ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Åč ÃÉËÌÏŒÙÍ ÔÉÐÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ –(g). ãÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ Œ ŒÉÄÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ | ŒÙÒÏŒÎÅÎÎÏÇÏ ÐÏ ÌÅŒÏÍÕ ËÒÁÀ ÎÁÂÏÒÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ËÌÅÔÞÁÔÙÈ ÐÏÌÏÓÏË ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁ- ÀÝÅÊ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ ÄÌÉÎÙ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÍŒÏÌÉÚÉÒÕÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÃÉËÌ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ ŒÙÛÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ

g = (6; 5; 4; 1; 8; 3; 9; 2; 7) = ⟨1; 6; 3; 4⟩⟨2; 5; 8⟩⟨7; 9⟩ =

1 6 3 4 2 5 8 7 9 ÉÍÅÅÔ ÃÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ –(g) = . œÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÉÓÏŒÁÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ, ÍÙ ÄÌÑ ÜËÏÎÏÍÉÉ ÂÕÍÁÇÉ ÉÎÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÐÒÏÓÔÏ ŒÙÐÉÓÙŒÁÔØ Œ ÓÔÒÏÞËÕ ÄÌÉÎÙ Åč ÓÔÒÏË. ôÁË, ÚÁÐÉÓØ

–(g) = (–_1; –_2; : : : ; –_m) ; ÇÄÅ –_1 ⩾ –_2 ⩾ · · · ⩾ –_m ⩾ 0

ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ g ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ⩽ m ÃÉËÌÏŒ, ÄÌÉÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÔØ –_1; –_2; : : : ; –_m. îÁ- ÐÒÉÍÅÒ, –(6; 5; 4; 1; 8; 3; 9; 2; 7) = (4; 3; 2)

þÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ –, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Åč ŒÅÓÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ |–|. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÃÉËÌÏŒÙÅ ÔÉÐÙ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÉÚ S_n ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ ŒÅÓÁ n. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ Ó ÃÉËÌÏŒÙÍ ÔÉÐÏÍ – = (1; 1; : : : ; 1) (ÏÎ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ- ÓÔÏÌÂÃÏÍ ŒÙÓÏÔÙ n É ÛÉÒÉÎÙ 1) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ Id. äÉÁÇÒÁÍÍÅ – = (n) (ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÄÌÉÎÙ n) ÏÔŒÅÞÁÀÔ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÃÉËÌÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÐÏ ËÒÕÇÕ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.4. óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ S_n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n ?

3.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÉÚ S_n ÉÍÅÀÔ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÃÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ ˘? ðÕÓÔØ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ – ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ m_1 ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ 1, m_2 ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ 2, . . . , m_n ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ^1 n. úÁÐÏÌÎÉÍ Åč ËÌÅÔËÉ ÞÉÓÌÁÍÉ 1; 2; : : : ; n ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÏÓØ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, É ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÍ ÓÔÒÏËÉ ËÁË ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÃÉËÌÙ, ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ÓÄŒÉÇÁÀÝÉÅ ÓÔÏÑÝÉÅ Œ ÎÉÈ ÞÉÓÌÁ.

óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ S_n ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÃÉÆÒ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÔÁËÉÈ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÊ, Á ÚÎÁ- ÞÉÔ, É ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ –, ÐÒÉÞčÍ ÌÀÂÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÅÒÅŒÅÄÅÎÁ ÜÔÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ Œ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ – ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÎÕ ÏÒÂÉÔÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_n É ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁŒÎÏ ÄÌÉÎÅ ÜÔÏÊ ÏÒÂÉÔÙ.

óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ËÏÎËÒÅÔÎÙÍ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ – ÞÉÓÌÁÍÉ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÃÉËÌÏŒ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÄÌÉÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ËÁË ÅÄÉÎÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ, Á ÔÁËÖÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÃÉÆÒ ŒÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÈ ÃÉËÌÏŒ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÒÑÄÏË ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÆÏÒÍÙ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ É ÒÁŒÅÎ

|Stab(–)| = 1^{m1} · m_1! · 2^{m2} · m_2! · · · · · n^{mn} · m_n! = n∏ ff=1 ¸^{mff} m_ff! : (3-7)

óÔÏÑÝÅÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ z_˘. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔÙ (n^∘ 3.1.3) ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, ÒÁÓÐÁÄÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ m_1 ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 1, m_2 ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 2, . . . , m_n ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n (ŒÓÅ ÃÉËÌÙ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ) ÒÁŒÎÏ n! z_˘ = n! 1^{m1} · m_1! · 2^{m2} · m_2! · · · · · n^{mn} · m_n! ; 1ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ m1–1 + m2–2 + · · · + mn–n = n É ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ mi Ó ÎÅÉÚÂÅÖÎÏÓÔØÀ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÅ

ÇÄÅ m_1–_1 + m_2–_2 + · · · + m_n–_n = n . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ n!=z_˘, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ŒÓÅÇÄÁ ÃÅÌÏÅ É ∑ |˘|=n 1 z_˘ = 1

(ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ŒÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ – ŒÅÓÁ n).

3.3. ãÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ É ÐÏÒÑÄËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ G É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ g ∈ G. îÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ G, ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÁÑ g, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ⟨g⟩ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ g. ïÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ^1 g^m ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ g. åÓÌÉ ŒÓÅ ÜÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ g ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÊ ŒÉÄÁ g^m ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ, ÓËÁÖÅÍ, g^m = g^k ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ m > k, ÔÏ ÐÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ g^{−k}, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ g^{m−k} = Id. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ n ∈ N, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ g^n = Id, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g.

üÌÅÍÅÎÔÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐÁÈ G. œ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ G ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G Ó ÎÅÉÚÂÅÖÎÏÓÔØÀ ÉÍÅÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË n, É ÐÏÒÏÖÄčÎÎÁÑ ÉÍ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ⟨g⟩ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ n ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ

Id; g; g^2; : : : ; g^{n−1} (3-8)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÃÅÌÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ m Œ ŒÉÄÅ m = q · n + r, ÇÄÅ ÏÓÔÁÔÏË r ÚÁËÌÀÞčÎ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ 0 ⩽ r ⩽ (n − 1), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ g^m = (g^n)^q g^r = Id^qg^r = g^r. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÓÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ (3-8) ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ g^r = g^s Ó 0 ⩽ r < s < n ÐÏÌÕÞÁÌÏÓØ ÂÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g^{s−r} = Id, Œ ËÏÔÏÒÏÍ 0 < (s − r) < n ŒÏÐÒÅËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÒÑÄËÁ n ÜÌÅÍÅÎÔÁ g. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÒÁŒÅÎ ÐÏÒÑÄËÕ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ ÜÔÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ

3.3.1. óìåäóôœéå. ðÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÃÅÌÏ ÄÅÌÉÔ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐ- ÐÙ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ g^{|G|} = Id ∀ g ∈G . □

3.3.2. ðÒÉÍÅÒ: ÐÏÒÑÄÏË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ g ∈ S_n ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ –(g) = (–_1; –_2; : : : ; –_m) ÒÁŒÅÎ

|⟨g⟩| = ÎÏË(–_1; –_2; : : : ; –_m) ;

Ô. Å. ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, ÎÁÃÅÌÏ ÄÅÌÑÝÅÍÕÓÑ ÎÁ ÄÌÉÎÙ ŒÓÅÈ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÃÉËÌÏŒ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ g. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÒÑÄÏË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ

S_{12} ∋ (3; 12; 7; 9; 10; 4; 11; 1; 6; 2; 8; 5) = ⟨1; 3; 7; 11; 8⟩⟨2; 12; 5; 10⟩⟨4; 9; 6⟩

ÒÁŒÅÎ 5 · 4 · 3 = 60.

3.3.3. ãÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ. çÒÕÐÐÁ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ G = ⟨g⟩ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ G. ðÒÉÍÅÒÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ T_v ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏŒ (ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ) ÎÁ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ËÒÁÔÎÙÅ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ (ÓÄŒÉÇÁ ÎÁ ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ 0 = 0 · v) É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÅÒÉÉ ÓÄŒÉÇÏŒ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ ±v, ±2v, ±3v, . . .

ãÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÒÑÄËÁ n | ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ —_n ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÏŒ (n^∘ 2.1.2) É (n^∘ 2.2.2). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÃÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÐÏÒÑÄËÁ n, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÕÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ g ÍÏÖÎÏ ÏÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÅÒÅÈÏÄÉÌÉ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ | ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ g^k Œ ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ 2ık=n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅ ÃÉËÌÉÞÅ- ÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏÒÑÄËÁ n ĂÕÓÔÒÏÅÎÙ ÏÄÉÎÁËÏŒÏĄ. ôÏÞÎÙÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÎÉÖÅ Œ §4, Á ÓÅÊÞÁÓ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝč ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ.

3.3.4. ðÒÉÍÅÒ: ŒÓÑËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, ÐÒÉÞčÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÇÏ Åč ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ g ∈ G, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ÜÔÏÍ

1ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ g^{−m} = ` g^{−1}

´_m ÐÒÉ m ∈ N, Á g^0 = Id

ÓÌÕÞÁÅ |⟨g⟩| ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÄÏÌÖÅÎ ÎÁÃÅÌÏ ÄÅÌÉÔØ |G|, ÞÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ |⟨g⟩| = |G|, Ô. Å. ⟨g⟩ = G.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.5. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÁ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÁ D_2 ?

3.3.5. ðÒÉÍÅÒ: ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ. ïÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ g ÐÏÒÑÄËÁ 2, Ô. Å. ÔÁËÉÅ ÞÔÏ g ≠ Id, ÎÏ g^2 = Id, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑÍÉ. éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ | ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÔÎÙ ÓÁÍÉ ÓÅÂÅ: g^2 = Id ⇐⇒ g = g^{−1}.

œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ S_n ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ ÉÎŒÏÌÀÃÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 2 (ÉÌÉ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉÉ), ÍÅÎÑÀÝÉÅ ÍÅÓÔÁÍÉ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ É ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ. úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ (ÍÎÏÇÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ) ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ) ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ.

äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ g ∈ S_n ÂÙÌÁ ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ Œ Åč ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÃÉËÌÏŒ ÎÅ ÂÙÌÏ ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ⩾ 3. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ Œ S_n | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉ- ÃÉÉ ÄŒÕÈ ÉÎŒÏÌÀÃÉÊ.

ðÏÄÓËÁÚËÁ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒØÔÅ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÉÎŒÏÌÀÃÉÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÃÉËÌ^1 òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ G É ÌÀÂÕÀ ÐÁÒÕ ÎÅ ÒÁŒÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÉÎŒÏÌÀ- ÃÉÊ g_1; g_2 ∈ G. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ⟨g_1; g_2⟩ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÕÀ ÉÍÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ^2 É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ⟨g_1; g_2⟩ ÍÏÖÎÏ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÄÉÜÄÒÁ D_n, ÇÄÅ n | ÜÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ^3 g_1g_2 Œ G.

ðÏÄÇÒÕÐÐÁ ⟨g_1; g_2⟩ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÞÅÒÅÄÕÀÝÉÈÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ g_1g_2g_1g_2 : : : É g_2g_1g_2g_1 : : : . äÏÍÎÏÖÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Id = (g_1g_2)^n = g_1g_2g_1g_2 : : : g_1g_2

n ÐÁÒ

ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ g_2 É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ g^2 = Id, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ g_2 = g_1g_2g_1 · · · g_1, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÉÄÁ g_2g_1g_2g_1 : : : Œ ŒÉÄÅ g_1g_2g_1g_2 : : : . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ ŒÍÅÓÔÏ ÓÁÍÏÊ ÌÅŒÏÊ ÂÕËŒÙ g_2 ÒÁŒÎÏÅ ÅÊ ÓÌÏŒÏ g_1g_2g_1 · · · g_1 É ÐÒÏÉÚŒÅÓÔÉ ŒÓÅ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÎÁ ÓÔÙËÅ ÄŒÕÈ ÓÌÏŒ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ, Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÂÏ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÏËÒÁÔÉÔÓÑ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏŒÏ g_2g_1g_2g_1 : : : , ÞÔÏ ÓÒÁÚÕ ÐÒÉŒÅÄčÔ ÎÁÓ Ë ÖÅÌÁÅÍÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ, ÌÉÂÏ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÏËÒÁÔÉÔÓÑ ŒÓč ÐÏÄÓÔÁŒÌÅÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ g_1g_2g_1 · · · g_1 É ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÓÌÏŒÏ ŒÉÄÁ g_2g_1g_2g_1 : : : , ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ËÏÒÏÞÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ, É Ë ÎÅÍÕ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ. éÔÁË, ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ ⟨g_1; g_2⟩ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ g_1g_2g_1g_2 : : : , ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (g_1g_2)^n = Id ÍÏÖÎÏ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÔØ ÄÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2n − 1 ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. œÓÅ ÔÁËÉÅ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ Id. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ g_1g_2g_1 : : : ÒÁŒÎÑÌÏÓØ Id, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ Œ ÎčÍ ÂÙÌ ÂÙ ÒÁŒÅÎ g_1 (ÉÎÁÞÅ ÐÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ g_1g_2 ÂÙÌ ÂÙ ÍÅÎØÛÅ n, É, ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ g_1g_2g_1 · · · g_1 = Id ÓÌÅŒÁ É ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ g_1, ÍÙ ÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÎÁ 2 ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÍÅÎØÛÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g_2g_1g_2 : : : g_2 = Id, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ Ó ÄŒÕÈ ÎÁ g_2 É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÅÝč ÍÅÎØÛÅÅ ÎÁ 2 ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ É Ô. Ä., ÐÏËÁ ÎÅ ÐÒÉÄčÍ ÌÉÂÏ Ë g_1 = Id, ÌÉÂÏ Ë g_2 = Id, ÞÔÏ ÎÅ ÔÁË.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.8. ðÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ 2n−1 ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ g_1g_2g_1g_2 : : : ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ⟨g_1; g_2⟩ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É 2n − 1 ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ g_1g_2g_1 : : : . óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑÍ g_1 É g_2 ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ff_{‘1} É ff_{‘2} ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄŒÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÏÓÅÊ ‘_1 É ‘_2 n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÐÒÉ ÞčÔÎÏÍ n ÒÁŒÅÎ ı=n, Á ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÏÍ | 2ı=n). ëÏÍÐÏÚÉÃÉÉ g_1g_2 ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ff_{‘1} ff_{‘2} , ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 1.12 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ÏÔ ‘_2 Ë ‘_1 ÎÁ ÕÇÏÌ 2ı=n ÐÒÉ ÞčÔÎÏÍ n, É ÎÁ ÕÇÏÌ 2 · (2ı=n) ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÑ 2n − 1 ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ g_1g_2g_1g_2 : : : Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ËÏÍ- ÐÏÚÉÃÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÕÀ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÇÒÕÐÐÏÊ ÄÉÜÄÒÁ D_n É ÇÒÕÐÐÏÊ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑÍÉ g_1 É g_2.

1ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÄŒÕÈ ÏÓÅŒÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀ- ÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÕÄŒÏÅÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÓÒ. Ó ÕÐÒ. 1.12

2ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ g1; g2; : : : ; gn ∈ G, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ⊂ G, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ŒÓÅ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ; ÔÁËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ gi É ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë ÎÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ g^{−1}_i

3ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ n ⩾ 2, ÐÏÓËÏÌØËÕ g1 ≠ g2 = g^{−1}_2

§4. áÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.

4.1. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÒÕÐÐ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐ G^’� H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ, Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ g_1; g_2 ∈ G_1 Œ ÇÒÕÐÐÅ G_2 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ’(g_1∘g_2) = ’(g_1)∘’(g_2). îÁÞÉÎÁÑ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÏ- ÍÅÎÔÁ ÔÅÒÍÉÎÙ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÇÒÕÐÐ ÂÕÄÕÔ ÄÌÑ ÎÁÓ ÐÏ ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ ÏÚÎÁÞÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÎÉ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Aut (G) ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÂÉÅËÔÉŒÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏŒ ÉÚ G Œ ÓÅÂÑ, Hom(G; H) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÉÚ G Œ H É Ô. Ä. åÓÌÉ ÖÅ ÍÙ ÚÁÈÏÔÉÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÙÅ, ÎÏ ÌÀÂÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÍÙ ÂÕ- ÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ Aut_{set}(G), Hom_{set}(G; H), ÇÄÅ ÉÎÄÅËÓ set ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÄÁÎÎÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÇÒÕÐÐÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÂÅÚ ÕÞčÔÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ.

îÁÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÇÒÕÐÐÙ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÔÁÂÌÉÃÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍÉ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ ÔÁËÉÈ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ Œ (n^∘ 2.1.4), (n^∘ 2.1.5) ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ S_3 É ÐÏÌÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ Ó S_4, Á ÔÁËÖÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÓÄŒÉÇÏŒ, ËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ | Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ (n^∘ 3.3.3), Á ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ ÄŒÕÍÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑÍÉ, | Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÄÉÜÄÒÁ (n^∘ 3.3.5). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝč ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

4.1.1. ðÒÉÍÅÒ: ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ËÕÂÁ Ó S_4. óÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ËÕÂÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 24

òÉÓ. 4⋄1. ë ÄÅÊÓÔŒÉÀ ÇÒÕÐÐÙ ËÕÂÁ ÎÁ 4 ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ (1, 2, 3, 4) É 3 ÐÁÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ (ÐÒÏÚÒÁÞÎÕÀ, ÓŒÅÔÌÕÀ, ÔčÍÎÕÀ).

ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ (ÓÍ. ÒÉÓ. 4⋄1) : ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ, 3 · 3 = 9 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ÕÇÌÙ, ËÒÁÔÎÙÅ 90^∘ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏ- ÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, 4 · 2 = 8 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ÕÇÌÙ, ËÒÁÔÎÙÅ 120^∘ ŒÏËÒÕÇ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ, ÓÏ- ÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ, É 6 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ 180^∘ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏ- ÌÏÖÎÙÈ ÒčÂÅÒ. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÎÅÔ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ËÕÂÁ ÎÁ ŒÏÓØÍÉ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÁÈ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÄÎÕ ÏÒÂÉÔÕ, É ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒ- ÂÉÔÙ (n^∘ 3.1.3) .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.1. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ŒÅÒÛÉÎÙ

Œ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ËÕÂÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒčÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ÕÇÌÙ, ËÒÁÔÎÙÅ 120^∘, ŒÏËÒÕÇ ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ŒÅÒÛÉÎÕ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËÕÂÁ.

úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËÕÂÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÐÒÏÔÉ- ŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ (ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ÎÁ ÒÉÓ. 4⋄1 ÏÄÉÎÁËÏ- ŒÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÃÉÆÒÁÍÉ 1, 2, 3, 4 É ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÒÁÝÅÎÉÀ ËÕÂÁ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÍÕÀ ÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ËÕÂÁ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ S_4. ïÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ 6 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ±90^∘ Œ 6 ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 4 ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ , 8 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ±120^∘ | Œ 8 ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 3 ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ , 3 ÐÏŒÏ- ÒÏÔÁ ÎÁ ±180^∘ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, | Œ 3 ÐÁÒÙ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ , Á 6 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ 180^∘ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏ-

ÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÒčÂÅÒ, | Œ 6 ÐÒÏÓÔÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ

ËÕÂÁ, ËÁË É ÐÏÌÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ S_4.

4.1.2. ðÒÉÍÅÒ: ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ S_4 � S_3. åÓÌÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ŒÍÅÓÔÏ ÞÅÔÙÒčÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ËÕÂÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÒÉ ÐÁÒÙ ÅÇÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ (ÎÁ ÒÉÓ. 4⋄1 | ÐÒÏÚÒÁÞÎÕÀ, ÓŒÅÔÌÕÀ É ÔčÍÎÀ) ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ | ÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÃÅÎÔÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, ÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÒÁÝÅÎÉÀ ËÕÂÁ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÍÕÀ ÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ÜÔÉÈ ÐÁÒ (ÓÏÏÔŒ. ÏÔÒÅÚËÏŒ) ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ËÕÂÁ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ S_3, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ 6 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ïÎ ÜÐÉÍÏÒÆÅÎ, ÐÒÉÞčÍ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÉÚ S_3 ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ËÕÂÁ:

ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ É 3 ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÎÁ ±180^∘ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏ- ÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, ÐÅÒÅÊÄÕÔ Œ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ , 8 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ±120^∘ ŒÏËÒÕÇ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ

ÐÅÒÅÊÄÕÔ Œ 2 ÃÉËÌÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÃÉËÌÁ , Á 6 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ 180^∘ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ

ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÒčÂÅÒ É 6 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ±90^∘ ÐÅÒÅÊÄÕÔ Œ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ËÕÂÁ É 3 ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÎÁ ±180^∘ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ Œ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ËÕÂÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ÇÒÕÐÐÅ ÄÉÜÄÒÁ-ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÁ D_2, É ÞÔÏ ÐÏÌÎÙÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ S_3 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ (n^∘ 4.1.2) ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ËÕÂÁ ÐÏ ÜÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ.

4.1.3. ðÒÉÍÅÒ: ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ. œ ÜÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÎÁËÁ

sgn : S_n^{g→sgn(g)}� {±1} ; (4-1)

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ g ∈ S_n Åč ÚÎÁË sgn(g) = ±1 ÔÁË, ÞÔÏ

∀ g_1; g_2 ∈ S_n sgn(g_1g_2) = sgn(g_1)sgn(g_2) : (4-2)

îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. (n^∘ 3.3.5)), ÞÔÏ ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÃÉËÌ ÄÌÉÎÙ ÄŒÁ ⟨i; j⟩ ∈ S_n (ÍÅÎÑÀÝÉÊ ÍÅÓÔÁÍÉ i-ÔÙÊ É j- ÔÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ) ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ i É j. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 3.6 ŒÓÑËÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÁ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ, ÐÒÉÞčÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÍÎÏÇÉÍÉ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. îÁÍ ÂÙ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÚÁÄÁÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (4-1) ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑÍÉ sgn(Id) = 1 É sgn(⟨i; j⟩) = −1 ∀ i ≠ j, Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (4-2). ôÏ- ÇÄÁ ŒÓÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÅ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ^1, ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÚÎÁË +1, Á ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÀÝÉÅÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÎÅÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ^2, ÐÏÌÕÞÁÔ ÚÎÁË −1, É ÓŒÏÊÓÔŒÏ (4-2) ÂÕÄÅÔ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ. ïÄÎÁËÏ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÏÓÔÒÏÅ- ÎÉÅ ÎÅ ÐÒÉŒÅÄčÔ ÎÁÓ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ: ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÂÙÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÎÅÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞčÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ g ∈ S_n, ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ g, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ÓÐÏÓÏÂÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÕËÁÖÅÍ ÓÐÏÓÏÂ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÞčÔÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ g, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÊ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ g Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ. îÁÚÏŒčÍ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÕÀ ÐÁÒÕ ÞÉÓÅÌ (i; j), ÔÁËÕÀ ÞÔÏ 1 ⩽ i < j ⩽ n, ÉÎŒÅÒÓÎÏÊ ÐÁÒÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ g, ÅÓÌÉ g(i) > g(j). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÒÁÚÂÉŒÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ ÞÉÓÅÌ {i < j} ⊂ {1; 2; : : : ; n} (ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ n(n − 1)=2 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ) ÎÁ ÄŒÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÉÎŒÅÒÓÎÙÍÉ É ÎÅÉÎŒÅÒÓÎÙÍÉ ÐÁÒÁÍÉ, ÐÒÉÞčÍ ÜÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ g, ĂÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÎÁÑĄ ÐÒÏ ÔÏ, ËÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ g ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÞčÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎŒÅÒÓÎÙÈ ÐÁÒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÞčÔÎÏ- ÓÔØÀ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ Åč ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÎÁÞÁÌÅ ÐÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ g c ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÅÊ ⟨i; j⟩ ÞčÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎŒÅÒÓÎÙÈ ÐÁÒ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ g É g∘⟨i; j⟩ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ g_i = g(i) É g_j = g(j), ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ i-ÔÏÍ É j-ÔÏÍ ÍÅÓÔÁÈ Œ ÎÁÛÅÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ g ÓÌÏŒÏÍ:

g = (g_1; : : : ; g_{i−1}; g_i; g_{i+1}; : : : ; g_{i−1}; g_j ; g_{j+1}; : : : ; g_n) g∘⟨i; j⟩ = (g_1; : : : ; g_{i−1}; g_j ; g_{i+1}; : : : ; g_{i−1}; g_i; g_{j+1}; : : : ; g_n) :

(4-3)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Õ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË (4-3) ÉÎŒÅÒÓÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ (i; j), Á ÔÁËÖÅ 2(j − i − 1) ÐÁÒ ŒÉÄÁ (i; m) É (m; j) Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ m ÉÚ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ i < m < j ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÁ^3, Á ÉÎŒÅÒÓÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÁÒ ÏÄÉÎÁËÏŒÁ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÉÎŒÅÒÓÎÙÈ ÐÁÒ Œ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÈ ÒÁÚÎÉÔÓÑ ÎÁ ÎÅÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Ó ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÅÊ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÞčÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎŒÅÒÓÎÙÈ ÐÁÒ. åÓÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÔÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ g Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ:

g = ⟨i_1; j_1⟩∘⟨i_2; j_2⟩∘ · · · ∘⟨i_k; j_k⟩ = Id∘⟨i_1; j_1⟩∘⟨i_2; j_2⟩∘ · · · ∘⟨i_k; j_k⟩

1ÔÁËÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÞčÔÎÙÍÉ 2ÔÁËÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅÞčÔÎÙÍÉ 3Ô. Å. ÅÓÌÉ ÂÙÌÉ ÉÎŒÅÒÓÎÙÍÉ Œ g, ÔÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÉÎŒÅÒÓÎÙÍÉ Œ g∘⟨i; j⟩ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÂÙÌÉ ÎÅÉÎŒÅÒÓÎÙÍÉ Œ g, ÔÏ ÓÔÁÌÉ ÉÎŒÅÒÓÎÙÍÉ Œ g∘⟨i; j⟩

24 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

ÔÏ ÞčÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎŒÅÒÓÎÙÈ ÐÁÒ Œ ÎÅÊ ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÎÕÌÑ (ÒÁŒÎÏÇÏ ÞčÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÉÎŒÅÒÓÎÙÈ ÐÁÒ Œ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ) Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ÞčÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ k. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÞčÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ g, ÒÁŒÎÁ ÞčÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÉÎŒÅÒÓÎÙÈ ÐÁÒ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ g, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÐÏÓÏÂÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.

òÉÓ. 4⋄2. sgn(2; 9; 6; 1; 8; 3; 5; 7; 4) = +1 (ŒÓÅÇÏ 18 ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ)

éÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÞčÔÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ËÁË ÞčÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÉÎŒÅÒÓÎÙÈ ÐÁÒ ÄÁčÔ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÞčÔÎÏÓÔÉ, ÉÚŒÅÓÔÎÙÊ ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ ÎÉÔÏÞÅË. á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁÐÉÛÅÍ ÄÒÕÇ ÐÏÄ ÄÒÕÇÏÍ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÞÉÓÌÁ 1, 2, . . . , n É ÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ g = (g_1; g_2; : : : ; g_n) É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÉÔÑÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÔÅÊ ÎÅ ŒÙÌÅÚÁÌÁ ÉÚÎÕÔÒÉ ÞÅÔÙÒčÈÕÇÏÌØÎÉËÁ 1 n g_n g_1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 4⋄2) É ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅ- ÓÅÞÅÎÉÑ ÎÉÔÅÊ ÂÙÌÉ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÄŒÏÊÎÙÍÉ^1. ôÏÇÄÁ ÞčÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎŒÅÒÓÎÙÈ ÐÁÒ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÁ ÞčÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÉÔÅÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.4. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÒÁŒÉÌÁ ÎÉÔÏÞÅË ÞčÔÎÏÓÔØ ÔÁÓÕÀÝÅÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒ- ËÉ (i_1; i_2; : : : ; i_k; j_1; j_2; : : : ; j_m) , Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÂÏÒÙ ÎÏÍÅÒÏŒ {i_˚ }; {j_¯} ⊂ {1; 2; : : : ; n} ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, É ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ.

äÒÕÇÉÍ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÞčÔÎÏÓÔÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÃÉËÌÏŒ (ÓÍ. n^∘ 3.2).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÞčÔÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÃÉËÌÏŒ ÞčÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ Œ Åč ÃÉËÌÏŒÏÍ ÔÉÐÅ ÞčÔÎÏ.

îÁÐÒÉÍÅÒ ÄÌÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ Ó ÒÉÓ. 4⋄2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ (2; 9; 6; 1; 8; 3; 5; 7; 4) = ⟨1; 2; 9; 4⟩∘⟨3; 6⟩∘⟨5; 8; 7⟩ ; ÏÔ- ËÕÄÁ ÔÏÖÅ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÞčÔÎÁ.

4.2. úÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ A_n ⊂ S_n. þčÔÎÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ S_n ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÐÏÒÑÄËÁ n!=2. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÞčÔÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÔÁËÖÅ ÞčÔÎÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Åč ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÒÏŒÎÏ ÉÚ ÔÅÈ ÖÅ ÓÁÍÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ, ÎÏ ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÈ Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.6. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Ë ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ:

(g_1g_2 · · · g_k)^{−1} = g^{−1}_k · · · g^{−1}_2 g^{−1}_1 :

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÞčÔÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÔÁËÖÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞčÔÎÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞčÔÎÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒ- ËÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÎÅÞčÔÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË g_1, g_2 ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ g_1g^{−1}_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞčÔÎÏÊ, ŒÓÅ ÎÅÞčÔÎÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÍ ÓÍÅÖÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÜÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂSSÅÄÉÎÅ- ÎÉÅ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄŒÕÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ, É ÔÁË ËÁË ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÞčÔÎÙÈ É ÎÅÞčÔÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÒÏŒÎÕ.

ðÏ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÐÏÚÖÅ, ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÔÅÏÒÉÀ çÁÌÕÁ, ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÞčÔÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒÏË ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ^2 A_n ⊂ S_n.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.7. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÐÏÌÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ Ó S_4, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍ Œ ÐÒÉ- ÍÅÒÅ (n^∘ 2.1.5), ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ A_4 ⊂ S_4.

1ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÄŒÅ ÎÉÔÉ, ÐÒÉÞčÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ: =\ , Á ÎÅ ÐÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ: )(

2ÇÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÂÕËŒÁ ĂáĄ, ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÁÑ Œ ÜÔÏÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ, ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÔ alternate

4.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐÙ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÎÁ A_5. úÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ A_5 ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÇÅÏÍÅ-

òÉÓ. 4⋄3. ïÄÉÎ ÉÚ ÐÑÔÉ ËÕÂÏŒ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÅ.

ÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ, ÐÏÈÏÖÕÀ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÀ ÇÒÕÐÐÙ A_4 ÉÚ ÕÐÒ. 4.7, É ÏÓÎÏŒÁÎÎÕÀ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 4⋄3) ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ 5 ËÕÂÏŒ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÏÓØÍÉŒÅÒÛÉÎÎÙÊ ÛÅÓÔÉÇÒÁÎÎÉË,

ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÊ ÉÚÏÂÒÁÖčÎÎÙÍÉ ÎÁ ÒÉÓ. 4⋄3 ÄŒÅÎÁÄÃÁÔØÀ ÄÉÁÇÏ- ÎÁÌÑÍÉ ÇÒÁÎÅÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÕÂÏÍ, É ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ ËÕÂÏŒ É Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÑÔØ.

úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÜÔÉ ËÕÂÙ ÃÉÆÒÁÍÉ 1, 2, 3, 4, 5 É ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÄŒÉÖÅÎÉÀ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÍÕÀ ÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ËÕÂÏŒ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ Œ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ S_5. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ (ÓÒ. Ó (n^∘ 2.1.6)), ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÁÍÉ 60 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÕÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ 60 ÞčÔÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË: 6 · 4 = 24 ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÎÁ ÕÇÌÙ 2ık=5 Ó k = 1; 2; 3; 4 ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏ- ÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, ÒÅÁ- ÌÉÚÕÀÔ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 5 (Ô. Å. ŒÓÅ 24 ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÃÉ- ËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ), 10 · 2 = 20 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ÕÇÌÙ ±2ı=3 ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, ÒÅ- ÁÌÉÚÕÀÔ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 3 (Ô. Å. ŒÓÅ 20 ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ), 15 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ 180^∘ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ

ÒčÂÅÒ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÁÒÙ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ (Ô. Å. ŒÓÅ 10 ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ); ÎÁËÏÎÅÃ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÅÒÅÊÄčÔ Œ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒ-

ËÕ. óÏÇÌÁÓÎÏ (n^∘ 2.1.6) ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÅÔÓÑ ÛÅÓÔØÀÄÅÓÑÔØÀ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÐÏŒÏÒÏÔÁÍÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÎÁÍÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ É ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ A_5.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÉÍÅÒÁ (n^∘ 2.1.5) É ÕÐÒ. 4.7 ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ Ë ÐÏÌÎÏÊ ÎÅ ÄÏÂÁŒÌÑÅÔ ÎÏŒÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ËÕÂÏŒ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÐÏÌÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ G ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ: G = H ⊔ gH, ÇÄÅ H ⊂ G | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ, Á g ∈ G ∖ H | ÌÀÂÏÅ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ. âÅÒÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ g ÃÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÎÔÒÁ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÕÀ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÕÂÏŒ Œ ÓÅÂÑ, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G � S_5 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ H � S_5 É ÒÁŒÅÎ A_5. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ g ∈ A_5 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ É ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÜÔÏÇÏ ÐÏŒÏÒÏÔÁ Ó ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ S_5 ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÏÌÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ.

4.3. áÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ. éÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ, ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÅ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ, ÂÕÄÅÔ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÄÌÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÊ É Œ ÄÒÕÇÏÊ. þÔÏÂÙ ÉÍÅÔØ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÔÏÞÎÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ É ÉÚÕÞÁÔØ ÔÁËÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÅ ÐÒÉÂÅÇÁÑ Ë ÑŒÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÇÒÕÐÐÙ Œ ŒÉÄÅ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ËÏÎ- ËÒÅÔÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÔÏÇÏ-ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ, ÕÄÏÂÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÇÒÕÐÐÙ.

á ÉÍÅÎÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ (ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ) ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ G × G � G, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (g_1; g_2) ∈ G × G ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g_1g_2 ∈ G, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

(fg)h = f(gh) ∀ f; g; h ∈ G (ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ) (4-4) ∃ e ∈ G : eg = ge = g ∀ g ∈G (ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ) (4-5) ∀ g ∈G ∃ g^{−1} ∈ G : gg^{−1} = g^{−1}g = e ∀ g ∈G (ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ) (4-6)

üÌÅÍÅÎÔ e, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÓÔÕÌÉÒÕÅÔÓÑ Œ (4-5), ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ, ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ e^′ É e^{′′} ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ e^′ = e^′e^{′′} = e^{′′}. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ n^∘ 1.6.1, ÓŒÏÊÓÔŒÏ (4-6) ÍÏÖÎÏ ÏÓÌÁÂÉÔØ ÄÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏ- ÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G ÌÅŒÏÇÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ f: fg = e É ÐÒÁŒÏÇÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ h: gh = e, ÎÅ ÔÒÅÂÕÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÌÉ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ | ÜÔÏ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙËÌÁÄËÏÊ f = fe = f(gh) = (fg)h = eh = h, ÐÏËÁÚÙŒÁÀÝÅÊ ÚÁÏÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g^{−1} = f = h ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ g ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. íÉÎÉÍÉÚÉÒÏŒÁÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÇÒÕÐÐÕ ÍÏÖÎÏ É ÄÁÌØÛÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.10. ìÀÂÉÔÅÌÑÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ŒÙËÌÁÄÏË ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ (4-5) ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÏÄÎÏÊ ÔÏÌØËÏ ÌÅŒÏÊ ÅÄÉÎÉÃÙ (Ô. Å. ÔÁËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ e, ÞÔÏ eg = g ∀ g ∈ G), Á Œ ÕÓÌÏŒÉÉ (4-6) | ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÔÏÌØËÏ ÌÅŒÏÇÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ (ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄ- ÇÌÑÄÅÔØ Œ ÓÎÏÓËÅ (^1)).

4.4. òÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. œÓÑËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÊ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂ- ÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ G^’� Aut (X) Œ ÇÒÕÐÐÙ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÉÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ËÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X. œÓÑËÉÊ ÔÁËÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÉÌÉ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÕÐÐÕ G ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ’(G) ⊂ Aut (X).

4.4.1. ìÅŒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ. ðÒÉÍÅÒÏÍ ÔÏÞÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÅŒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ X ŒÙÓÔÕÐÁÅÔ ÓÁÍÁ ÇÒÕÐÐÁ G, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. üÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

–_g : G^{h→gh} � G ; (4-7)

ÕÍÎÏÖÁÀÝÅÅ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ G ÓÌÅŒÁ ÎÁ g. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ –_g ÂÉÅËÔÉŒÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ –_g−1 : G^{h→g−1h} � G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ:

∀ h∈G –_g–_g−1 (h) = –_g(g^{−1}h) = gg^{−1}h = h É –_g−1 –_g(h) = –_g−1 (gh) = g^{−1}gh = h :

œÏÚÎÉËÁÀÝÅÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ^2

– : G^{g→˘g} � Aut_{set}(G) (4-8)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ, Ô. Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ –_{g1g2} = –_{g1} –_{g2} , Ô. Ë.

∀ h∈G –_{g1g2} (h) = g_1g_2h = –_{g1} (g_2h) = –_{g1} (–_{g2} (h)) = –_{g1} –_{g2} (h) :

çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ – ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, ÉÂÏ ÐÒÉ g_1 ≠ g_2 ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ –_{g1} É –_{g2} ÒÁÚÌÉÞÎÙ: ÅÓÌÉ –_{g1} (h) = –_{g2} (h) ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ h ∈ G, ÔÏ ÕÍÎÏÖÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g_1h = g_2h ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ h^{−1} , ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ g_1 = g_2.

4.4.2. ðÒÁŒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ. îÁÒÑÄÕ Ó ÌÅŒÙÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÍÏÖ- ÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÒÁŒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ

% : G^{g→%g} � Aut_{set}(G) ;

ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ %_g ÐÒÁŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ g^{−1}:

%_g : G^{h→hg−1} � G : (4-9) 1

ÒÅÛÅÎÉÅ: ÐÕÓÔØ g^{−1} ÏÚÎÁÞÁÅÔ (ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ) ÌÅŒÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë g, Á e | (ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ) ÌÅŒÕÀ ÅÄÉÎÉÃÕ; ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ g^{−1}gg^{−1} = eg^{−1} = g^{−1}; ÕÍÎÏÖÁÑ ÐÒÁŒÕÀ É ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÌÅŒÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë g^{−1}, ÐÏÌÕÞÁÅÍ gg^{−1} = e, Ô. Å. ÞÔÏ g^{−1} ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ É ÐÒÁŒÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë g ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ; ÔÅÐÅÒØ ÌÅÇËÏ ÕŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ e ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÐÒÁŒÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅÊ: ge = g(g^{−1}g) = (gg^{−1})g = eg = g

2ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ set Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ Aut set(G) ÕËÁÚÙŒÁÅÔ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÂÉÅËÃÉÉ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÅ Ó ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ Œ G; ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ –g , ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ, Ô. Ë. –g (h1h2) = gh1h2 ÏÂÙÞÎÏ ÎÅ ÒÁŒÎÏ –g (h1)–g (h2) = gh1gh2

ðÏÑŒÌÅÎÉÅ ÍÉÎÕÓ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ŒÙÚŒÁÎÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ % ÂÕÄÅÔ ÑŒÌÑÔØÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ, Ô. Å. ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ g_1g_2 Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ %_{g1} %_{g2} :

∀ h∈G %_{g1g2} (h) = h(g_1g_2)^{−1} = hg^{−1}_2 g^{−1}_1 = %_{g1} (hg^{−1}_2 ) = %_{g1} (%_{g2} (h)) = %_{g1} %_{g2} (h) ;

ÔÏÇÄÁ ËÁË ÎÁÉŒÎÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ %^′_g : h −→ hg, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÌÏ ÂÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

%^′_{g1g2} = %^′_{g2} %^′_{g1} ; Ô. Ë. ∀ h∈G %^′_{g1g2} (h) = hg_1g_2 = %^′_{g2} (hg_1) = %^′_{g2} ( %^′_{g1} (h) ) = %^′_{g2} %^′_{g1} (h) ;

Ô. Å. ÐÅÒÅŒÏÄÉÌÏ ÂÙ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÅ Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ^1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.11. õÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G^{%g}� G ÂÉÅËÔÉŒÎÏ ∀ g ∈ G É ÞÔÏ %_{g1} ≠ %_{g2} ÐÒÉ g_1 ≠ g_2.

4.4.3. ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ ÏÂ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ. œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ Œ ÈÏÄÕ ÄŒÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÌÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ŒŒÅÌÉ Œ (n^∘ 1.5) É ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ŒÓÀÄÕ Œ ÜÔÉÈ ÚÁÐÉÓËÁÈ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÎčÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ Ë ÓŒÏÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ ÓÌÅŒÁ É ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ:

fg(x)^{def}= f(g(x)) ; fgh(x)^{def}= f(g(h(x))) É Ô. Ä.

äÒÕÇÏÊ ÓÔÉÌØ | ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÐÒÁŒÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ | ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ Ë ÓŒÏÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ ÓÐÒÁŒÁ É ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ:

[fg]_{ÐÒÁŒ} : x^f−→ f(x)^g−→ g(f(x)) ; [fgh]_{ÐÒÁŒ} : x^f−→ f(x)^g−→ g(f(x))^h−→ f(g(f(x))) É Ô. Ä.

œ ĂÐÒÁŒÏÊĄ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÌÅŒÏÅ É ÐÒÁŒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÂÙ ÚÁÄÁ- ŒÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ, ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍÉ ÎÁÛÉÍ, Ô. Å. ÏÂÒÁÝÁÔØ g Œ ÌÅŒÏÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÉ, É ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÓÁÍÏ g, Á ÎÅ g^{−1} Œ ÐÒÁŒÏÍ. þÉÔÁÔÅÌØ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÍÉÍÏ ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ ÚÁÐÉÓÏË ÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ É ÄÒÕÇÉÍÉ ÕÞÅÂÎÉËÁÍÉ, ÄÏÌÖÅÎ ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÔÅÍ, ËÁËÏÊ ÓÔÉÌØ Œ ÎÉÈ ÐÒÉÎÑÔ, É ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØ Ó ÐÒÁŒÏÇÏ ÑÚÙËÁ ÎÁ ÌÅŒÙÊ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

4.4.4. ðÒÉÍÅÒ: ÞÉÓÌÏŒÙÅ ÇÒÕÐÐÙ. þÉÓÌÏŒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z, Q, R ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÍÉ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ^2. ðÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÌÅŒÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÉÚ n^∘ 4.4 ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÏÓ- ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÜÔÉ ÇÒÕÐÐÙ ËÁË ÇÒÕÐÐÙ ÓÄŒÉÇÏŒ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ: ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ g ∈ R Œ ÌÅŒÏÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÄŒÉÇÁ g : R^{x→g+x} � R. íÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÉÓÅÌ Q^∗ = Q ∖ {0} É R^∗ = R ∖ {0} ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ). ìÅŒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉ- ÒÕÅÔ ËÁÖÄÏÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÞÉÓÌÏ g ËÁË ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ g : R^{x→gx} � R. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁËÏŒ {±1} ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ (n^∘ 4.1.3) ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. œÓÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÇÒÕÐÐÙ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙ (ÉÌÉ ÁÂÅÌÅŒÙ), Ô. Å. ÐÏÍÉÍÏ ÓŒÏÊÓÔŒ (4-4){(4-6) ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ:

∀ g_1; g_2 ∈ G g_1g_2 = g_2g_1 (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ) (4-10)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.12. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÄÉÜÄÒÁÌØÎÙÈ ÇÒÕÐÐ É ÇÒÕÐÐ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ ËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÁ ÔÏÌØËÏ ÇÒÕÐÐÁ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÁ D_2 (ÓÒ. Ó ÕÐÒ. 4.2).

4.5. ðÏÄÇÒÕÐÐÙ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ. îÅÐÕÓÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ H ⊂ G (ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ) ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ G, ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ËÏ ŒÓÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÉÚ H, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ H ÔÏÖÅ ÌÅÖÁÔ Œ H. ëÁË É Œ (n^∘ 2.1) ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÃÁ ÇÒÕÐÐÙ G ÌÅÖÉÔ Œ H, ÐÏÓËÏÌØËÕ e = hh^{−1} ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ŒÚÑÔÏÇÏ h ∈ H.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ H Œ ÇÒÕÐÐÅ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ∀ h_1; h_2 ∈ H h_1h^{−1}_2 ∈ H .

1ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐ G� G^′, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ∀ g1; g2 ∈ G1 ÕÓÌÏŒÉÀ (g1g2) = (g2) (g1) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ

2ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ

äÌÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ŒÓÅ ÆÁËÔÙ, ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ Œ §2 ÄÌÑ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐ ÇÒÕÐÐ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, Ó ËÁÖÄÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ H ⊂ G ÍÏÖÎÏ ÓŒÑÚÁÔØ ÄŒÁ ÒÁÚ- ÂÉÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G : Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ^1 gH = {gh | h ∈ H} É Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÒÁŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ^2 Hg = {hg | h ∈ H} , ÐÒÉÞčÍ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÂÕÄÅÔ ÂÉÅËÔÉŒÅÎ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ H. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ:

|G=H| = [G : H] = |G|=|H| = |H\G| ;

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ G=H É H\G ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÌÅŒÙÈ É ÐÒÁŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎ- ÎÏ. ó ËÁÖÄÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ g ∈ G ÍÏÖÎÏ ÓŒÑÚÁÔØ ÃÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÕÀ ŒÓÅ- ÍÉ ÃÅÌÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ g. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÜÔÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÁ: ⟨g⟩ = {1; g; g^2; : : : ; g^{n−1}} ⊂ G , ÇÄÅ n = |⟨g⟩| ÒÁŒÎÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏ- ÇÏ g^n = e. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÐÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÁÃÅÌÏ ÄÅÌÉÔ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ |G|. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ∀ g ∈G g^{|G|} = e. œÓč ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÌÉÂÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, ÌÉÂÏ ÔÏÞÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ^3.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.14. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÅÝč ÒÁÚ ÐÅÒÅÇÏŒÏÒÉÔÅ ÄÌÑ ÓÅÂÑ ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÉÚ §2.

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n^∘ 2.2 É ÕÐÒ. 2.13), ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ 2ÎÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n^∘ 2.2.3), ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÐÒÁŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ ÔÁËÖÅ ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ 3ÌÀÂÏÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ G^⊂ � Aut (X) (ÓËÁÖÅÍ, ÌÅŒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (n^∘ 4.4.1)) ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ ŒÓÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÆÁËÔÙ Œ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÁÍÉ Œ §2 ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÈ ÇÒÕÐÐ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ

§5. óÔÒÏÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕÐÐÙ É ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ.

5.1. óÔÒÏÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. ìÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ G^’� G^′ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ e ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÅÄÉÎÉÃÕ e^′ ÇÒÕÐÐÙ G^′. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ’ (e) ’ (e) = ’ (ee) = ’ (e) É, ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ ’ (e)^{−1}, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ’ (e) = e^′. äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ’ ( g^{−1} ) ’(g) = ’ ( g^{−1}g ) = ’ (e) = e^′, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ’ ( g^{−1} ) = ’(g)^{−1}. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G^’� G^′

im (’) = ’(G) = {g^′ ∈ G^′ | ∃ g ∈ G : ’(g) = g^′}

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ G^′ : ∀ ’(g); ’(f) ∈ im (’) ’(g)’(f)^{−1} = ’(g)’(f^{−1}) = ’(gf^{−1}) ∈ im (’) .

ðÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÅÄÉÎÉÃÙ e^′ ∈ G^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

ker ’^{def}= ’^{−1} ( e^′ ) = { g ∈ G | | ’(g) = e^′ } :

ñÄÒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ G : ∀ g; f ∈ ker(’) gf^{−1} ∈ ker(’), ÐÏÓËÏÌØËÕ

’ (g) = ’ (f) = e^′ ⇒ ’(gf^{−1}) = ’(g)’(f^{−1}) = ’(g)’(f)^{−1} = e^′ ( e^′

)_{−1} = e^′ :

ðÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g^′ = ’(g) ∈ im (’) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÑÄÒÁ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G, ÐÒÉÞčÍ ÜÔÏÔ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÌÅŒÙÍ, ÔÁË É ÐÒÁŒÙÍ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ker(’), Ô. Å.

’^{−1}(’(g)) = g · ker(’) = ker(’) · g : (5-1)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ’(g) = ’(f) ÓÌÅŒÁ ÎÁ ’(g)^{−1}, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ e^′ = ’(g)^{−1}’(f) = ’ ( g^{−1}f ) , ËÏÔÏÒÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ g^{−1}f ∈ ker(’), ÉÌÉ f ∈ g · ker(’). áÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÏ, ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ’(g) = ’(f) ÎÁ ’(g)^{−1} ÓÐÒÁŒÁ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ e^′ = ’(f)’(g)^{−1} = ’ ( fg^{−1} ) , ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ fg^{−1} ∈ ker(’), Ô. Å. f ∈ ker(’) · g .

óÕÍÍÉÒÕÅÍ ŒÓč ÓËÁÚÁÎÎÏÅ Œ ŒÉÄÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐ.

5.1.1. ôåïòåíá. ïÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐ G^’� G^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÕÐÐÏÊ Œ G^′, Á ÑÄÒÏ | ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ G. ìÅŒÙÅ É ÐÒÁŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÑÄÒÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ É ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÌÏÑÍÉ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ G^’� im (’) : ∀ g ∈G g · ker(’) = ker(’) · g = ’^{−1} ( ’(g) ) . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, |im (’)| = [G : ker(’)] = |G| : | ker(’)| . □

5.1.2. óìåäóôœéå. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ ÂÙÌ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÓÏÓÔÏÑÌÏ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. □

5.1.3. ðÒÉÍÅÒ: ÑÄÒÏ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ S_4^’� S_3 ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ (n^∘ 4.1.2) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÒÁÝÅÎÉÊ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ Œ ÓÅÂÑ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÔÒčÈ ÐÁÒ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ^1, É ÐÏÔÏÍÕ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÇÒÕÐÐÅ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÁ D_2, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ÔÒčÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ 180^∘ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ. œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÒÕÐÐÙ S_4

ker(’) = {(1; 2; 3; 4) ; (2; 1; 4; 3) ; (3; 4; 1; 2) ; (4; 3; 2; 1)} (5-2)

ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ . óÄÅÌÁÎÎÏÅ ÎÁÍÉ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ (n^∘ 4.1.2) ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÌÏÉ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ ÓÏÓÔÏÑÔ ÒÏŒÎÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ, ÏÂSS- ÑÓÎÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ (n^∘ 5.1.1). þÉÔÁÔÅÌÀ ÎÁÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ÑŒÎÏ ÐÒÏÓÌÅÄÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÌÏÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÌÅŒÙÍÉ, ÔÁË É ÐÒÁŒÙÍÉ ÓÍÅÖÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ (5-2).

5.1.4. ðÒÉÍÅÒ: ÑÄÒÏ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ S_n^{sgn}� {±1} ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ (n^∘ 4.1.3) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ A_n. éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n^∘ 5.1.1) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÓÄÅÌÁÎÎÙÅ Œ (n^∘ 4.2) ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÞčÔÎÙÅ

1ÉÌÉ, ÅÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÔÒčÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÃÅÎÔÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ

30 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ S_5 ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÉÎÄÅËÓÁ 2, Á ÎÅÞčÔÎÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÜÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ (ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ËÁË ÌÅŒÙÊ, ÔÁË É ÐÒÁŒÙÊ).

5.1.5. ðÒÉÍÅÒ: ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÌÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ Œ S_5, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ (n^∘ 4.2.1), ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÇÒÕÐÐÅ {±1} É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, Á ÏÂÒÁÚ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ A_5 ⊂ S_5. ðÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÞčÔÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÐÑÔÉ ËÕÂÏŒ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ {±1} É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ Œ (n^∘ 2.1.6), (n^∘ 4.2.1) ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ, Á ÔÁËÖÅ ÅÇÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ Ó ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÌÀÂÙÍ ŒÒÁÝÅÎÉÅÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓč ÒÁŒÎÏ, Œ ËÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÜÔÕ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÂÒÁÔØ | ÜÔÏ ÅÝč ÒÁÚ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÅŒÙÊ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÖÅ É ÐÒÁŒÙÍ, Á ÚÁÏÄÎÏ ÕËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÐÏÓÏÂ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÐÒ. 4.9).

5.1.6. ðÒÉÍÅÒ: ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÏŒÏÀ ÐÒÑÍÏÀ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕÐ-

òÉÓ. 5⋄1. îÁËÒÙÔÉÅ R � S^1.

ÐÕ ŒÓÅÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÈ ÐÏŒÏÒÏÔÁÍÉ ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÕÇÌÙ, É ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ #_ff ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ ¸. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. åč ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÔÏÞËÁÍÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1 = {(x; y) | x^2 + y^2 = 1} (ÓÍ. ÒÉÓ. 5⋄1). á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÏÍÅÓÔÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Id = #_0 Œ ÔÏÞ- ËÕ (1; 0) (ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ), Á ÐÏŒÏÒÏÔ #_ff | Œ ÔÏÞËÕ (cos ¸; sin ¸), ÄÌÑ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ Œ ËÏÔÏÒÕÀ ÉÚ ÔÏÞËÉ #_0 = Id ÎÁÄÏ ÐÒÏÊÔÉ ÐÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÕÇÕ ÄÌÉÎÙ ¸ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏ- ŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, ÅÓÌÉ ¸ > 0, É ÐÏ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ, ÅÓÌÉ ¸ < 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ #_{ff1} #_{ff2} ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÉÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÄÕÇ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. éÍÅÅÔÓÑ ÚÁÍÅÞÁ- ÔÅÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÇÒÕÐÐÕ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ S^1. üÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉ- ŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ É ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÔ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ¸ ∈ R ÐÏŒÏÒÏÔ #_ff ÎÁ ÕÇÏÌ ¸:

u : R^{ff→#ff} � S^1 ; (5-3)

ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ĂÎÁÍÁÔÙŒÁÎÉÅĄ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÎÉÚÕ ŒŒÅÒÈ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ R, ÐÒÉÓÔÁŒÌÅÎÎÏÊ ÓŒÏÉÍ ÎÕÌčÍ Ë ÔÏÞËÅ #_0 (ÓÍ. ÒÉÓ. 5⋄1), ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ËÁË ÎÅÒÁÓÔÑÖÉÍÁÑ ÎÉÔØ ÎÁÍÁÔÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÁÔÕÛËÕ. õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ, Á ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÕÇÌÏŒ, ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ:

ker(u) = 2ı · Z = {¸ = 2ın | n ∈ Z} :

ðÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏŒÏÒÏÔÁ #_ff ∈ S^1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÜÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÕÇÌÏŒ, ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ #_ff. œÓÅ ÔÁËÉÅ ÕÇÌÙ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ¸ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏŒ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÔÉÈ ÕÇÌÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ ÐÏŒÏÒÏÔÁ #_a ∈ S^1 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

Arg (#_ff)^{def}= u^{−1}(#_ff) = {¸ + 2ın | n ∈ Z} :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.1. ðÕÓÔØ H ⊂ G | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ∀ g ∈G gH = Hg.

5.1.7. ðÒÉÍÅÒ: ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ Z � ¯_n É ÇÒÕÐÐÁ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(n). üÔÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ŒÅÒÓÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅ- ÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n > 1 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÇÒÕÐÐÕ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ —_n ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ (n^∘ 2.1.2)

u_n : Z^{k→øk} � —_n ; (5-4)

ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÃÅÌÏÍÕ ÞÉÓÌÕ k ÐÏŒÏÒÏÔ fi_k = #_{2ßk=n} ÎÁ ÕÇÏÌ 2ık=n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÞÅÒÅÚ (n)^{def}= ker(u_n) = {zn | z ∈ Z} ⊂ Z :

ïÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÒÁÔÎÙÈ n. óÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ k + (n) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ [k]_n ÉÌÉ k (mod n), Á ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÞÉÓÅÌ k; m ∈ Z ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ËÌÁÓÓÕ [k]_n = [m]_n ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ k ≡ m (mod n) (ÞÉÔÁÅÔÓÑ: Ăk ÓÒÁŒÎÉÍÏ Ó m ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ nĄ). ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Œ ÇÒÕÐÐÅ —_n ÍÏÖÅÔ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ ËÁË ÓÌÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏÍ [k]_n + [m]_n^{def}= [k + m]_n .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ ÐÒÑÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ŒÙÂÉÒÁÑ Œ ËÌÁÓÓÁÈ ŒÙÞÅÔÏŒ ÄÒÕÇÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ k^′ É m^′, ÔÁË ÞÔÏ [k^′]_n = [k]_n É [m^′]_n = [m]_n, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ [k^′ + m^′]_n = [k + m]_n.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ ÉÍÅÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÏŒÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. œÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÒÕÐÐÁ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Z=(n). ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÏÎÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ —_n .

5.2. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (n^∘ 5.1.1) ÐÏÄÇÒÕÐ- ÐÁ H ⊂ G, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G^’� G^′, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ | ŒÓÑËÉÊ Åč ÌÅŒÙÊ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ É ÐÒÁŒÙÍ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ, Ô. Å. ∀ g ∈G gH = Hg, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÎÁÞÅ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ËÁË

∀ g ∈G gHg^{−1} = H : (5-5)

ðÏÄÇÒÕÐÐÙ H ⊂ G, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ (ÉÌÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ- ÍÉ) ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍÉ, ÞÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÁË H ◁ G.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÌÀÂÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ. œ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ.

5.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ÎÅÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ ÔÏÞËÉ Ó ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ ÏÒÂÉÔÏÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ G = S_4 ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ H = Stab(1), ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔ 1 Œ ÓÅÂÑ. üÔÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÎÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.4. ðÕÓÔØ g = g^{−1} = ⟨1; 2⟩ (ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ 1 É 2). õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ

g · Stab(1) · g^{−1} = Stab(2) ≠ Stab(1) :

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ S_4=H, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏ (n^∘ 3.1.2) ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÏÒÂÉÔÏÊ {1; 2; 3; 4} ÜÌÅÍÅÎÔÁ 1, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

ev_1 : G_4^{g→g(1)} � {1; 2; 3; 4}

ÑŒÌÑÌÏÓØ ÂÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.5. õÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÜÔÏÍ.

5.2.2. ðòåäìïöåîéå. ðÏÄÇÒÕÐÐÁ H ⊂ G ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ËÁËÏÇÏ- ÎÉÂÕÄØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G^’� G^′, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÖÅ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÁ Œ (n^∘ 5.1.1). äÏËÁÖÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ. œÏÚØÍčÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ G^′ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G=H ŒÓÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ gH ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H É ÚÁÄÁÄÉÍ ÎÁ ÎčÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕÐÐÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÀÒØÅËÃÉÑ

G^{g→gH}� G=H ; (5-6)

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ g ∈ G ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ gH, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎ ÌÅÖÉÔ, ÂÙÌÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ. üÔÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÎÅ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÉÎÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ, ËÁË ÚÁÄÁÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÎÁ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(g_1H) · (g_2H)^{def}= g_1g_2H : (5-7)

îÅÐÒÉÑÔÎÏÓÔØ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÍÏÖÅÔ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØÓÑ Œ ŒÉÄÅ gH | Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ g ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. úÁÍÅÎÑÑ g_1 É g_2 ÎÁ f_1 É f_2, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ f_1H = g_1H É f_2H = g_2H, ÍÙ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÍ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (5-7), ÎÏ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏÌÕÞÉÍ ËÌÁÓÓ f_1f_2H, ËÏÔÏÒÙÊ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÏÖÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ g_1g_2H, ÞÔÏ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ, É ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÌÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ (n^∘ 5.2.1).

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ÎÏÒÍÁÌØÎÁ Œ G, ÔÏ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ f_1H = g_1H É f_2H = g_2H ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g_1g_2H = f_1f_2H, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÆÏÒÍÕÌÁ (5-7) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÎÁÄ ËÌÁÓÓÁÍÉ. òÁŒÅÎÓÔŒÁ f_1H = g_1H É f_2H = g_2H ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ g^{−1}_1 f_1 É g^{−1}_2 f_2 ÏÂÁ ÌÅÖÁÔ Œ H. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ g ∈ G É h ∈ H Œ ÓÉÌÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ H ÉÍÅÅÔÓÑ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ghg^{−1} ∈ H, ÜÌÅÍÅÎÔ g^{−1}_2 ( g^{−1}_1 f_1 ) g_2 (ËÏÔÏÒÙÊ

ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÅÓÌÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÐÏÌÏÖÉÔØ g = g^{−1}_2 , h = g^{−1}_1 f_1) ÌÅÖÉÔ Œ H. õÍÎÏÖÁÑ ÅÇÏ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ g^{−1}_2 f_2 ∈ H, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ g^{−1}_2 ( g^{−1}_1 f_1 ) g_2 ( g^{−1}_2 f_2 ) = g^{−1}_2 g^{−1}_1 f_1f_2 = (g_1g_2)^{−1} (f_1f_2) ∈ H . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, (g_1g_2) H = (f_1f_2) H , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

éÔÁË, ÍÙ ÚÁÄÁÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ G=H ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (5-6) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ïÓÔÁčÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ G=H Œ ÇÒÕÐÐÕ, Ô. Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ (4-4){(4-6). áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (5-7) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ G:

((g_1H) · (g_2H)) · (g_3H) = (g_1g_2H) · (g_3H) = (g_1g_2)g_3H = = g_1(g_2g_3)H = (g_1H) · (g_2g_3H) = (g_1H) · ((g_2H) · (g_3H)) :

éÚ ÐÒÁŒÉÌÁ (5-7) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ Œ G=H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÅÄÉÎÉÃÙ eH = H, Á ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ gH ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ g^{−1}H. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÄÏËÁÚÁÎÏ. □

5.3. æÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n^∘ 5.2.2) ÇÒÕÐÐÁ G=H, ÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÎÁÑ ÌÅŒÙÍÉ ÓÍÅÖÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ gH ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H ◁ G Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ (5-7) :

(g_1H) · (g_2H)^{def}= g_1g_2H (5-8)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕÐÐÏÊ G ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ H ◁ G, Á ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (5-6) , ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ ËÁ- ÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ Œ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÅÇÏ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ

G^{g→gH}� G=H ;

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ĂÓËÌÅ- ÉŒÁÅÔĄ ËÁÖÄÙÊ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H Œ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ, Á ÆÏÒÍÕÌÁ (5-8) ÚÁÄÁčÔ ÎÁ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕÐÐÙ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (5-8), Ô. Å. ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔÁ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ g_1, g_2 Œ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ, ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ÎÏÒÍÁÌØÎÁ Œ G. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ (5-8) ËÏÒÒÅËÔÎÁ, ÔÏ G=H, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÁŒÔÏÍÁ- ÔÉÞÅÓËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (5-6) | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ Ó ÑÄÒÏÍ H. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (n^∘ 5.1.1) ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ.

5.4. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (n^∘ 5.1.1) ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ im (’) ⊂ G_2 ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐ G^’� G^′ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕÐÐÅ G_1= ker(’). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÅÐÕÓÔÙÍÉ ÓÌÏÑÍÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ ÑŒÌÑÀÔÓÑ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÑÄÒÁ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÌÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ G^{’′′}� G= ker(’), ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G Œ ÅÇÏ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ g·ker(’) = ker(’)·g, É ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G= ker(’) ≃ im (’)^{⊂ ’′}� G^′, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏ ËÌÁÓÓ g·ker(’) = ker(’) · g Œ ÜÌÅÍÅÎÔ ’(g) ∈ im (’) ⊂ G^′. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ^1 ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÇÒÕÐÐ G^’ � G^′

G= ker(’) ≃ im (f) ⊂ ’^′ �

’^{′′} � (5-9)

äÉÁÇÒÁÍÍÁ (5-9) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G^’� G^′.

5.5. œÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. þÔÏÂÙ ÐÒÏÑÓÎÉÔØ ÓÍÙÓÌ ÕÓÌÏŒÉÑ gHg^{−1} = H, ÓŒÑÖÅÍ Ó ËÁÖÄÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ g ∈ G ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

Ad_g : G^{h→ghg−1} � G ; (5-10)

1ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ŒÄÏÌØ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÕÔÅÊ, ŒÅÄÕÝÉÈ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÕÚÌÁ ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ Œ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ Åč ÕÚÅÌ ÏÄÉÎÁËÏŒÁ; Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (5-9) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ’ = ’^′’^{′′}

ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅÍ^1 ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ g (ÉÌÉ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÁÓÓÏÃÉÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÍ Ó g).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.6. œ ÇÒÕÐÐÅ G ŒÓÅÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ff_‘ É fi^{(ff)}_O ÏÓÅŒÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ ‘ É ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ ¸ ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ O. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÓÏÐÒÑÇÁÑ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄŒÉÖÅÎÉÅÍ g ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ gff_‘g^{−1} = ff_{g(‘)} É gfi^{(ff)}_O g^{−1} = fi^{(ff)}_{g(O)}. þÔÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÄŒÉÖÅÎÉÅ g ÂÕÄÅÔ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H ⊂ G É ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

Ad_g (H) = gHg^{−1} = {ghg^{−1} | h ∈ H}

ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ G (ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÊ Ë H ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ g). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ad_g ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÔÉŒÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÓÅÂÑ:

Ad_g(h_1h_2) = gh_1h_2g^{−1} = gh_1g^{−1}gh_2g^{−1} = Ad_g(h_1)Ad_g(h_2) ; Ad^{−1}_g = Ad_g−1 ; Ô. Ë. ∀ h∈G Ad_g−1 Ad_g(h) = Ad_g−1 (ghg^{−1}) = g^{−1}ghg^{−1}g = h :

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ g, Ô. Å. Ad_{g1g2} = Ad_{g1} Ad_{g2} , ÐÏÓËÏÌØËÕ

∀ h∈G Ad_{g1g2} (h) = g_1g_2h(g_1g_2)^{−1} = g_1g_2hg^{−1}_2 g^{−1}_1 = Ad_{g1} (g_2hg^{−1}_2 ) = Ad_{g1} (Ad_{g2} (h)) :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ G^{Ad g}� G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Ad : G^{g→Ad g} � Aut (G) : (5-11) üÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G. œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÌÅ- ŒÏÇÏ É ÐÒÁŒÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ G ÁÂÅÌÅŒÁ, ŒÓÅ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (5-10) ÂÕÄÕÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ, É ÑÄÒÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÊ ÇÒÕÐ- ÐÏÊ. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ker(Ad ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ g ∈ G, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ghg^{−1} = h ∀ h ∈ G ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ, gh = hg. ðÏÄÇÒÕÐÐÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÈ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

Z(G)^{def}= {g ∈ G | ∀ h∈G gh = hg} :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ker(Ad ) = Z(G) | ÜÔÏ ÃÅÎÔÒ ÇÒÕÐÐÙ G. ïÂÒÁÚ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÑ im (Ad ) = Ad_G ⊂ Aut (G) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÇÒÕÐÐÙ G É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Int(G). áŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ’ ∈ Aut (G) ∖ Int(G) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÎÅÛÎÉÍÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z(S_n) = {e}, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ.

ïÒÂÉÔÙ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔÉ. éÎÙ- ÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËÌÁÓÓ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔÉ

Ad_G(f) = {gfg^{−1} | g ∈ G}

ÄÁÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f ∈ G ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ g ∈ G. óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f ∈ G ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ

C(f)^{def}= {g ∈ G | gfg^{−1} = f} = {g ∈ G | gf = fg} = {g ∈ G | fgf^{−1} = g} ;

ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÉÎÁÞÅ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ Ó f, ÉÌÉ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÏÓÔÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÐÒÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ f. üÔÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ

1ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Ad ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅÍ ÏÔ adjunction

34 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ f, ÒÁŒÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

|Ad_G(f)| = |G|=|C(f)| (5-12)

5.5.1. ðÒÉÍÅÒ: ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË. ðÒÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÉ ÃÉËÌÁ fi = ⟨i_1; i_2; : : : ; i_k⟩ ∈ S_n ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ g = (g_1; g_2; : : : ; g_n) ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÃÉËÌ

g · ⟨i_1; i_2; : : : ; i_k⟩ · g^{−1} = ⟨g(i_1); g(i_2); : : : ; g(i_k)⟩ ; (5-13)

ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ g-ÏÂÒÁÚÙ ÔÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÌÉÓØ ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÃÉËÌÏÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ m ∈ {1; 2; : : : ; n} ÌÅÖÉÔ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ {g(i_1); g(i_2); : : : ; g(i_k)} | ÓËÁÖÅÍ, m = g(i_˚ ), ÔÏ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (5-13) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÎÅÇÏ ËÁË

g(i_˚ )^{g−1}−→ i_˚^ø−→ i_{˚+1}^g−→ g(i_{˚+1}) ;

Ô. Å. Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÁË ÐÒÁŒÁÑ. åÓÌÉ ÖÅ m ∉ {g(i_1); g(i_2); : : : ; g(i_k)}, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, g^{−1}(m) ∉ {i_1; i_2; : : : ; i_k}, ÔÏ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ (5-13), ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÐÒÁŒÁÑ, ÏÓÔÁŒÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ m ÎÁ ÍÅÓÔÅ:

m^{g−1}−→ g^{−1}(m)

∉

{i_1; i_2; : : : ; i_k} ø−→ g^{−1}(m)^g−→ m :

ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÄÅÊÓÔŒÉÅ Ad_g ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ff ∈ S_n, ÒÁÓÐÁÄÁÀÝÕÀÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÃÉËÌÏŒ fi_1; fi_2; : : : ; fi_s, ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ Œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÐÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒËÉ g Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÃÉËÌÏŒ: gfi_1fi_2 · · · fi_sg^{−1} = gfi_1g^{−1} · gfi_2g^{−1} · · · · · gfi_s · g^{−1} . îÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ

ff = (6; 5; 4; 1; 8; 3; 9; 2; 7) = ⟨1; 6; 3; 4⟩⟨2; 5; 8⟩⟨7; 9⟩ =

1 6 3 4 2 5 8 7 9 ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ g = (2; 1; 5; 4; 3; 9; 8; 7; 6) ÂÕÄÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ

Ad_g (ff) = gffg^{−1} =

2 9 5 4 1 3 7 8 6 = = ⟨g(1); g(6); g(3); g(4)⟩ · ⟨g(2); g(5); g(8)⟩ · ⟨g(7); g(9)⟩ = (3; 9; 7; 2; 4; 8; 1; 6; 5) :

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÎÁ ÓÅÂÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ (n^∘ 3.2.1), ËÏÇÄÁ ÐÏÄÓÞÉÔÙŒÁÌÉ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ: ÅÓÌÉ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ff ∈ S_n Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÃÉËÌÏŒ É ÚÁÐÉÓÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÉÈ ÃÉËÌÏŒ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÅÊ ÃÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ff, ÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ff Ë gffg^{−1} ÂÕÄÅÔ ÚÁËÌÀÞÁÔØÓÑ Œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ g ËÏ ŒÓÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÌÁÓÓ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔÉ Ad_{Sn} (ff) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ff ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, ÉÍÅÀ- ÝÉÈ ÔÏÔ ÖÅ ÃÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ, ÞÔÏ É ff, É ÏÒÂÉÔÙ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_n ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ – ŒÅÓÁ n. ïÒÂÉÔÁ Ad_{Sn} (–), ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÅ – Ó m_1 ÓÔÒÏËÁÍÉ ÄÌÉÎÙ 1, m_2 ÓÔÒÏËÁÍÉ ÄÌÉÎÙ 2, . . . , m_n ÓÔÒÏËÁÍÉ ÄÌÉÎÙ n ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ

|Ad_{Sn} (–)| = n! z_˘ = n! 1^{m1} · m_1! · 2^{m2} · m_2! · · · · · n^{mn} · m_n!

ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, Á ÃÅÎÔÁÌÉÚÁÔÏÒ C(–) ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÉÚ ÜÔÏÊ ÏÒÂÉÔÙ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ

|C(–)| = z_˘ = 1^{m1} · m_1! · 2^{m2} · m_2! · · · · · n^{mn} · m_n! = n∏ ff=1 ¸^{mff} m_ff!

ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ gffg^{−1}, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ff = (ff_1; ff_2; : : : ; ff_n) ∈ S_n, ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÕÀ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g(i) ∈ {1; 2; : : : ; n} Œ ÜÌÅÍÅÎÔ^1 g(ff_i) .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÙ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÅ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ G ⊂ Aut (X) , ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ ÏÄÎÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË Œ ÄÒÕÇÕÀ: ÅÓÌÉ y = g(x), ÔÏ Stab(y) = g · Stab(x) · g^{−1} .

5.5.2. ðÒÉÍÅÒ: ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ Œ ÇÒÕÐÐÁÈ ÆÉÇÕÒ. åÓÌÉ ÄŒÉÖÅÎÉÅ g ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÔÏÞËÉ A, B Œ ÔÏÞËÉ ó = g(A) É D = g(B), ÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ gfig^{−1}, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÅ Ë ÐÏŒÏÒÏÔÕ fi ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ AB ÎÁ ÕÇÏÌ ¸ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ (ÅÓÌÉ ÓÍÏÔÒÅÔØ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÁ −−→ AB), ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÐÏŒÏÒÏÔ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ CD ÎÁ ÕÇÏÌ ¸ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ (ÅÓÌÉ ÓÍÏÔÒÅÔØ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÁ −−→ óD), ËÏÇÄÁ ÄŒÉÖÅÎÉÅ g ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ, É ÎÁ ÕÇÏÌ −¸, ËÏÇÄÁ g ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ g Œ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÆÉÇÕÒÙ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÐÏŒÏÒÏÔ fi Œ ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÕÇÏÌ, ÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ g Ë ÏÓÉ ÐÏŒÏÒÏÔÁ fi.

5.5.3. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÐÏ- ËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ gHg^{−1} = H ÄÌÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ G ⊂ Aut (X) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ H ĂÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁĄ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ËÏ ŒÓÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍ ÉÚ G Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ H ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ËÁË-ÔÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ŒÅÄÕÝÅÅ ÓÅÂÑ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ËÁËÏÍÕ-ÌÉÂÏ ÎÁÂÏÒÕ ÔÏÞÅË x_1; x_2; : : : ; x_m, ÔÏ Œ H ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÓÔÏÌØ ÖÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ŒÅÄÕÝÉÅ ÓÅÂÑ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ËÏ ŒÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ ÔÏÞÅË ŒÉÄÁ g(x_1); g(x_2); : : : ; g(x_m) Ó ÌÀÂÙÍÉ g ∈ G. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ (n^∘ 5.3) ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H = Stab(1) ⊂ S_4 ÎÅ ÂÙÌÁ ÉÎ- ŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÄÁŒÁÌÁÓØ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÐÒÉŒÑÚÁÎÎÙÍ Ë ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÞËÅ 1. óÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÅÊ g = ⟨1; 2⟩ ÐÅÒÅŒÏÄÉÌÏ ŒÓÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÉÚ H Œ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÔÅÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÎÏ ÕÖÅ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÔÏÞËÅ 2. îÁÐÒÏÔÉŒ, ÄÉÜÄÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ D_2 ⊂ S_4, ÓÏ- ÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË (1; 2; 3; 4) ; (2; 1; 4; 3) ; (3; 4; 1; 2) ; (4; 3; 2; 1) É ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÑÄÒÏÍ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ S_4 � S_3 ÉÚ (n^∘ 4.1.2), ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ËÏ ŒÓÅÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍ ÞÉÓÅÌ 1; 2; 3; 4, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ (2; 2).

õŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ⊂ G ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ, Œ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÏÍÏÇÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n^∘ 5.2.2):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ⊂ G ÎÏÒÍÁÌØÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X, Œ ËÏÔÏÒÏÍ H ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ŒÓÅÈ ÐÒÅÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÊ, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÎÁ ÍÅÓÔÅ.

5.6. ðÒÏÓÔÙÅ ÇÒÕÐÐÙ. çÒÕÐÐÁ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ {e} É G. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÌÀÂÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÒÏÓÔÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉËÁËÉÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ËÒÏÍÅ {e} É G. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÀ (n^∘ 5.2.2) ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÇÒÕÐÐÙ G ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ G � G^′ ÌÉÂÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÌÉÂÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ŒÓÀ ÇÒÕÐÐÕ G Œ ÅÄÉÎÉÃÕ e^′ ∈ G^′.

ïÄÎÉÍ ÉÚ ËÒÕÐÎÙÈ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ XX ŒÅËÁ ÂÙÌÏ ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÐÉÓËÁ ŒÓÅÈ ËÏ- ÎÅÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÇÒÕÐÐ. œ ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÍÎÏÇÉÅ ÉÚ ÉÄÅÊ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÈÓÑ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏ- ÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÓÐÉÓËÁ, Á ÔÁËÖÅ ŒÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ÍÏÖÎÏ ĂÓÏÂÉÒÁÔØĄ ÉÚ ÐÒÏÓÔÙÈ. ïÄÎÁËÏ, ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ, Á ÐÏËÁ ÞÔÏ ÍÙ ÚÁËÏÎÞÉÍ ÎÁÛÅ ÐÅÒŒÏÅ ÚÎÁËÏÍÓÔŒÏ Ó ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÅÒÉÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÉÇÒÁÀÝÅÊ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ.

5.6.1. ðòåäìïöåîéå. úÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ A_5 ÐÒÏÓÔÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ H ◁ A_5. ôÏÇÄÁ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ g ∈ H Œ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ H ŒÏÊÄÕÔ É ŒÓÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ g Œ A_5. ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ g Œ ÐÏÌÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ S_5 | ÜÔÏ ŒÓÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÔÏÇÏ ÖÅ ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÞÔÏ É g (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ (n^∘ 5.5.1)). ôÁË ËÁË g ÞčÔÎÁ, Åč

1ÐÏÓËÏÌØËÕ g(i), ÔÁË ÖÅ ËÁË É i, ÐÅÒÅÂÉÒÁÅÔ ÂÅÚ ÐÏŒÔÏÒÏŒ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; 2; : : : ; n}, ÏÐÉÓÁÎÉÅ g(i) −→ g(ffi) ĂÎÉÞÅÍ ÎÅ ÈÕÖÅĄ ÏÐÉÓÁÎÉÑ i −→ ffi | ÏÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÅÇÏ ĂÐÅÒÅÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÍĄ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ g

36 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

ÃÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ ŒÅÓÁ 5 Ó ÞčÔÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÓÔÒÏË ÞčÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ (ÓÍ. (n^∘ 4.1.3)). œÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ 4 ÔÁËÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

;

ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÃÉËÌÁÍ ÄÌÉÎÙ 5, ÃÉËÌÁÍ ÄÌÉÎÙ 3, ÐÁÒÁÍ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ É ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ. åÓÌÉ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ A_5 Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ (n^∘ 4.2.1)), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÜÔÉ ËÌÁÓÓÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ËÁË ÐÏŒÏÒÏÔÙ ÎÁ ÕÇÌÙ 2ık=5 ŒÏ- ËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, ÐÏŒÏÒÏÔÙ ÎÁ ÕÇÌÙ ±2ı=3 ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ, É ÐÏŒÏÒÏÔÙ ÎÁ 180^∘ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅ- ÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÒčÂÅÒ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÁÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ ÐÁÒÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ A; B ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÅÒÅŒÅÄÅÎÁ ŒÒÁÝÅÎÉÅÍ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ Œ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ÔÁËÕÀ ÐÁÒÕ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É Œ ÐÁÒÕ B; A), ŒÓÅ ÐÏŒÏÒÏÔÙ ÎÁ ±2ı=3 ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ Œ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ŒÓÅ ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 3 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÉÎ ËÌÁÓÓ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Œ S_5, ÎÏ É Œ A_5. ðÏ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ Œ A_5 É ŒÓÅ ÐÁÒÙ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ. á ŒÏÔ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ÐÑÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓÐÁÄÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄŒÁ ÒÁÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ: 12 ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÎÁ ÕÇÌÙ ±ı=5 É 12 ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÎÁ ÕÇÌÙ ±2ı=5.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.12. îÅ ÐÒÉÂÅÇÁÑ Ë ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÕ A_5 Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, Á ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÏÌØËÏ ÑŒÎÙÍÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË Œ ÓÔÉÌÅ ÐÒÉÍÅÒÁ (n^∘ 5.5.1), ÄÁÊÔÅ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Œ A_5 ŒÓÅ ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 3, Á ÔÁËÖÅ ŒÓÅ ÐÁÒÙ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ, Á ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 5 ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄŒÁ ËÌÁÓÓÁ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÐÏ 12 ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ É ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÉÚ ÃÉËÌÏŒ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ⟨1; 2; 3; 4; 5⟩, É ÃÉËÌÏŒ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ⟨2; 1; 3; 4; 5⟩.

éÔÁË, Œ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ A_5 ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ 5 ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔÉ: ËÌÁÓÓ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÉÊ 1 ÜÌÅÍÅÎÔ, ËÌÁÓÓ ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 3, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ 20 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÌÁÓÓ ÐÁÒ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ 15 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, É ÄŒÁ ËÌÁÓÓÁ ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 5, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÐÏ 12 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ðÏÓËÏÌØËÕ e ∈ H, Á ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÏŒ ÌÉÂÏ ŒÈÏÄÉÔ Œ H ÃÅÌÉËÏÍ, ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó H, ÐÏÒÑÄÏË ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H ÒÁŒÅÎ |H| = 1 + 12"_1 + 12"_2 + 20"_3 + 15"_4 ; (5-14)

ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ "_k ÒÁŒÅÎ ÌÉÂÏ 1, ÌÉÂÏ 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ (n^∘ 2.2.1) |H| ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ |A_5| = 3 · 4 · 5.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.13. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (5-14) ÄÅÌÉÔ 3 · 4 · 5 ÒÏŒÎÏ Œ ÄŒÕÈ ÓÌÕÞÁÑÈ: ËÏÇÄÁ ŒÓÅ "_k = 1 É ËÏÇÄÁ ŒÓÅ "_k = 0 ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Œ A_5 ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ É ŒÓÅÊ ÇÒÕÐÐÏÊ A_5, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ A_n Ó n > 5 ÔÏÖÅ ÐÒÏÓÔÙ. õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ. œÌÏÖÉÔÅ An−1 Œ An ËÁË ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÓÉÍŒÏÌÁ n, É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ- ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ An ÏÂÑÚÁÎÁ ÉÍÅÔØ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó An−1 (ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ Œ An−1, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ Ï ÐÒÏÓÔÏÔÅ An−1).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÉÎÄÅËÓÁ 2 Œ ÇÒÕÐÐÅ ŒÓÅÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÇÒÕÐÐÙ A_5 .

õËÁÚÁÎÉÅ. œÓÑËÉÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ A5 ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÃÉËÌ ÄÌÉÎÙ 5 Œ ÃÉËÌ ÄÌÉÎÙ 5 É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 5 Œ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 5.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.16∗. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ŒÎÅÛÎÉÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_6. õËÁÚÁÎÉÅ. îÁÊÄÉÔÅ Œ S6 ÄŒÁ ÒÁÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, É ÐÏÐÙÔÁÊÔÅÓØ ĂÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØĄ ÉÈ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ.

§6. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ É ÐÏÌÑ. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

6.1. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ É ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. óŒÏč ÚÎÁËÏÍÓÔŒÏ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÙ ÎÁÞÁÌÉ Ó ÆÏÒÍÕÌ É ÓÔÒÕËÔÕÒ, ÏÔÎÏÓÉŒÛÉÈÓÑ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ó ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÄÏÌÅÊ ÕÓÌÏŒÎÏÓÔÉ ÜÔÕ ÞÁÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÎÅÊ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ | ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÍÓÑ Ó ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ | ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ É ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ, ÇÌÁŒÎÙÍÉ ÄÅÊÓÔŒÕÀ- ÝÉÍÉ ÌÉÃÁÍÉ Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂSSÅËÔÙ ÔÉÐÁ ÞÉÓÅÌ É ÞÉÓÌÏŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÂÅ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙ. ðÒÏÓÔÅÊ- ÛÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÞÉÓÅÌ É ÞÉÓÌÏŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ | ÜÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ É ÐÏÌÑ. ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÐÏÌÅÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÏŒÙÅ ÐÏÌÑ Q É R, Á ÐÒÉÍÅ- ÒÁÍÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Z, Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Z[x], Q[x] É R[x] Ó ÃÅÌÙÍÉ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ É ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

ïÇÏŒÏÒÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÄÅÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ ĂËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀĄ É ĂÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀĄ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÉÓ- ËÕÓÓÔŒÅÎÎÏ. íÙ ÕÖÅ ŒÉÄÅÌÉ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ (n^∘ 4.4.4), ÞÔÏ ÞÉÓÌÏŒÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. œÁÖÎÅÊÛÉÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒ- ÎÙÈ ËÏÌØÃÁÈ É ÐÏÌÑÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ (ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÙ), ËÏÔÏÒÙÅ ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ ÖÉŒÕÔ Œ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ÍÉÒÅ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ËÁË ÇÒÕÐÐÙ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÞÁÓÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÕŒÉÄÅÔØ ÔÁËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ ÏÞÅŒÉÄÎÙ ÐÒÉ ÄÒÕÇÏÍ Åč ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ. ôÁË ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÊ É ÎÅËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÙÊ ÍÉÒÙ ÔÅÓÎÏ ÐÅÒÅÐÌÅÔÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÄÁÌÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÁÌÉÚÕÀÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ.

6.2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÌÑ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÎčÍ ÚÁÄÁÎÙ ÄŒÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ

F × F � F :

ÓÌÏÖÅÎÉÅ (a; b) −→ a + b É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (a; b) −→ ab ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) ÁËÓÉÏÍÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ

Á) ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ (ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ): a + b = b + a ∀ a; b∈F Â) ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ (ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ): a + (b + c) = (a + b) + c ∀ a; b; c∈F Œ) ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ÎÕÌÑ): ∃ 0∈F : a + 0 = a ∀ a∈F Ç) ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ: ∀ a∈F ∃ (−a)∈F : a + (−a) = 0

2) ÁËÓÉÏÍÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ

Á) ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ: ab = ba ∀ a; b∈F Â) ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ: a(bc) = (ab)c ∀ a; b; c∈F Œ) ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ÅÄÉÎÉÃÙ): ∃ 1∈F : a · 1 = a ∀ a∈F Ç) ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ: ∀ a∈F; a ≠ 0 ∃ a^{−1}∈F : a · a^{−1} = 1

3) ÁËÓÉÏÍÁ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ (ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ): a(b + c) = ab + ac ∀ a; b∈F

4) ÁËÓÉÏÍÁ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔÉ: 0 ≠ 1

ðÅÒŒÙÅ ÄŒÁ ÎÁÂÏÒÁ ÁËÓÉÏÍ ÕÔŒÅÒÖÄÁÀÔ, ÞÔÏ ŒÓč ÐÏÌÅ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ^1, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F^{∗ def}= F ∖ {0} ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ F ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ

1ÇÒÕÐÐÏŒÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ; ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÓÌÕÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ 0 (Œ ÁÄÄÉÔŒÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ), ÁÄÄÉÔŒÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍÉ; ÎÏŒÙÅ ÎÁÚŒÁÎÉÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÁÄÄÉÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÏŒÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÏÔ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÖÉÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ; ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÎÁÚŒÁÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ (ĂÅÄÉÎÉÃÁĄ, ĂÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔĄ) ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÌÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ

ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÄŒÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÒÅÇÕÌÉÒÕÀÔ ŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÉÅ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ŒÉÄÅÌÉ Œ (n^∘ 4.3), ÉÚ ÁËÓÉÏÍ ÇÒÕÐÐÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÃÁ É ÎÕÌØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙ, Á ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ É ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ −a É a^{−1} Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ F ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ a.

éÚ ÁËÓÉÏÍ ÐÏÌÑ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÕÀÔ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÒÕÇÉÅ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏ ÏÖÉÄÁÅÍÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÄÅÊÓÔŒÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÅ F ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ F ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ 0 · Á = 0 É (−1) · a = (−a) (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÁÑ a ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ a, ÞÅÇÏ a priori ÎÅ ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ; ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÇÌÑÄÅÔØ Œ ÓÎÏÓËÅ (^1)).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ Á ≠ 0 Œ ÁËÓÉÏÍÅ (2Ç) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÁÞÅ ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÂÙ 1 = 0 · 0^{−1} = 0, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÁËÓÉÏÍÅ^2.

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÐÏÌÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅ F_2, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ 0 É 1, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ 0 + 1 = 1 · 1 = 1, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ (ŒËÌÀÞÁÑ 1 + 1 = 0). üÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ĂÌÏÖØĄ É ĂÉÓÔÉÎÕĄ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Œ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ĂÉÓËÌÀÞÁÀÝÅÅ ÉÌÉĄ É ĂÉĄ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÕÌÙ É ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Œ ÐÏÌÅ F_2 | ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ĂÁÌÇÅÂÒÏÊ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊĄ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ F_2 ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ É ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x, ÒÁŒÎÙÊ ĂÎÅ xĄ, Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x É y, ÒÁŒÎÙÊ Ăx ÉÌÉ^3 yĄ.

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÐÏÌÑ, ÐÏÓÌÕÖÉŒÛÉÍ ÐÅÒŒÏÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÄÌÑ ŒŒÅÄÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅ ÒÁ- ÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ŒÙÒÁ- ÖÅÎÉÊ ŒÉÄÁ p=q Ó p; q ∈ Z É q ≠ 0, ÇÄÅ ÄŒÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ p=q É r=s ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ps = qr Œ Z. óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ p q + r s = ps + qr qs ; p q · r s = pr qs (6-1)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙ (ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ Œ ËÌÁÓÓÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ) É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÐÏÌÑ.

âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÐÏÌÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R. õ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R ÉÍÅÅÔ- ÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ^4. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÚÎÁËÏÍ Ó ÜÔÉÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ É ÐÏÎÉÍÁÅÔ, ÐÏÞÅÍÕ ÏÎÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁËÏÅ ÂÙ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÏÓØ, ÚÁÄÁÎÉÅ ÎÁ R ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÔÒÅ- ÂÕÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÅÒØčÚÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ, É ÐÒÏŒÅÒËÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÁËÓÉÏÍ ÐÏÌÑ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÅÏÒÅÍ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÁÎÁÌÉÚÁ. íÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÚÎÁÅÔ ÜÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ.

6.3. ðÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ R^2 Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ OXY Ó ÎÁÞÁ- ÌÏÍ Œ ÔÏÞËÅ ï = (0; 0) É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏÓÑÍÉ OX É OY , ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÙÍÉ ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÏŒ (1; 0) É (0; 1), ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ 1 é i (ÓÍ. ÒÉÓ. 6⋄1). ôÏÞËÉ z ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, Á ÓÁÍÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C.

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x; y) ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Re (z) = x, Im (z) = y É ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÑÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ëÁÖÄÏÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ z ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒ x · 1 + y · i | ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÔÏÞËÅ O É ËÏÎÃÏÍ 1

ÒÅÛÅÎÉÅ: ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ Á · 0 ÞÅÒÅÚ b, ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ b + a = a · 0 + a = a · 0 + a · 1 = a(0 + 1) = a · 1 = a; ÐÒÉÂÁŒÌÑÑ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (−Á), ÐÏÌÕÞÁÅÍ b = 0; ÎÁËÏÎÅÃ, (−1) · a + a = (−1) · a + 1 · a = ((−1) + 1) · a = 0 · a = 0, ÏÔËÕÄÁ (−1) · a = −a

2ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÁËÓÉÏÍÁ (4) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÀ F ≠ {0} : ÐÒÉ 0 = 1 ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÂÙ ∀ a ∈ F a = a·1 = a·0 = 0 3ÚÄÅÓØ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ĂÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÀÝÅÅ ÉÌÉĄ, Ô. Å. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÏÌÖÅÎ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁŒÎÁ 1

4ÔÒÉ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÐÏÔÒÅÂÉÔÅÌØÎÙÈ: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ (ÉÌÉ ÐÒÉŒÑÚÁÎÎÙÈ Ë ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÐÏÚÉÃÉÏÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄŒÏÉÞÎÙÈ) ÄÒÏÂÅÊ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ Q, Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ

Œ ÔÏÞËÅ z, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÅÍ ÖÅ ÓÉÍŒÏÌÏÍ z, ÞÔÏ É ÓÁÍÕ ÔÏÞËÕ. ôÏÞËÅ O = (0; 0) ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ 0.

6⋄1. áÔÒÉÂÕÔÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z = x · 1 + y · i.

ëÁÖÄÙÊ ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒ z = x·1+y·i ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ |z| = √ x^2 + y^2 , ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÍÏÄÕÌÅÍ ÞÉÓÌÁ z, É ÁÒÇÕÍÅÎÔ Arg (z)^{def}= {¸ + 2ık | k ∈ Z} ⊂ R , ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÕÇÌÏŒ^1, ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏŒÍÅÝÁÅÔ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÏÓÉ OX Ó ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅÍ ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒÁ z (ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÕÇÌÙ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÎÙÈ ÏÂÏÒÏÔÏŒ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ 2ıZ ⊂ R ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ (n^∘ 5.1.6)).

6⋄2. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

óÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÉÍ ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒÏŒ: ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË z_1 É z_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ, ÒÁÄÉÕÓ ŒÅËÔÏÒ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ z_1 + z_2 ÒÁÄÉÕÓ- ŒÅËÔÏÒÏŒ ÔÏÞÅË z_1 É z_2. œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÜÔÏ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(x_1 · 1 + y_1 · i) + (x_2 · 1 + y_2 · i) = (x_1 + x_2) · 1 + (y_1 + y_2) · i :

óÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ (ÓÍ. ÒÉÓ. 6⋄2), ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅÊ- ÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ z = 0, É Õ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÅÓÔØ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ.

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÕÇÌÙ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÉÚÍÅÒÑÀÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ (ÓÒ. Ó ÐÒÉÍÅÒÏÍ (n^∘ 5.1.6)), Á ÉÍÅÎÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÌÕÞÁ OZ Ó ÏÓØÀ OX ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁŒÅÎ ÄÌÉÎÅ ÐÕÔÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÄÏ ÐÒÏÊÔÉ ÐÏ ÅÄÉÎÉÞ- ÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ï ÏÔ ÔÏÞËÉ Åč ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÌÕÞčÍ OX ÄÏ ÔÏÞËÉ Åč ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÌÕÞčÍ OZ, ÐÒÉÞčÍ ÄÌÉÎÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ Ă+Ą, ÅÓÌÉ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, É ÓÏ ÚÎÁËÏÍ Ă−Ą, ÅÓ- ÌÉ ÐÏ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ; ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÄÕÇÁ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ | ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÂÏÒÏÔÏŒ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÕÇÏÌ ÎÅ ÅÓÔØ ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÏ ÃÅÌÏÅ ÓÞčÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ Ó ÒÁÚÎÏÓÔØÀ 2ı; ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Arg (∡XOZ) = {¸ + 2ık | k ∈ Z}, ÇÄÅ ¸ | ËÁËÏÅ-ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÕÇÌÁ, É ÎÁÚÙŒÁÔØ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ ÌÕÞÁ OZ (Œ ÓÔÁÒÉÎÕ ÓËÁÚÁÌÉ ÂÙ, ÞÔÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ ÌÕÞÁ OZ, Á ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÑÄÒÁ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÏŒÏÀ ÐÒÑÍÏÀ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ (n^∘ 5.1.6))

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z_1 É z_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ z_1z_2, ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ

|z_1z_2|^{def}= |z_1| · |z_2| ; Arg (z_1z_2)^{def}= Arg (z_1) + Arg (z_2) (6-2)

(ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÈ ÍÏÄÕÌÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ, Á ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ). üÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ. åÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ 1 ∈ C (ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ ÏÓÉ OX), Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ 0 · z = 0 ∀ z ∈ C . ïÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÎÅÎÕÌÅŒÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ z ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ z^{−1} Ó |z^{−1}| = 1=|z| ; Arg (z^{−1}) = −Arg (z) (6-3)

(ÓÍ. ÒÉÓ. 6⋄1). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ.

ìÅŒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÍ. n^∘ 4.4.1) ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ: ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a ∈ C

–_a : C^{z→az} � C

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÐÏŒÏÒÏÔÎÕÀ ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ^1 ÐÌÏÓËÏÓÔÉ C ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÕÇÏÌ Arg (a) Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ |a|. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÞËÁÍÉ a ∈ C É ÐÏŒÏÒÏÔÎÙÍÉ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ. üÔÁ ÂÉÅËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÏŒÏÒÏÔÎÙÈ ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ –_a É –_b ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏŒÏÒÏÔÎÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ –_{ab} (ÇÄÅ ÐÏÄ ab ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (6-2)) Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ |a||b| ÎÁ ÕÇÏÌ Arg (a) + Arg (b).

6.3.1. ðòåäìïöåîéå. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ŒÓÅÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÏÌÑ ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ (3). îÁ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÆÏÒÍÕÌÁ a(b + c) = ab + ac ÐÅÒÅÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË –_a(b + c) = –_a(b) + –_a(c) É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏŒÏÒÏÔÎÙÅ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÉÌÉ | ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ | ÞÔÏ ÌÀ- ÂÁÑ ÐÏŒÏÒÏÔÎÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ –_a ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ Œ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ. îÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÉÊ ÐÏŒÏÒÏÔ É ŒÓÑËÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ Œ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ. □

6.3.2. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÓØ OX Œ ÐÏÌÅ C ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÐÏÌÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R | ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÓÉ OX, Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÞÉÓÅÌ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ z = x · 1 + y · i ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒÁ z ÐÏ ÂÁÚÉÓÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ 1 = (1; 0) É i = (0; 1) Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ x = Re (z) É y = Im (z) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÒÎÙÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ Œ ÐÏÌÅ C | ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÍÏÇÕÔ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ ËÁË ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. óÌÅÄÕÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÔÒÁÄÉÃÉÉ ÏÐÕÓËÁÔØ ÚÎÁËÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÆÏÒÍÕÌÕ z = x·1+y·i ÏÂÙÞÎÏ ÓÏËÒÁÝÁÀÔ ÄÏ z = x + iy.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÁËÓÉÏÍÏÊ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ i^2 = −1, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z_1 = x_1 + iy_1 É z_2 = x_2 + iy_2, ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (6-2), ÐÏ ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË:

z_1z_2 = (x_1 + iy_1)(x_2 + iy_2) = (x_1x_2 − y_1y_2) + i(x_1y_2 + x_2y_1) : (6-4)

ïÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÞÉÓÌÕ z = x + iy ÞÉÓÌÏ z^{−1} ÔÁË ÖÅ ÌÅÇËÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ x É y:

z^{−1} = 1 x + iy = x − iy (x + iy)(x − iy) = x − iy x^2 + y^2 = x |z|^2 − iy |z|^2

; (6-5)

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏŒÏÒÏÔÎÏÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ O ÎÁ ÕÇÏÌ ¸ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ % > 0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÎÁ ÕÇÏÌ ¸ ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ O É ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ Œ % ÒÁÚ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ O (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó ÐÏŒÏÒÏÔÁÍÉ, ŒÓč ÒÁŒÎÏ, Œ ËÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÜÔÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ)

ÏÔËÕÄÁ Re ( z^{−1} ) = Re (z)=|z|^2 É Im ( z^{−1} ) = −Im (z)=|z|^2. þÉÓÌÏ z^{def}= x−iy ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ Ë ÞÉÓÌÕ z = x + iy. œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ z^{−1} = z=|z|^2. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ

C^{z→z} � C

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ OX. ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÏÌÑ C, Ô. Å. ∀ z ∈C z = z É ∀ z_1; z_2 ∈ C z_1 + z_2 = z_1 + z_2, z_1z_2 = z_1z_2 .

6.3.3. ðÒÉÍÅÒ: ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

z_1 = cos ’_1 + i sin ’_1 ; z_2 = cos ’_2 + i sin ’_2 ;

ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1 = {z : |z| = 1}. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ z_1z_2 , ŒÙÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (6-2) É ŒÙÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (6-4) , ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

cos(’_1 + ’_2) + i sin(’_1 + ’_2) = z_1z_2 = ( cos ’_1 cos ’_2 − sin ’_1 sin ’_2 ) + i ( cos ’_1 sin ’_2 + sin ’_1 cos ’_2 ) ; ÏÔËÕÄÁ cos(’_1 + ’_2) = cos ’_1 cos ’_2 − sin ’_1 sin ’_2 É sin(’_1 + ’_2) = cos ’_1 sin ’_2 + sin ’_1 cos ’_2 . ôÅÍ ÓÁ- ÍÙÍ, ÎÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÎÏ É ŒÓč ËÁÚÕÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÚÏÂÉÌÉÅ ÆÏÒÍÕÌ ÛËÏÌØÎÏÊ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÉ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÂÅÓ- ÆÏÒÍÅÎÎÙÊ ÛÌÅÊÆ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔŒÉÊ ÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÅ É ŒÙÞÉÓÌÑÔØ Ó ÎÉÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏ ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ĂÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏËĄ.

œÏÔ ÅÝč ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ z = cos ’ + i sin ’. ôÏÇÄÁ z^n = cos(n’) + i sin(n’) ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ, ÒÁÓËÒÙŒÁÑ ÓËÏÂËÉ Œ (cos ’ + i sin ’)^n ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1-9) ÉÚ §1. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

cos(n’) + i sin(n’) =

= cos^n’ + i ( n 1 ) cos^{n−1}’ sin ’ − ( n 2 ) cos^{n−2}’ sin^2’ − i ( n 3 ) cos^{n−3}’ sin^3’ + · · · = = (( n 0 ) cos^n’ − ( n 2 ) cos^{n−2}’ sin^2’ + ( n 4 ) cos^{n−4}’ sin^4’ − · · · ) + + i · (( n 1 ) cos^{n−1}’ sin ’ − ( n 3 ) cos^{n−3}’ sin^3’ + ( n 5 ) cos^{n−5}’ sin^5’ − · · · )

ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁËÌÀÞÁÅÔ Œ ÓÅÂÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ËÒÁÔÎÙÈ ÕÇÌÏŒ:

cos(n’) = ( n 0 ) cos^n’ − ( n 2 ) cos^{n−2}’ sin^2’ + ( n 4 ) cos^{n−4}’ sin^4’ − · · ·

sin(n’) = ( n 1 ) cos^{n−1}’ sin ’ − ( n 3 ) cos^{n−3}’ sin^3’ + ( n 5 ) cos^{n−5}’ sin^5’ − · · ·

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÏÍ n ÆÕÎËÃÉÑ sin(n’)= sin ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ sin^2’.

îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ, ËÏÒÎÉ É ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ. œÙÐÉÛÉÔÅ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÑŒÎÏ ÄÌÑ n = 3 É n = 5. îÁËÏÎÅÃ, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÎÅÞčÔÎÙÈ n ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ

sin(n’) sin ’

= (−4)^{n−12} n−1 2∏ ˚=1 ( sin^2’ − sin^2 2ı n )

6.3.4. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÒÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ z^n = a. òÅÛÉÍ Œ ÐÏÌÅ C ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ z^n = 1. óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÍÏÄÕÌÉ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ |z^n| = |z|^n = 1, ÏÔËÕÄÁ |z| = 1 . ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ ’ ÕÇÏÌ ÒÁÄÉÕÓ- ŒÅËÔÏÒÁ z Ó ÏÓØÀ OX É ÓÒÁŒÎÉŒÁÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

n’ ∈ Arg (1) = {2ık | k ∈ Z} ;

ÏÔËÕÄÁ ’ ∈ {2ık=n | k ∈ Z} . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ z^n = 1 ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ n ËÏÒÎÅÊ z_0; z_1; : : : ; z_{n−1}, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ŒÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ŒÅÒÛÉÎÁ z_0 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ 1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 6⋄3, ÇÄÅ n = 5; 6):

z_k = cos(2ık=n) + i sin(2ık=n) ; ÇÄÅ k = 0; 1; : : : ; (n − 1) :

42 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

6⋄3. ëÏÒÎÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ z^5 = 1 É z^6 = 1.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÃÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ —_n É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ËÏÒÎÅÊ n-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1. íÙ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÎÅÀ Œ ÐÒÉÍÅÒÁÈ (n^∘ 2.1.2), (n^∘ 2.2.2) É (n^∘ 5.1.7). œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÒÅÎØ z_1 = cos(2ı=n) + i sin(2ı=n). ôÏÇÄÁ z_k = z^k_1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ k = 0; 1; : : : ; (n − 1) . ïÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÇÒÕÐÐÙ —_n ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ. îÁ ÒÉÓ. 6⋄3 ŒÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ 1 ËÏÒÎÑ ÐÑÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ, Á ÓÒÅÄÉ ËÏÒÎÅÊ 6-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ z_1 É z_5 = z^{−1}_1 .

íÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ n-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1 É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ, ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÄÅÌÅÎÉÑ ËÒÕÇÁ ÎÁ n ÞÁÓÔÅÊ (ÉÌÉ n-ÔÙÍ ÃÉËÌÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÑÔÙÊ É ÛÅÓÔÏÊ ÃÉËÌÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÒÁŒÎÙ

f_5(z) = (z − z_1)(z − z_2)(z − z_3)(z − z_4) = z^4 + z^3 + z^2 + z + 1 f_6(z) = (z − z_1)(z − z_4) = z^2 − z + 1 :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.5∗. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n ∈ N ÃÉËÌÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_n(z) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÙÍ^1 ÎÁÄ Q ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ’(n) (ÇÄÅ ’(n) | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ n É ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó n).

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ: üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÐÏÌÅÚÎÙÍÉ ÆÁËÔÁÍÉ Ï ÃÉËÌÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ (ŒËÌÀÞÁÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÑŒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ÎÉÈ) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ĂÚÁÄÁÞÁÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏŒĄ Œ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ ÌÉÓÔËÅ 6^1_2 .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.6. œÙÒÁÚÉÔÅ sin(2ı=5) É cos(2ı=5) Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ ÏÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÄÓËÁÚËÁ: ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÛÉÔØ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÄÅÌÅÎÉÑ ËÒÕÇÁ z^4 + z^3 + z^2 + z + 1 = 0, ËÏÔÏÒÏÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ËŒÁÄÒÁÔÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÎÁ z^2 É ÚÁÍÅÎÏÊ t = z + z^{−1}.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ z^n = a. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ËÁË É ŒÙÛÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

|z| =^n √ |a| ; n’ ∈ Arg (a) = {¸ + 2ık | k ∈ Z} ;

ÇÄÅ ¸ | ÕÇÏÌ ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒÁ a Ó ÏÓØÀ OX. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ’ ∈

{_ff

n +^{2ßk}_n | | k ∈ Z} , Ô. Å. ËÏÒÎÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ z^n = a ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ŒÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ^n √ |a| Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ ÔÁË, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ ¸=n Ë ÏÓÉ OX.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.7. ñŒÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ É ÍÎÉÍÙÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÒÎÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ z^2 = a ÞÅÒÅÚ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÌÁ a ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÞÅÔÙÒčÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ É ÉÚŒÌÅÞÅÎÉÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

6.4. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ K Ó ÄŒÕÍÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÀÝÉÍÉ ŒÓÅÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÐÏÌÑ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. åÓÌÉ, ËÒÏÍÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔ- ÎÏÇÏ, ÉÚ ÓÐÉÓËÁ ÁËÓÉÏÍ ÐÏÌÑ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÅÝč ÁËÓÉÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ, Á Ó ÎÅÀ É ÁËÓÉÏÍÕ 0 ≠ 1, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ K, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÏÓÔÁŒÛÉÍÓÑ ÁËÓÉÏÍÁÍ, ÂÕÄÅÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ËÏÍ- ÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ. íÏÄÅÌØÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ËÏÌÅÃ Ó ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÐÏÌÑÍÉ | ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z, Á ÔÁËÖÅ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. ðÒÉÍÅÒÙ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ ÂÅÚ ÅÄÉÎÉÃÙ ÄÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÞčÔÎÙÅ

1Ô. Å. ÎÅ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÀÝÉÍÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ

ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÞčÔÎÙÍÉ ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÓŒÏÂÏÄ- ÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÚ ÕÐÒ. 6.1 ÏÓÔÁÀÔÓÑ Œ ÓÉÌÅ Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

ëÁË ÑŒÓÔŒÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÏÓÎÏŒÎÙÍ ÏÔÌÉÞÉÅÍ ËÏÌÅÃ ÏÔ ÐÏÌÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÏÚÍÏÖÎÏÅ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë ÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. üÌÅÍÅÎÔ a ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÜÔÏÍ ËÏÌØÃÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a^{−1}, ÞÔÏ a^{−1}a = 1. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÍ. ôÁË, Œ ËÏÌØÃÅ Z ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ 1 É −1. œ ËÏÌØÃÅ Q[x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅ- ÎÉ ÎÕÌØ). ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ b, ÅÓÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ q, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ a = bq. üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË b|a (ÞÉÔÁÅÔÓÑ Ăb ÄÅÌÉÔ aĄ) ÉÌÉ ËÁË a . b (ÞÉÔÁÅÔÓÑ Ăa ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ bĄ).

6.4.1. ðÒÉÍÅÒ: ÇÁÕÓÓÏŒÙ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÐÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

Z[i]^{def}= {z = x + iy | x; y; ∈ Z} :

þÉÓÌÁ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÁÈ Ó ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁÍÉ É ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÁÕÓÓÏŒÙÍÉ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. ïÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. œ Z[i] ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ 4 ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ: ±1 É ±i.

ëÏÌØÃÏ Z[i] ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Œ ÜÔÏÍ ËÏÌØÃÅ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏÑÓÎÑÀÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ŒÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÎÕÌØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÖÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ). óŒÑÚÁÎÏ ÜÔÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ x^2 + y^2 ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ Z[i] ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ: x^2 +y^2 = (x+iy)(x−iy), É ÚÁÄÁÞÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÄŒÕÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÁ Z[i]) Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÝÉÈ Œ Z[i]. ïÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÓÔÁŒÎÏÅ ÞÉÓÌÏ m = m_1m_2, ÏÂÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ:

m_1 = a^2_1 + b^2_1 = (a_1 + ib_1)(a_1 − ib_1) = z_1z_1 ; m_2 = a^2 + b^2 = (a_2 + ib_2)(a_2 − ib_2) = z_2z_2 ;

ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ:

m = z_1z_2 · z_1z_2 = |z_1z_2|^2 = (a_1b_1 − a_2b_2)^2 + (a_1b_2 + a_2b_1)^2 :

åÓÌÉ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ËÏÌØÃÁ Z[i] ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ (ÞÔÏ ŒÓËÏÒÅ ÂÕÄÅÔ ÎÁÍÉ ÓÄÅÌÁÎÏ), ÔÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÓŒÅÄčÔ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Œ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ Ë ŒÏÐÒÏÓÕ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍÉ Œ Z[i], Á ËÁËÉÅ ÎÁÞÉÎÁÀÔ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÔØÓÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. íÙ ÅÝč ŒÅÒÎčÍÓÑ Ë ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ^1 (n^∘ 10.3.8).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ n ∈ N Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÉÍÅÌÏ ŒÉÄ n = p_1 · p_2 · · · ·· p_s · k^2 , ÇÄÅ k ∈ Z | ÌÀÂÏÅ, Á p_1; p_2; : : : ; p_s | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÅ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.10∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÏÅ p ∈ N ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÏÓÔÁÔÏË 1 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 4.

6.5. çÏÍÏÍÒÆÉÚÍÙ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ A^’� B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1; a_2 ∈ A Œ ËÏÌØÃÅ B ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

f(a_1 + a_2) = f(a_1) + f(a_2) f(a_1a_2) = f(a_1)f(a_2) :

(6-6)

1ÌÀÂÏÚÎÁÔÅÌØÎÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ ËÎÉÖËÅ: ë. áÊÜÒÌÅÎÄ, í. òÏÕÚÅÎ. ëÌÁÓ- ÓÉÞÅÓËÏÅ ŒŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÞÉÓÅÌ. í., ĂíÉÒĄ, 1987 (ÉÌÉ ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅ), ÇÄÅ ÎÁÊÄčÔ ËÁË ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÉÓÔÏÒÉÉ, ÔÁË É ÒÁÚÎÙÅ ÄÒÕÇÉÅ ÉÚÑÝÎÙÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ÇÁÕÓÓÏŒÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ (ÉÌÉ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ) ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ A Œ ÎÕÌØ ËÏÌØÃÁ B.

ìÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ, ÂÕÄÕÞÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ŒÓÅÍÉ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ, ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÙÍÉ ÎÁÍÉ Œ (n^∘ 5.1). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (6-6) ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ’(0) = 0 É ∀ a∈A ’(−a) = −’(a).

ïÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅÃ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ Œ B. ðÒÏÏÂÒÁÚ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ

ker(’)^{def}= ’^{−1}(0) = {a ∈ A | ’(a) = 0}

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅÃ. ñÄÒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ Œ A É ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a ∈ ker(’) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁËÖÅ É ŒÓÅ ËÒÁÔÎÙÅ ÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ab (c ÌÀÂÙÍÉ b ∈ A) :

’(a) = 0 ⇒ ∀ b∈A ’(ab) = ’(a)’(b) = 0 :

ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ (n^∘ 5.1), ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ’(a) ∈ im (’) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ker(’) ⊂ A:

’^{−1} (’(a)) = a + ker(’) = {b ∈ A | b − a ∈ ker(’)} :

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a; b ∈ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ B , ËÏÇÄÁ a − b ∈ ker(’) :

’(a) = ’ (b) ⇐⇒ ’ (b − a) = ’ (b) − ’(a) = 0 :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ ÂÙÌ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ker(’ = {0} (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ’ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÑÄÒÏ).

6.5.1. ðòåäìïöåîéå. ìÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÐÏÌÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ’(a) = 0 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ a ≠ 0, ÔÏ ∀ b ∈ A ’ (b) = ’ ( ba^{−1}a ) = ’ ( ba^{−1} ) ’(a) = 0 .

ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÐÏÌÑ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÑÄÒÏ. □

§7. ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ É ŒÙÞÅÔÙ.

7.1. ëÏÌØÃÏ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(n). üÌÅÍÅÎÔÏÍ ÜÔÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, Ô. Å. ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ Z, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÅ ŒÓÅÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÄÁÀÝÉÍÉ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n. íÙ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ËÌÁÓÓÁÍÉ ŒÙÞÅÔÏŒ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ (n^∘ 5.1.7), ÇÄÅ ÏÎÉ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉ- ÒÏŒÁÌÉÓØ ËÁË ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Z ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ (n) = {nk | k ∈ Z}, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ËÒÁÔÎÙÈ n . œÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ n ÔÁËÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÏÓÔÁÔËÁÍ:

[0]_n; [1]_n; : : : ; [(n − 1)]_n ; ÇÄÅ [a]_n = a (mod n) = a + (n) = {a + kn | k ∈ Z} :

óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌÁÍÉ:

[a] + [b]^{def}= [a + b] ; [a] · [b]^{def}= [ab] : (7-1)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (Ô. Å. ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ËÌÁÓÓÏŒ [a + b] É [ab] ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ a ∈ [a] É b ∈ [b]), Á ÔÁËÖÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ Œ Z=(n) ŒÓÅÈ ÁËÓÉÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ.

îÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ Œ ËÌÁÓÓÅ ÉÎÏ- ÇÄÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÏÔÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ËÌÁÓÓÁ 2007 (mod 2008) ÎÅÔ ÎÕÖÄÙ ŒÏÚŒÏÄÉÔØ Œ 100-À ÓÔÅÐÅÎØ ÞÉÓÌÏ 2007, ÐÏÓËÏÌØËÕ [2007]_{2008} = [−1]_{2008} É ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 7.1 ÍÙ ÉÍÅÅÍ 2007^{100} ≡ (−1)^{100} ≡ 1 (mod 2008).

7.2. äÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ É ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÙ. œ ËÏÌØÃÁÈ Z=(n) ÍÙ ÓÔÁÌËÉŒÁÅÍÓÑ Ó ÒÑÄÏÍ ÑŒÌÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÎÁÂÌÀÄÁÀÔÓÑ ÎÉ Œ ÐÏÌÑÈ, ÎÉ Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ (ÉÌÉ ÇÁÕÓÓÏŒÙÈ ÃÅÌÙÈ) ÞÉÓÅÌ. ôÁË, Œ ËÏÌØÃÅ Z=(10) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ [2] É [5] ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÈÏÔÑ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, Á Œ ËÏÌØÃÅ Z=(27) ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÌÁÓÓ [3] ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ËÕÂ [3]^3 = [27] = [0].

îÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ËÏÌØÃÁ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÅÓÌÉ ab = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ b ∈ K. îÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ËÏÌØÃÁ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏÍ, ÅÓÌÉ a^n = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ∈ N. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ.

ëÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ. ëÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÂÅÚ ÎÉÌØ- ÐÏÔÅÎÔÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÍ. œÓÑËÏÅ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.2. óÏÓÔÁŒØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ËÏÌØÃÁÈ Z=(n) ÄÌÑ n = 3; 4; 5; 6; 7; 8. îÁÊ- ÄÉÔÅ Œ ÜÔÉÈ ËÏÌØÃÁÈ ŒÓÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ, ŒÓÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÙ, É ŒÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. äÌÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÏÓÔÁŒØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÕ ÏÂÒÁÔÎÙÈ. ëÁËÉÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÏÌÅÃ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÑÍÉ? îÁÌÉÞÉÅ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÉÅÍ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ËÏÌØÃÏ ÂÙÌÏ ÐÏ- ÌÅÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÉËÁËÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ a ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÒÁÔÉÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÓÌÏŒÉÊ

b ≠ 0 ab = 0 aa^{−1} = 1

ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÁ: ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ a^{−1} ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ b = 0, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅ- ÞÉÔ ÐÅÒŒÏÍÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a = 0. éÍÅÎÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ĂÎÁ ÎÏÌØ ÄÅÌÉÔØ ÎÅÌØÚÑĄ, É Œ ÁËÓÉÏÍÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Œ ÐÏÌÅ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ a ≠ 0 (ÓÍ. ÁËÓÉÏÍÕ (2Ç) ÎÁ ÓÔÒ. 37).

7.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅÃ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌØÃÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ Ó ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ A^’� B, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØ ÅÄÉÎÉÃÕ Œ ÅÄÉÎÉÃÕ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Z^’� Z=(6), ÏÔÐÒÁŒÌÑÀÝÅÅ ŒÓÅ ÞčÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Œ ÎÕÌÅŒÏÊ ËÌÁÓÓ, Á ŒÓÅ ÎÅÞčÔÎÙÅ | Œ ËÌÁÓÓ [3]_6, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ, É ’(1) = [3]_6 ≠ [1]_6 . ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÚ (n^∘ 5.1) : ’(1) = ’(1 · 1) = ’(1)’(1) ŒÌÅÞčÔ Œ ËÏÌØÃÅ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ ’(1)(’(1)−1) = 0. åÓÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ B ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ ’(1) = 0,

É ÔÏÇÄÁ ∀ a ∈ A ’(a) = ’(1 · a) = ’(1)’(a) = 0, ÌÉÂÏ ’(1) = 1 . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÊ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ Œ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ŒÓč-ÔÁËÉ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ Œ ÅÄÉÎÉÃÕ.

7.3. ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ Z=(n). ëÌÁÓÓ [m]_n ÏÂÒÁÔÉÍ Œ ËÏÌØÃÅ Z=(n) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x É y ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

mx + ny = 1 : (7-2)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ËÌÁÓÓÁ [m]_n ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ [x]_n, ÞÔÏ

[m]_n[x]_n = [mx]_n = [1]_n ;

Á ÜÔÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (7-2). þÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ, ÄÌÑ ËÁËÉÈ m; n ∈ Z ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÅ (7-2) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ m É n É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÀ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ Œ ŒÉÄÅ mx + ny Ó ÃÅÌÙÍÉ x, y. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Åč ÞÅÒÅÚ

(m; n)^{def}= {mx + by | x; y ∈ Z} : (7-3)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (m; n) ⊂ Z ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

Á) ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ z ∈ (m; n) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ m É n Â) m; n ∈ (m; n) Œ) z ∈ (m; n) ⇒ kz ∈ (m; n) ∀ k ∈Z Ç) z_1; z_2 ∈ (m; n) ⇒ z_1 ± z_2 ∈ (m; n) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ d ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Œ (m; n). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ d, ËÁË É ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ Œ (m; n), ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ d = mx + ny É ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ m É n. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÀÂÏÅ z ∈ (m; n) (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, z = m; n) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÅÌÑ z ∈ (m; n) ÎÁ d Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ z = kd+r, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÓÔÁÔÏË r = z−kd ÌÅÖÉÔ Œ (m; n) ÐÏ ÕÐÒ. 7.3 É ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ 0 ⩽ r ⩽ (d − 1). œ ÓÉÌÕ ŒÙÂÏÒÁ d ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ r = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (m; n) = (d) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÞÉÓÅÌ, ËÒÁÔÎÙÈ d, É d = ÎÏÄ(m; n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ^1 m É n.

éÔÁË, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (7-2) ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ d = ÎÏÄ(a; n) = 1, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØÃÁ Z=(n) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÙ [m]_n Ó ÎÏÄ(m; n) = 1.

ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ Z=(n) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Z=(n)^∗. ðÏÒÑÄÏË ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ’(n) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ üÊÌÅÒÁ ÞÉÓÌÁ n ∈ N. éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ’(n) ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ n É ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó n. éÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ (n^∘ 3.3.1) ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ŒÙÞÅÔÁ [a] ∈ Z=(n)^∗ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ [a^{’(n)}] = [a]^{’(n)} = [1]. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ

7.3.1. ðòåäìïöåîéå (ôåïòåíá üêìåòá). åÓÌÉ ÎÏÄ(a; n) = 1 , ÔÏ a^{’(n)} ≡ 1 (mod n) . □

7.3.2. óìåäóôœéå (íáìáñ ôåïòåíá æåòíá). åÓÌÉ p ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ a^p ≡ a (mod p) ∀ a∈Z . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÔÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ a^p ≡ a (mod p) ÎÕÌÅŒÙÅ. åÓÌÉ a ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. ôÁË ËÁË ’(p) = p − 1 ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ a^{p−1} ≡ 1 (mod p), Á ÚÎÁÞÉÔ, a^p ≡ a (mod p) . □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.4. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 2007^{20082009} ÎÁ 11.

7.4. áÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ. ðÒÁËÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (7-2) ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ n ⩾ m. ðÏÌÏÖÉÍ

E_0 = n ; E_1 = m ; E_k = ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ E_{k−2} ÎÁ E_{k−1} (ÐÒÉ k ⩾ 1). (7-4)

þÉÓÌÁ E_k ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙŒÁÀÔ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ËÁËÏÅ-ÔÏ E_r ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÉÔ ÎÁÃÅÌÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ E_{r−1}, Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ E_{r+1} ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ E_r ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

1ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÈÏÄÕ ÄÅÌÁ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÁÃÅÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ

E_k É ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÅÌ (m; n), ÐÒÉÞčÍ ÏÎ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÕ- ÞÉÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÍ Œ ŒÉÄÅ E_r = x · E_0 + y · E_1, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÇÏ E_k ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ E_k = x · E_0 + y · E_1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.5. éÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ k ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ E_k ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ E_k = x · E_0 + y · E_1 (É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ m É n) , Á ÚÁÔÅÍ, ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ k, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÊÓÑ Ó k = r + 1 ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ E_k (ŒËÌÀÞÁÑ E_0 = n É E_1 = m) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ E_r (É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, E_r = ÎÏÄ(m; n)).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ n = 10 203 É m = 4 687 ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÏÓØÍÉ ÛÁÇÏŒ:

E_0 =10 203 E_1 = 4 687 E_2 = 829 = E_0 − 2 E_1 = +1 E_0 −2E_1 E_3 = 542 = E_1 − 5 E_2 = −5 E_0 +11E_1 E_4 = 287 = E_2 − E_3 = +6 E_0 −13E_1 E_5 = 255 = E_3 − E_4 = −11 E_0 +24E_1 E_6 = 32 = E_4 − E_5 = +17 E_0 −37E_1 E_7 = 31 = E_5 − 7 E_6 = −130 E_0 +283E_1 E_8 = 1 = E_6 − E_7 = +147 E_0 −320E_1 (E_9 = 0 = E_7 − 31 E_8 =−4 687 E_0+10 203E_1)

(ŒÚÑÔÁÑ Œ ÓËÏÂËÉ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÓÌÕÖÉÔ ÄÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ), É ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ ÉÚ ÎÅÇÏ, ÞÔÏ

ÎÏÄ(10 203; 4 687) = 1 = 147 · 10 203 − 320 · 4 687 ;

ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ [10 203] ÏÂÒÁÔÉÍ Œ Z=(4 687) É

[10 203]^{−1} = [147] (mod 4 687) ;

Á ËÌÁÓÓ [4 687] ÏÂÒÁÔÉÍ Œ Z=(10 203) É [4 687]^{−1} = −[320] (mod 10 203) .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ E_{r+1} = q_0E_0 + q_1E_1 = 0, ÐÏÌÕÞÁ- ÀÝÅÅÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ åŒËÌÉÄÁ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ Œ ÓÅÂÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÅÌ E_0 = m É E_1 = n, Á ÉÍÅÎÎÏ ÎÏË(m; n) = |q_0E_0| = |q_1E_1| (Ô. Å. ĂÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉĄ q_0, q_1 ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ ÎÏÄ(q_0; q_1) = 1).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ó ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÁÒÙ ÞÉÓÅÌ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ åŒËÌÉÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍÏ ÍÅÎÅÅ ÔÒÕÄÏčÍËÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÞÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ^1, Œ ÞčÍ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÐÏÐÒÏÂÏŒÁŒ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÞÉÓÌÁ n = 10 203 É m = 4 687 . 7.5. ðÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐ É ËÏÌÅÃ. éÚ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÇÒÕÐÐ G_1; G_2; : : : ; G_m ÍÏÖÎÏ ÉÚÇÏÔÏŒÉÔØ ÎÏŒÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ∏ ˚ G_˚ = G_1 × G_2 × · · · × G_˚ = {(g_1; g_2; : : : ; g_m) | g_˚ ∈ G_˚ ∀ } ;

ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐ G_˚ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ (g_1; g_2; : : : ; g_m) ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏ:

(g_1; g_2; : : : ; g_m) · (h_1; h_2; : : : ; h_m) = (g_1 · h_1; g_2 · h_2; · · · ; g_m · h_m) : (7-5)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.7. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÔÁË ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÄÉÎÉÃÅÊ e = (e_1; e_2; : : : ; e_m) (ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ e_˚ | ÜÔÏ ÅÄÉÎÉÃÁ ÇÒÕÐÐÙ G_˚ ), Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g = 1ÎÁÊÔÉ ÄŒÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁ, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÚÁ ÒÁÚÕÍÎÏÅ ŒÒÅÍÑ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÄÁÖÅ ÎÁ ÍÏÝÎÏÍ ËÏÍÐØÀÔÅÒÅ; ÜÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÖÉÔ Œ ÏÓÎÏŒÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÈ Œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ŒÒÅÍÑ ÓÉÓÔÅÍ ÛÉÆÒÏŒÁÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ

(g_1; g_2; : : : ; g_m) ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÊ g^{−1} = (g^{−1}_1 ; g^{−1}_2 ; : : : ; g^{−1}_m ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÇÒÕÐÐÙ G_˚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙ, ÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ∏ G_˚ ÔÏÖÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÇÒÕÐÐ, ÎÏ É ÄÌÑ ÌÀ- ÂÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ÇÒÕÐÐ G_˚, ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ∈ X ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X. óÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ ∏ ˚∈X G_˚ . ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÇÒÕÐÐÙ

G_1; G_2; : : : ; G_m ËÏÎÅÞÎÙ, ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ É ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË | ∏ G_˚ | = ∏ |G_˚ |.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÏÌÅÃ {K_˚ }_{˚∈X} ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ∏ K_˚ , ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ

(: : : ; a_˚ ; : : : ) ; ÇÄÅ a_˚ ∈ K_˚

É ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (7-5):

(: : : ; a_˚ ; : : : ) + (: : : ; b_˚ ; : : : )^{def}= (: : : ; a_˚ + b_˚ ; : : : )

(: : : ; a_˚ ; : : : )(: : : ; b_˚ ; : : : )^{def}= (: : : ; a_˚ b_˚ ; : : : ) :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.8. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ∏ K_˚ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ, ÐÒÉÞčÍ ÅÓÌÉ ŒÓÅ K_˚ ÂÙÌÉ ËÏÌØÃÁÍÉ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÔÏ ∏ K_˚ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ-ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ a = (a_1; a_2; : : : ; a_m) ∈ K_1 × K_2 × · · · × K_m ÏÂÒÁÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÅÇÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ a_˚ ∈ K_˚ ÏÂÒÁÔÉÍÁ Œ ÓŒÏčÍ ËÏÌØÃÅ K_˚ . ðÏÜÔÏ- ÍÕ ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ ∏ K_˚ ÂÕÄÅÔ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌÅÃ K_˚ : (∏ K_˚

)_∗ = ∏ K^∗_˚ (7-6)

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ Œ ÐÒÑÍÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ËÏÌÅÃ ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ: ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕ- ÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÎÕÌÅŒÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, (0; 1; 1; : : : ; 1) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ

(0; 1; 1; : : : ; 1)(1; 0; 0; : : : ; 0) = (0; 0; 0; : : : ; 0) = 0 :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÅÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ. óËÁÖÅÍ, ÅÓÌÉ F_p É F_q | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÌÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ p É q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ Œ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ F_p × F_q ÂÕÄÅÔ ÒÏŒÎÏ (p − 1)(q − 1) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (a; b), ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ F^∗_p × F^∗_q É p + q − 2 ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÎÕÌÑ, ÉÍÅÀÝÉÈ ŒÉÄ (a; 0) É (0; b) Ó a; b ≠ 0.

7.6. œÚÁÉÍÎÁÑ ÐÒÏÓÔÏÔÁ. óÄÅÌÁÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ŒÁÖÎÙÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ Ï ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍÕ ËÏÌØÃÕ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. üÌÅÍÅÎÔÙ a; b ∈ K ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ, ÅÓÌÉ ax + by = 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x; y ∈ K : (7-7) åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a É b ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ mb Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ m ∈ K ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÍÎÏÖÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (7-7) ÎÁ m, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

m = amx + bmy ; (7-8)

É ÅÓÌÉ mb ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a, ÔÏ É m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a. üÔÏ ÖÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a É ÎÁ b, ÔÏ m ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ab (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (7-8) ÄÅÌÑÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁ ab).

äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ K ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ b_1; b_2; : : : ; b_n, ÔÏ ÏÎ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ É Ó ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÉÅ x_i; y_i ∈ K, ÞÔÏ ax_i + b_iy_i = 1, ÔÏ, ÐÅÒÅÍÎÏÖÉŒ ŒÓÅ ÜÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÉÄÁ^1

a · x + (b_1b_2 · · · b_n) · (y_1y_2 · · · y_n) = 1 ;

1Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ ÓÏÂÒÁÎÙ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ a, ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ | ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÞÌÅÎ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ

ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÝÅÅ ŒÚÁÉÍÎÕÀ ÐÒÏÓÔÏÔÕ a É b_1b_2 · · · b_n.

7.6.1. ðÒÉÍÅÒ: ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ n ∈ Z ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ m ÐÏÐÁÒ- ÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ: n = n_1n_2 · · · n_m . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÌØÃÏ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(n) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÑÍÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ËÏÌÅÃ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(n_i), Ô. Å. ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ Z=(n)^’� (Z=(n_1)) × (Z=(n_2)) × · · · × (Z=(n_m)) ;

ÞÔÏ ∀ a; b ∈ Z=(n) ’(a + b) = ’(a) + ’(b) É ’(ab) = ’(a)’(b) Œ ∏ Z=(n_i). úÁÄÁÄÉÍ ’ ÐÒÁŒÉÌÏÍ

’ ([z]_n)^{def}= ([z]_{n1} ; [z]_{n2} ; : : : ; [z]_{nm} ) ∀ z ∈Z :

üÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ (ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÞÉÓÌÁ z ∈ Z Œ ËÌÁÓÓÅ [z]_n ⊂ Z), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ [z_1]_n = [z_2]_n ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ z_1 − z_2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n = n_1n_2 · · · n_m, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÁ ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ ËÁÖÄÏÅ n_i, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ [z_1]_{ni} = [z_2]_{ni} . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ:

’ ([z]_n + [w]_n) = ’ ([z + w]_n) = ([z + w]_{n1} ; [z + w]_{n2} ; : : : ; [z + w]_{nm} ) = = ([z]_{n1} + [w]_{n1} ; [z]_{n2} + [w]_{n2} ; : : : ; [z]_{nm} + [w]_{nm} ) = = ([z]_{n1} ; [z]_{n2} ; : : : ; [z]_{nm} ) + ([w]_{n1} ; [w]_{n2} ; : : : ; [w]_{nm} ) = ’ ([z]_n) + ’ ([w]_n)

É ÒÏŒÎÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÐÒÏÉÚÏÊÄčÔ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ’, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ËÁË ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÑÄÒÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÁÓÓ [z]_n ∈ ker(’). ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ËÌÁÓÓ [z]_{ni} ÎÕÌÅŒÏÊ, z ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ n_i, Á ÔÁË ËÁË ŒÓÅ n_i ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ z ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÉÔØÓÑ É ÎÁ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (ÓÍ. n^∘ 7.6), ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁŒÎÏ n. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ [z]_n = 0, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

éÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ (n^∘ 5.1.2) ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐ ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏ- ÖÅÎÉÅÍ. á ÔÁË ËÁË ÏÂÁ ËÏÌØÃÁ Z=(n) É ∏ Z=(n_i) ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ n = ∏ n_i, ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ’ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÂÉÅËÃÉÅÊ. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÉÚŒÅÓÔÅÎ ËÁË ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ , ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÏÎ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÏÓÔÁÔËÏŒ r_1; r_2; : : : ; r_m ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÐÏ- ÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ n_1; n_2; : : : ; n_m ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ z, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÁčÔ ÏÓÔÁÔÏË r_i ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ n_i, ÐÒÉÞčÍ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÞÉÓÌÁ z_1, z_2, ÒÅÛÁÀÝÉÅ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ, ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÃÅÌÏÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÌÁ n = n_1n_2 · · · n_k .

äÌÑ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z ÐÏÌÅÚÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÅ ÐÒÉÂÅÇÁÑ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÇÒÕÐÐ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ n_i Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ n_˚ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ n_i ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ É Ó ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ m_i = ∏ ˚≠i

n_˚

(ÓÍ. n^∘ 7.6), Ô. Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ x_i; y_i ∈ Z, ÞÔÏ n_ix_i + m_iy_i = 1. þÉÓÌÁ b_i = m_iy_i ÏÂÌÁÄÁÀÔ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ:

[b_i]_{ni} = [1]_{ni} É ∀ ≠ i [b_i]_{n˚} = [0]_{n˚} : (7-9)

ðÏÜÔÏÍÕ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÞÉÓÌÁ z, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏÓÑ Œ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ [r_i]_{ni} ÐÒÉ ŒÓÅÈ i, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ

z = r_1b_1 + r_2b_2 + · · · + r_mb_m :

äÌÑ ÄÅÍÏÎÓÔÒÁÃÉÉ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÁÊÄčÍ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÏÓÔÁÔËÉ r_1 = 2, r_2 = 7 É r_3 = 43 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÁ n_1 = 57, n_2 = 91 É n_3 = 179. óÎÁÞÁÌÁ ÎÁÊÄčÍ y_1 ∈ Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ 91 · 179 · y_1 ≡ 1 (mod 57) . ðÏÓËÏÌØËÕ 91 · 179 ≡ 34 · 8 ≡ −13 (mod 57) , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ Ë E_0 = 57 É E_1 = 13. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ 22 · 13 − 5 · 57 = 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÏ

b_1 = −22 · 91 · 179 (≡ 22 · 13 (mod 57))

ÄÁčÔ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 57, 91 É 179 ÏÓÔÁÔËÉ (1; 0; 0). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÈÏÄÉÍ ÞÉÓÌÁ

b_2 = −33 · 57 · 179 (≡ 33 · 11 (mod 91)) b_3 = −45 · 57 · 91 (≡ 45 · 4 (mod 179))

ÄÁÀÝÉÅ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 57, 91 É 179 ÏÓÔÁÔËÉ (0; 1; 0) É (0; 0; 1) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ÏÓÔÁÔËÉ (2; 7; 43) ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÞÉÓÌÏ

z = 2 b_1 + 7 b_2 + 43 b_3 = −(2 · 22 · 91 · 179 + 7 · 33 · 57 · 179 + 43 · 45 · 57 · 91) = = −(716 716 + 2 356 893 + 10 036 845) = −13 110 454 ;

Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÔÁËÉÍÉ ÏÓÔÁÔËÁÍÉ ÂÕÄÕÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ z ÎÁ ÃÅÌÙÅ ËÒÁÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

n = 57 · 91 · 179 = 928 473 :

îÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ z + 15 n = 816 641 .

7.7. îÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ^1 ËÏÌØÃÏ K. îÅÎÕÌÅ- ŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a; b ∈ K ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a, É a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b. éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ a = mb É b = na ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a − mb = a − mna = a(1 − mn) = 0, ÏÔËÕÄÁ^2 mn = 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a É b ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ a É b ÐÏ- ÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÞÉÓÌÁ a É b ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a = ±b.

œÓÑËÏÅ d ∈ K, ÄÅÌÑÝÅÅ a É b É ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÄÅÌÑÝÉÊ a É b, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a É b É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÏÄ(a; b) . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÎÉ- ÔÅÌØÎÏ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÃÅÌÏÓÔÎÏÍÕ ËÏÌØÃÕ K ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÉËÏÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÎÉ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ, ÎÉ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ. åÓÌÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÅ ÏÂÝÉÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ, ÔÏ ŒÓÅ ÏÎÉ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁÐÉÓØ ÎÏÄ(a; b) = d ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ËÏÒÒÅËÔÎÁ, ÎÏ ÅÊ ŒÓč-ÔÁËÉ ÐÒÉÎÑÔÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ, ÉÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ d Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌØ- ÎÙÈ ËÏÌÅÃ K ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÏÖÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÓÏÂÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÌØÃÁ K. ôÁË, Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÉÚ ÄŒÕÈ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÏÄ(a; b) = ±d ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ.

ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÏÄ(a; b) = 1 ÎÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ a É b ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÏÌØÃÅ Q[t_1; t_2] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ t_1, t_2 ÜÌÅÍÅÎÔÙ a = t_1 É b = t_2 ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ ÎÏÄ(t_1; t_2) = 1, ÏÄÎÁËÏ t_1 · x + t_2 · y ≠ 1 ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÉÈ x; y ∈ Q[x; y], Ô. Å. ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ t_1 É t_2 ÎÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. üÔÏÔ ÖÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ÎÏÄ(a; b) (ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ) ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØÓÑ Œ ŒÉÄÅ ax + by.

òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÉÚ (n^∘ 7.3) É (n^∘ 7.4) ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ:

7.7.1. ðòåäìïöåîéå. œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÞÉÓÌÁ a, b ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ^3, ÐÒÉÞčÍ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ ÎÏÄ(a; b) = ax + by. œÚÁÉÍÎÁÑ ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÞÉÓÅÌ a; b ∈ Z ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÕÓÌÏŒÉÀ ÎÏÄ(a; b) = 1 . □

7.8. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. üÌÅÍÅÎÔ q ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ, É ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ q = mn ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ m, n ÏÂÒÁÔÉÍ. åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ q ∈ K ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÔÏ ÎÏÄ(a; q) = 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ K, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ q. îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n^∘ 7.7.1) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó ÌÀÂÙÍ ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ a, ÎÅ ÄÅÌÑÝÉÍÓÑ ÎÁ p. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, É ÅÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ m ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ p_1; p_2; : : : ; p_m , ÔÏ n ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. éÚ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ŒÙÂÏÒÁ ÚÎÁËÏŒ Õ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

7.8.1. ðòåäìïöåîéå. ëÁÖÄÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n ≠ ±1 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÉÞčÍ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ p_1p_2 · · · p_k = n = q_1q_2 · · · q_m ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ k = m, É ÜÔÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ p_i = ±q_i ÄÌÑ ŒÓÅÈ i .

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n^∘ 7.2) ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎčÍ ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ 2ÚÄÅÓØ ÍÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ Œ K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ 3É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ; ÏÂÙÞÎÏ ÜÔÏÔ ÚÎÁË ŒÙÂÉÒÁÀÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ É ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. åÓÌÉ n ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ n = m_1m_2 Ó |m_1|; |m_2| < |n|. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÉÍÅÀÔÓÑ ÓÏÓÔÁŒÎÙÅ, ÔÁËÖÅ ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÉÈ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÅÎØÛÉÈ ÐÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ É Ô. Ä. ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÎÅÐÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ŒÓč ŒÒÅÍÑ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ, ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ËÏÇÄÁ-ÔÏ ÄÏÌÖÅÎ ÚÁËÏÎÞÉÔØÓÑ É ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ p_1p_2 · · · p_k = q_1q_2 · · · q_m, ÇÄÅ ŒÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÐÒÏÓÔÙ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÉÚ ÐÒÏÓÔÏÔÙ p_1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p_1. ðÕÓÔØ ÜÔÏ q_1 = sp_1. ðÏÓËÏÌØËÕ q_1 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, s ÏÂÒÁÔÉÍ, Ô. Å. q_1 = ±p_1 . œÙÎÏÓÑ p_1, ÐÏÌÕÞÉÍ p_1(p_2 · · · p_k ± q_2 · · · q_m) = 0, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ p_2p_3 · · · p_k = (±q_2)q_3 · · · q_m É Ô. Ä. □

7.9. ðÏÌÅ F_p = Z=(p). éÚ ÄÁÎÎÏÇÏ Œ (n^∘ 7.3) ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ Z=(n) ŒÙ- ÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n = p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ n = mk ÓÏÓÔÁŒÎÏÅ, ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÌÁÓÓÙ [m]; [k] ∈ Z=(n) ÂÕÄÕÔ ÄÅÌÉÔÅÌÑ- ÍÉ ÎÕÌÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÉÈ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ. îÁÐÒÏÔÉŒ, ÅÓÌÉ p ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÏÄ(m; p) = 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ m ÎÅ ËÒÁÔÎÙÈ p, Á ÚÎÁÞÉÔ, ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÌÁÓÓ [m] ∈ Z=(p) ÏÂÒÁÔÉÍ. ïÂÒÁÔÎÙÊ ËÌÁÓÓ [m]^{−1} ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ åŒËÌÉÄÁ Ë E_0 = p É E_1 = m.

ðÏÌÅ Z=(p), ÇÄÅ p ÐÒÏÓÔÏÅ, ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ F_p. œ ÐÏÌÅ F_p ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 1 + 1 + · · · + 1

p ÒÁÚ

= 0 :

œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ∀ a; b ∈ F_p ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ (a + b)^p = a^p + b^p. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ ÒÁÓËÒÙ- ÔÉÉ ÓËÏÂÏË Œ ÂÉÎÏÍÅ (a + b)^p ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ a^kb^{p−k} ŒÏÚÎÉËÁÀÔ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÌÏŒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ k ÂÕËŒ a É (p − k) ÂÕËŒ b, É ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÙ Œ ŒÉÄÅ

a^kb^{p−k} · (1 + 1 + · · · + 1 p! k!(p−k)! ÒÁÚ ) :

ðÏÓËÏÌØËÕ^{p!}_{k!(p−k)!} ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p É 1 ⩽ k ⩽ (p − 1) (ÉÂÏ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, Á ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ | ÎÅÔ), ÓÕÍÍÁ Œ ÓËÏÂËÁÈ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ ŒÓÅÈ k ≠ 0; p. üÔÏ ÄÁčÔ ÅÝč ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ (ÓÍ. n^∘ 7.3.2):

[a]^p = ([1] + [1] + · · · + [1]

a ÒÁÚ

)^p = [1]^p + [1]^p + · · · + [1]^p

a ÒÁÚ

= [1] + [1] + · · · + [1]

a ÒÁÚ

= [a] :

7.9.1. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. íÎÏÇÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 ÉÌÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^3 ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÓŒÏÊ ÓÍÙÓÌ ÐÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ ÐÏÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k. á ÉÍÅÎÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ k :

k^{2 def}= k × k = {(x; y) | x; y ∈ k} :

üÌÅÍÅÎÔÙ (x; y) ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÏÞËÁÍÉ. îÁÒÑÄÕ Ó ÔÏÞËÁÍÉ Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÀÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÙ, ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÓÏÂÏÀ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÐÁÒÙ ÞÉÓÅÌ (a_1; a_2) ∈ k×k. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÏÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÏÞÅË. œÅËÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÕÍÎÏ- ÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÐÏÌÑ k: ÅÓÌÉ a = (a_1; a_2), b = (b_1; b_2) É – ∈ k, ÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ a + b = (a_1 + a_2; b_1 + b_2) É – · a = (–a_1; –a_2) . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÅËÔÏÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. üÔÁ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÔÏÞÅÞÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ k^2 ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÓÄŒÉÇÁ: ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ v = (v_1; v_2) ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÓÄŒÉÇ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ v

fi_v : k^{2 (x;y)→(x+v1;y+v2)} � k_2

(ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÓÄŒÉÇÏŒ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ, Ô. Å. fi_v fi_w = fi_{v+w} ). ðÒÑÍÕÀ ÎÁ ÐÌÏÓËÏ- ÓÔÉ k^2 ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÌÉÂÏ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË (x; y), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ

52 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ax + by = c, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ a, b ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÌÉÂÏ ËÁË ÔÒÁ- ÅËÔÏÒÉÀ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÉ z_0 = (x_0; y_0) Ó ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v = (v_1; v_2), Ô. Å. ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ŒÉÄÁ z_t = z_0 + tv = (x_0 + tv_1; y_0 + tv_2), ÇÄÅ ĂŒÒÅÍÑĄ t ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÐÏÌÅ k.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÄŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ax + by = c ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ ÌÀÂÏÊ ÓŒÏÅÊ ÔÏÞËÉ, ŒÙÐÕÝÅÎÎÏÊ ÓÏ ÓËÏÒÏ- ÓÔØÀ (−b; a), É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÔÏÞËÉ (x_0; y_0), ŒÙÐÕÝÅÎÎÏÊ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v = (v_1; v_2), ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ v_2x − v_1y = v_2x_0 − v_1y_0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.10. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ k^2 ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ k ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ÁËÓÉÏÍÙ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ:

Á) ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ; Â) ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÐÒÑÍÁÑ;

Œ) ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÐÒÑÍÁÑ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ Ó ÄÁÎÎÏÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÙÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ^1 ÛËÏÌØÎÏÊ ÐÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ

òÉÓ. 7⋄1. ûÅÓÔØ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ F^2_5.

ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ F_p ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ðÌÏÓËÏÓÔØ F^2_p ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ p^2 ÔÏÞÅË. ëÁÖÄÁÑ ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ ÎÅÊ ÐÒÑÍÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ p ÉÚ ÎÉÈ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÉ z + t_1v É z + t_2v ÒÁÚÌÉÞÎÙ ÐÒÉ t_1 ≠ t_2. ôÁË ËÁË ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ ÐÁÒÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏŒÎÏ (p^2 − 1)=(p − 1) = p + 1 ÐÒÑÍÙÈ^2, Á ŒÓÅÇÏ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ F^2_p ÂÕÄÅÔ

(_p2 2 ) = (_p 2 ) = p(p + 1) ÐÒÑÍÙÈ^3.

îÁ ÒÉÓ. 7⋄1 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ŒÓÅ 25 ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ F^2_5. îÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÏÍÅÞÅÎÏ ÓÉÍŒÏÌÏÍ +, ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ É ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏÓÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÔÏÞÅË, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ Ă0Ą É Ă∞Ą ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏÞ- ËÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÑÍÙÈ y = kx, ÇÄÅ k ≡ 0; 1; : : : ; 5, ÔÁËÖÅ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÃÉÆÒÏÊ k (ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏÓØ x = 0 ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÀ k = ∞).

ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ Ă3Ą, ÔÁËÖÅ ËÁË É ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ Ă2Ą, ÔÏÖÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÏÄÎÕ ÐÒÑÍÕÀ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÞËÏÊ Ă+Ą.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.11. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ F^2_5 ËÏÎÉËÉ y = x^2, x^2 + y^2 = 1 É x^2 + y^2 = −1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.12. óËÏÌØËÏ ÐÒÑÍÙÈ É ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ F^3_p ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, É ÓËÏÌØËÏ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ?

7.10. ðÏÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ. óÐÏÓÏÂ, ËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÌÅ Q ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ËÏÌØÃÁ Z, ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ K. á ÉÍÅÎÎÏ, Ó K ÍÏÖÎÏ ÓŒÑÚÁÔØ ÐÏÌÅ Q_K É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

K^{⊂ ´}� Q_K (7-10)

ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ K^{⊂ ’}� F Œ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ F ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ Q_F^{e’}� F, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ’ = ~’∘« :

K^´ � Q_K

F �_{e’}

’ �

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÅ Q_K ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÐÏÌÅÍ, Œ ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ŒÌÏÖÉÔØ ËÏÌØÃÏ K.

1Ô. Å. ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ŒÚÁÉÍÎÏÍÕ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÔÏÞÅË É ÐÒÑÍÙÈ É ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÊ ÉÚ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÁËÉÈ ËÁË ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÉÌÉ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÕÇÌÏŒ

2ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ z ∈ F^2_p ÉÍÅÅÔÓÑ p^2 − 1 ÚÁÐÉÓÅÊ (z; w) Ó w ≠ z, w ∈ F^2_p, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ z ÐÒÑÍÏÊ ‘ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ p − 1 ÓÐÏÓÏÂ ÚÁÐÉÓÁÔØ Åč Œ ŒÉÄÅ (z; w) Ó w ≠ z, w ∈ ‘

3ŒÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ

`_p2 2 ´ ÚÁÐÉÓÅÊ (z; w) Ó z; w ∈ F^2_p É w ≠ z, É ËÁÖÄÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ‘ ÒÏŒÎÏ

`_p 2 ´ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ (z; w) Ó z; w ∈ ‘ É w ≠ z

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÐÏÌÅ Q_K ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÇÏ Ó «, Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ K^{´′} � Q^′_K ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ : Q_K^∼� Q^′_K , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ «^′ = ∘«. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ÓÉÌÕ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ « , ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ «^′ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ «^′ = ∘«, Á Œ ÓÉÌÕ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ «^′ , ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ « ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ « = ^′∘«^′, ÐÒÉÞčÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ′∘ ÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÁÍÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ « Œ ŒÉÄÅ « = ^′∘ ∘«. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ « = Id_{QK} ∘«, ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ^′∘ = Id_{QK} . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ∘ ^′ = Id_Q′_K . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ^′ É ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÁÍÉ, ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÏÓØ.

õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ Q_K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K. äÌÑ ÅÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ a=b, Œ ËÏÔÏÒÙÈ a; b ∈ K É b ≠ 0. úÁÄÁÄÉÍ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÓÍ. (n^∘ 1.4.3)), ÐÏÌÁÇÁÑ

a_1 b_1 ∼ a_2 b_2

⇐⇒ a_1b_2 − a_2b_1 = 0 : (7-11)

üÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ. åÓÌÉ a_1=b_1 ∼ a_2=b_2 É a_2=b_2 ∼ a_3=b_3, ÔÏ ÕÍÎÏÖÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a_1b_2 − a_2b_1 = 0 ÎÁ b_3 É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a_2b_3 − a_3b_2 = 0 ÎÁ b_1 É ŒÙÞÉÔÁÑ ŒÔÏÒÏÅ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a_1b_3 − a_3b_1 = 0, ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ a_1=b_1 ∼ a_3=b_3. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (7-11) ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÄÒÏÂÅÊ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ Q_K É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÐÒÁŒÉÌÁÍÉ

a_1 b_1 + a_2 b_2 = a_1b_2 + a_2b_1

b_1b_2 a_1 b_1 · a_2 b_2 = a_1a_2 b_1b_2 : õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.13. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙ (ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ Œ ËÌÁÓÓÁÈ: ÅÓÌÉ a^′b^{′′} − a^{′′}b^′ = 0, ÔÏ (a^′=b^′) · (c=d) ∼ (a^{′′}=b^{′′}) · (c=d) É (a^′=b^′) + (c=d) ∼ (a^{′′}=b^{′′}) + (c=d) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÒÏÂÉ (c=d)) É ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ Q_K ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a=b ∈ Q_K Ó a ≠ 0 ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ b=a, ËÏÌØÃÏ Q_K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ. úÁÄÁÄÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (7-10) ÐÒÁŒÉÌÏÍ

« : K^{⊂ a→a=1} � Q_K (7-12)

(a ∈ K ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ËÌÁÓÓ ÄÒÏÂÉ a=1). ïÎ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ. åÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ K^’� F ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Q_K^{e’}� F, ÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏ, ÉÂÏ ÏÂÑÚÁÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØÓÑ ÐÒÁŒÉÌÏÍ

~’(a=b) = ~’ ( ab^{−1} ) = ~’(a) · ~’ ( b^{−1} ) = ’(a)’(b)^{−1} ∈ F :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.14. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ É Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ËÏÌØÃÕ K = Z ÜÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÐÏÌÀ Q_Z = Q, É ÅÇÏ ÕÎÉ- ŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ F, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ Z Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄËÏÌØÃÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÏ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÅ F � F ÔÁËÏÇÏ ÐÏÌÑ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÏÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÅÊ R É C ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÐÏÌÅ Q ÎÁ ÍÅÓÔÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.15. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Q � F_p.

§8. òÑÄÙ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ.

8.1. ëÏÌØÃÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ. ðÕÓÔØ K | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØ- ÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ

f(x) = a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · ; ÇÄÅ a_i ∈ K ;

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K. ðÅÒŒÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ a_i ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÌÁÄÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÒÑÄÁ, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ a_0 | ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ. äŒÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÁ

f(x) = a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · g(x) = b_0 + b_1x + b_2x^2 + · · ·

(8-1)

ÒÁŒÎÙ, ÅÓÌÉ a_i = b_i ÄÌÑ ŒÓÅÈ i. òÁÄÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÒÏÍÅ a_0 ÎÕÌÅŒÙÅ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ.

òÑÄ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ a_i ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏÍ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÏÍ. îÏÍÅÒ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ deg(f). íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÂÙÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ËÁË f(x) = a_nx^n + a_{n−1}x^{n−1} + · · · + a_1x + a_0 .

óÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ (8-1) ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÕÍÍÁ f(x) + g(x) = s_0 + s_1x + s_2x^2 + · · · É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ f(x)g(x) = p_0 + p_1x + p_2x^2 + · · · , ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÉÍÅÀÔ ÐÒÉ x^m ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ

s_m = a_m + b_m É p_m = a_0b_m + a_1b_{m−1} + · · · + a_{m−1}b_1 + a_mb_0 = m∑ i=0 a_ib_{m−i} : (8-2)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.1. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ÎÕÌčÍ É ÅÄÉÎÉÃÅÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÕÌÅŒÁÑ É ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

ëÏÌØÃÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ K[[x]]. ëÏÌØÃÏ K ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ K[[x]] Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄËÏÌØÃÁ ËÏÎÓÔÁÎÔ. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ K[[x]] ÐÏÄËÏÌØÃÏ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ K[x].

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÌÁÄÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÒÑÄÏŒ ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÍÌÁÄÛÉÈ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÉÈ ÎÅ ÂÕÄÅÔ É Œ K[[x]]. äÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ K ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

∀ f; k ∈ K[x] deg(fg) = deg(f) + deg(g) : (8-3)

ëÏÌØÃÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ K[[x_1; x_2; : : : ; x_n]] ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ËÁË ËÁË ËÏÌØÃÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x_n Ó ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ËÏÌØÃÅ K[[x_1; x_2; : : : ; x_{n−1}]] :

K[[x_1; x_2; : : : ; x_n]]^{def}= K[[x_1; x_2; : : : ; x_{n−1}]][[x_n]] :

òÑÄÙ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÀ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ŒÉÄÁ

f(x_1; x_2; : : : ; x_n) = ∑ ˚_1;:::;˚_n⩾0

a_{˚1:::˚n} x^{˚1}_1 x^{˚2}_2 · · · x^{˚n}_n :

ïÔÄÅÌØÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ a_{˚1:::˚n} x^{˚1}_1 x^{˚2}_2 · · · x^{˚n}_n ÔÁËÏÊ ÓÕÍÍÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁÍÉ, Á ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ x^{˚1}_1 x^{˚2}_2 · · · x^{˚n}_n | ÍÏÎÏÍÁÍÉ. óÕÍÍÁ ÓÔÅÐÅÎÅÊ _1+_2 +· · ·+_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÍÏÎÏÍÁ.

8.2. ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌÅÃ K[x] É K[[x]]. œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (8-3) ÎÉËÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÒÁÔÉÍ Œ K[x], Á ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ Ë ËÏÎÓÔÁÎÔÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ. åÓÌÉ K | ÐÏÌÅ, ÔÏ ÔÁËÏŒÙÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

œ ËÏÌØÃÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ K[[x]] ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÉÎÁÞÅ.

8.2.1. ðòåäìïöåîéå. òÑÄ f(x) = a_0 +a_1x+a_2x^2 +· · · ∈ K[[x]] ÏÂÒÁÔÉÍ Œ ËÏÌØÃÅ K[[x]] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ a_0 ÏÂÒÁÔÉÍ Œ K. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØ Œ K[[x]] .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÑÄ f^{−1}(x) = b_0 + b_1x + b_2x^2 + · · · ∈ K[[x]], ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(x) · f^{−1}(x) = 1, ÔÏ a_0b_0 = 1, Ô. Å. a_0 ∈ K ÏÂÒÁÔÉÍ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ a_0 ∈ K ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ x Œ ÐÒÁŒÏÊ É ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ f(x)·f^{−1}(x) = 1, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ b_i ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

a_0b_0 = 1 a_0b_1 + a_1b_0 = 0 a_0b_2 + a_1b_1 + a_2b_0 = 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · a_0b_˚ + a_1b_{˚−1} + · · · + a_˚ b_0 = 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ;

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÉ ŒÓÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ b_0 = 1=a_0 É ÄÁÌÅÅ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ k ⩾ 1, b_k = −(a_1b_{k−1} + a_2b_{k−2} + · · · + a_kb_0)=a_0. □

8.2.2. ðÒÉÍÅÒ: ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏÍ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÄŒÕÞÌÅÎÕ 1 − x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ 1 1 − x

= 1 + x + x^2 + x^3 + · · · = ∑ k⩾0 x^k ; (8-4)

ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.2. ñŒÎÏ ŒÙÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÑÄÏŒ Á) 1=(1+x) Â) 1=(1±x^m) Œ) 1=(1+x+x^2)

8.3. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ n-ÁÒÎÏÊ^1 ÁÌ- ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÎÁÄ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ ÌÀÂÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÎÁÂÏÒÕ ÒÑÄÏŒ f_1; f_2; : : : ; f_n ÎÏŒÙÊ ÒÑÄ g, ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ f_1; f_2; : : : ; f_n ÔÁË, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÅÇÏ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ŒÙÞÉÔÁÎÉÑ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÜÔÉÈ ÒÑÄÏŒ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÉÎÁÒÎÙÍÉ (ÄŒÕÈÍÅÓÔÎÙÍÉ) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÉÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÎÁ ŒÓčÍ ËÏÌØÃÅ K[[x]], Á ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÒÑÄÁ | ÕÎÁÒÎÏÊ (ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÏÊ) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÒÑÄÏŒ Ó ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÓŒÏÂÏÄ- ÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ. îÁÐÒÏÔÉŒ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÑÄÁ f(x) ∈ K[[x]] Œ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÔÏÞËÅ x = ¸ ∈ K ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÒÑÄ f ÎÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

á ŒÏÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÒÑÄ f(x) = a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · ∈ K[[x]] ŒÍÅÓÔÏ x ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ g(x) = b_1x + b_2x^2 + · · · Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÔÁËÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÑÄ

f(g(x)) = ∑ k⩾0 a_˚ (b_1x + b_2x^2 + · · · )^k ∈ K[[x]] ;

Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x^m ÏËÁÚÙŒÁÀÔ ŒÌÉÑÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÐÅÒŒÙÈ m ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÕÍÍÙ, É ÐÏÔÏÍÕ ÜÔÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏÖÅÎÉÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ.

1ÉÌÉ n-ÍÅÓÔÎÏÊ

56 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

8.3.1. ðÒÉÍÅÒ: ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ É ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ K = C. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ (8-4) ŒÍÅÓÔÏ x ÏÄÎÏÞÌÅÎ ¸x Ó ¸ ∈ C , ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ 1 1 − ¸x

= 1 + ¸x + ¸^2x^2 + ¸^3x^3 + · · · = ∑ k⩾0 ¸^kx^k : (8-5)

ðÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÏÖÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÒÑÄÙ, ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ ŒÉÄÁ

f(x) = 1 + a_1x + a_2x^2 + · · · + a_nx^n = n∏ i=1 (1 − ¸_ix) ; (8-6)

ÇÄÅ ŒÓÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ¸_i ∈ C ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ 1=f(x) Œ ÓÕÍÍÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ: 1 (1 − ¸_1x)(1 − ¸_2x) · · · (1 − ¸_nx) = ˛_1 1 − ¸_1x + ˛_2 1 − ¸_2x

+ · · · +

˛_n 1 − ¸_nx

: (8-7)

þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ˛_i ∈ C, ÕÍÎÏÖÉÍ ÌÅŒÕÀ É ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔÉ (8-7) ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ 1 = n∑ i=1 ∏ ˚≠i

(1 − ¸_˚ x) · ˛_i

É ÐÏÄÓÔÁŒÉÍ Œ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ x = ¸^{−1}_i . ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ËÒÏÍÅ i-ÔÏÇÏ, ÏÂÒÁÔÑÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ

˛_i = ∏ ˚≠i 1 (1 − (¸_˚ =¸_i)) = ¸^{n−1}_i ∏ ˚≠i

(¸_i − ¸_˚ ) :

ïÓÔÁčÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ËÁÖÄÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (8-7) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (8-5) É ÓÌÏ- ÖÉÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ: 1=f(x) = ∑ ( ˛_1¸^k_1 + ˛_2¸^k_2 + · · · + ˛_n¸^k_n ) · x^k .

üÔÕ ÔÅÈÎÉËÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÄÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ĂÆÏÒÍÕÌÙ k-ÔÏÇÏ ÞÌÅÎÁĄ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ z_k, ÚÁÄÁÎ- ÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ n-ÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ:

z_k + a_1z_{k−1} + a_2z_{k−2} + · · · + a_nz_{k−n} = 0 ; (8-8)

ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a_1; a_2; : : : ; a_n ∈ C | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. îÁÊÄčÍ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÑŒÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ k ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ z_k, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ

z_0 = 0 ; z_1 = 1 ; z_k = z_{k−1} + z_{k−2} ÐÒÉ k ⩾ 2 ;

É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÒÅÛÁÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

z_k − z_{k−1} − z_{k−2} = 0 :

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÍÕ ÖÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÐÒÉ ŒÓÅÈ k ⩾ 2 É ÌÀÂÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ÞÉÓÅÌ b_0; b_1 ∈ C ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ

b_0 + b_1x 1 − x − x^2

= z_0 + z_1x + z_2x^2 + · · · (8-9)

(ÕÍÎÏÖÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ 1 − x − x^2 É ÓÒÁŒÎÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ x^k ÄÌÑ k ⩾ 2).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ b_0; b_1; : : : ; b_{n−1} ∈ C ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ

b_0 + b_1x + · · · + b_{n−1}x^{n−1} 1 + a_1x + a_2x^2 + · · · + a_nx^k

= z_0 + z_1x + z_2x^2 + · · ·

ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÐÒÉ k ⩾ n ÏÂÝÅÍÕ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ (8-8).

óÒÁŒÎÅÎÉÅ Œ (8-9) ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÐÒÉ x^0 É x^1 ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ b_0 = z_0 É b_1 = z_1 − z_0, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ z_0 = 0, z_1 = 1 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÒÑÄÁ

z(x) = x 1 − x − x^2 ;

ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÉÚ (8-9) ÐÒÉ b_0 = 0, b_1 = 1 . þÔÏÂÙ ÑŒÎÏ ÎÁÊÔÉ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ: x 1 − x − x^2 = x (1 − ¸_+x)(1 − ¸_−x) = ˛_+ 1 − ¸_+x + ˛_− 1 − ¸_−x

; (8-10)

ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ ¸_±, ÂÕÄÕÞÉ ËÏÒÎÑÍÉ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ^1 t^2 − t − 1 = 0 , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ

¸_± = 1 ± √ 5 2 ; ¸_+¸_− = −1 ; ¸_+ + ¸_− = 1 ;

ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËÏÔÏÒÙÈ, ÕÍÎÏÖÁÑ ÄÒÏÂÉ Œ (8-10) ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ É ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ x = ¸_±, ÎÁÈÏÄÉÍ ˛_+ = −˛_− = 1=(¸_+ − ¸_−) = 1= √ 5 . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

z_0 + z_1x + z_2x^2 + · · · = x 1 − x − x^2 = 1 √ 5 ( 1 1 − ¸_+x − 1 1 − ¸_−x ) = ∑ k⩾0 ¸^k_+ − ¸^k_− √ 5 · x^k ;

Ô. Å. k-ÔÏÅ ÞÉÓÌÏ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ z_k =

(1 + √ 5)^k − (1 − √ 5)^k 2^k √ 5 . 8.4. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ. åÓÔØ ÄŒÁ ÐÏÄÈÏÄÁ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ ÆÕÎË- ÃÉÉ R^f� R, ÐÏÞÔÉ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍÙÅ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕÎÁÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ f → f^′ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ K.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^′(x) ÆÕÎËÃÉÉ R^f� R ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ x, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ

f(x + ‹) = f(x) + f^′(x) · ‹ + o(x; ‹)

Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ o(x; ‹) = f(x + ‹) − f(x) − f^′(x) · ‹ ÐÒÉ ‹ → 0 ÄÏÌÖÎÁ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÞÅÍ ‹ (É ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ

f(x) = a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · ∈ K[[x]] (8-11)

É, ÓÞÉÔÁÑ ÓÉÍŒÏÌ ‹ ŒÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÚÁÐÉÛÅÍ f(x + ‹) ∈ K[[x; ‹]] Œ ŒÉÄÅ ÆÏÒÍÁÌØ- ÎÏÇÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÏÔ ‹ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K[[x]]:

f(x + ‹) = ∑ k⩾0 a_k(x + ‹)^k = ∑ k⩾0 k∑ ˚=1 a_k ( k ) x^˚ ‹^{k−˚} = ∑ m⩾0 f_m(x) · ‹^m ;

ÇÄÅ f_m(x) = ∑ k⩾m ( k m ) a_kx^{k−m} ÄÌÑ ŒÓÅÈ m ⩾ 0

(8-12)

òÑÄ f_1(x) = a_1 +2a_2x+3a_3x^2 + · · · ∈ k[[x]], ÓÔÏÑÝÉÊ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (8-12) Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÉ ‹^1 , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÉÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ ÒÑÄÁ (8-11) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

f^′(x)^{def}= f_1(x) = a_1 + 2a_2x + 3a_3x^2 + · · · = ∑ k⩾1 k · a_kx^{k−1} : (8-13)

1ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ a0an ≠ 0 ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

t^n + a1t^{n−1} + · · · + an−1t + an = nY i=1 (t − ¸i)

1 + a1x + · · · + an−1x^{n−1} + anx^n = nY i=1 (1 − ¸ix)

ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÏÄÎÏ ÄÒÕÇÏÍÕ, Ô. Ë. ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÚÁÍÅÎÏÊ x = 1=t É ÄÏÍÎÁÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ

ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ^1,

òÉÓ. 8⋄1. ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ É ÓÅËÕÝÁÑ.

ÞÅÍ ÉÓÈÏÄÎÙÊ.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ R^f� R Œ ÔÏÞËÅ x ÅÓÔØ ÎÁËÌÏÎ ËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÏÊ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ Ó ÁÂÓÃÉÓÓÏÊ x. ëÁ- ÓÁÔÅÌØÎÁÑ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÓÅ- ËÕÝÉÈ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÇÒÁÆÉË Œ ÔÏÞËÁÈ Ó ÁÂÓÃÉÓÓÁÍÉ t_1 É t_2, ËÏÇÄÁ ÏÂÅ ÏÎÉ ÓÌÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÕ x (ÓÍ. ÒÉÓ. 8⋄1). ô. Ë. ÎÁËÌÏÎ ÓÅËÕÝÅÊ ÒÁŒÅÎ ( f(t_2) − f(t_1) ) =(t_2 − t_1), ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÁÑ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÜÔÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÉ t_1; t_2 → x (É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ).

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ (8-11) ÓÔÏÑÝÁÑ Œ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÎÁËÌÏÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ f(t_2)−f(t_1) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÏÌØÃÁ K[[t_1; t_2]] É ÎÁÃÅÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ËÏÌØÃÅ ÎÁ t_2 − t_1, ÐÏÓËÏÌØËÕ

t^n_2 − t^n_1 t_2 − t_1

= t^{n−1}_1 + t^{n−2}_1 t_2 + t^{n−3}_1 t^2 + · · · + t_1t^{n−2}_2 + t^{n−1}_1 ;

É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ

f(t_2) − f(t_1) t_2 − t_1 = ∑ k⩾1 a_k ( t^{k−1}_1 + t^{k−2}_1 t_2 + t^{k−3}_1 t^2 + · · · + t_1t^{k−2}_2 + t^{k−1}_2

k ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ) : (8-14)

œ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ t_1 = t_2 = x, Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÑÄ (8-13). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ĂÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅĄ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ĂÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍĄ. ïÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÓÔÅÐÅÎÎÏÍÕ ÒÑÄÕ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ @ @x : K[[x]]^{f→f ′} � K[[x]] : (8-15)

8.4.1. ìåííá. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ K É ÌÀÂÙÈ f; g ∈ K[[x]] ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

(a)^′ = 0 ; (af)^′ = a · f^′ ; (f + g)^′ = f^′ + g^′ ; (fg)^′ = f^′ · g + f · g^′ : (8-16)

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÒÑÄ g ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÔÏ

(f(g(x))^′ = g^′(x) · f^′(g(x)) ; (8-17)

Á ÅÓÌÉ ÒÑÄ f ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ (1=f)^′ = −f^′=f^2 .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÅÒŒÙÅ ÔÒÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Œ (8-16) ŒÙÔÅËÁÀÔ ÐÒÑÍÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÆÏÒÍÕÌÙ (8-13). þÅÔŒčÒ- ÔÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ^2 Œ (8-16) É ÐÒÁŒÉÌÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ (8-17) ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ĂÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏĄ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ: ÚÁÐÉÓÙŒÁÑ Œ K[[x; ‹]]

f(x + ‹) = f(x) + ‹ · f^′(x) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ ‹^2) g(x + ‹) = g(x) + ‹ · g^′(x) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ ‹^2) ;

ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÏÎÏÍÏŒ, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ ‹^2 ,

f(x + ‹)g(x + ‹) = f(x)g(x) + ‹ · (f^′(x)g(x) + f(x)g^′(x)) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ ‹^2) ;

ÏÔËÕÄÁ (fg)^′ = f^′ · g + f · g^′. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÍ

f(g(x + ‹)) = f ( g(x) + ‹ · g^′(x) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ ‹^2) ) : 1ÓÍ. ÐÒÅÄÕÐÒÅÖÄÅÎÉÅ (n^∘ 8.4.2) ÎÉÖÅ 2ÅÇÏ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÁŒÉÌÏÍ ìÅÊÂÎÉÃÁ ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÒÑÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉÂÁŒÌÑÅÔÓÑ Ë g(x) Œ ÁÒÇÕÍÅÎÔÅ f, ÞÅÒÅÚ

"(x; ‹) = ‹ · g^′(x) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ ‹^2) ;

ÐÏÌÕÞÁÅÍ

f(g(x + ‹)) = f ( g(x) + "(x; ‹) ) = = f(g(x)) + "(x; ‹) · f^′(g(x)) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ "(x; ‹)^2) = = f(g(x)) + ‹ · g^′(x) · f^′(g(x)) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ ‹^2) ;

ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ. îÁËÏÎÅÃ, ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ (1=f)^′ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ŒÚÑÔÉÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ f · f^{−1} = 1. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.4. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ 1 (1 − x)^2 ; 1 (1 − x)^3

; : : : ; 1 (1 − x)^m É ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ k-ÔÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_k, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅÍ: a_0 = 1, a_1 = −1 É a_k = 2a_{k−1} − a_{k−2} ÐÒÉ k ⩾ 2.

8.4.2. ðÒÅÄÏÓÔÅÒÅÖÅÎÉÅ: f^′ = 0 ⇏ f = const ! äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ K. ðÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Œ ÔÁËÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ k, ÐÏÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ (8-13) ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ (a_kx^k)^′ = k · a_kx^{k−1} ;

É ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ t_1 = t_2 = x Œ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (8-14), ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÓÕÍÍÕ n ÅÄÉÎÉÃ ËÏÌØÃÁ K. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ K ÓÕÍÍÁ n ÅÄÉÎÉÃ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ (ËÁË ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÏÌØÃÅ ŒÙÞÅÔÏŒ K = Z=(n)), ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ, ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n, ÂÕÄÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ:

1 + 1 + · · · + 1

n ÅÄÉÎÉÃ

= 0 ⇒ (x^{mn})^′ = 0 ∀ m∈N :

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^p − 1 ∈ F_p[x] ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p = Z=(p) ÉÍÅÅÔ ÐÏ ÜÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÅŒÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ F_p[x] ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f^′(x) = 0 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ f(x) = g(x^p) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ F_p[x].

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÅÝč ŒÅÒÎčÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÑŒÌÅÎÉÀ, ÏÄÎÁËÏ ÐÏËÁ, ÄÏ ËÏÎÃÁ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ, ÅÓÌÉ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÎÅ ÏÇÏŒÁÒÉŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ K ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ:

K ÓÏÄÅÒÖÉÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄËÏÌØÃÁ ÐÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q (8-18)

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÅÄÉÎÉÃ ÏÂÒÁÔÉÍÁ, É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÁÌØ- ÎÙÈ ÒÑÄÏŒ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÐÏÈÏÖÅ ÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÁÎÁÌÉÚÅ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÕÓÌÏŒÉÅ f^′ = 0 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ f = const. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

8.4.3. ðòåäìïöåîéå (æïòíõìá ôüêìïòá). ðÒÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏŒÉÑ (8-18) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ f(x) ∈ K[[x]] Œ ËÏÌØÃÅ K[[x; ‹]] ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

f(x + ‹) = ∑ m⩾0 1 m! f^{(m)}(x) · ‹^m

ÇÄÅ f^{(m)}(x) =

(_@ @x )_m

f(x) ÅÓÔØ m-ÔÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ f .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ (8-18) ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ f_m(x) Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (8-12), ÄÁÀÝÅÊ ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÅ ÒÑÄÁ f(x + ‹) ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ ‹, ÐÅÒÅÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (8-12) Œ ŒÉÄÅ

f_m(x) = ∑ k⩾m ( k m ) a_kx^{k−m} = 1 m! ∑ k⩾m k(k − 1) · · · (k − m + 1)

m ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ

a_kx^{k−m} = 1 m! f^{(m)}(x) ;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. □

8.4.4. ðÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ÒÑÄ. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ (8-13) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÙÐÏÌÎÅ- ÎÉÉ ÕÓÌÏŒÉÑ (8-18) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ f(x) = a_0 +a_1x+a_2x^2 +· · · ∈ K[[x]] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÒÑÄ ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ F (x) = ∫ f(x) dx^{def}= ∑ k⩾1 a_{k−1} k x^k (8-19)

ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F^′(x) = f(x). ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÉÌÉ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÏÔ f. 8.5. üËÓÐÏÎÅÎÔÁ É ÌÏÇÁÒÉÆÍ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÇÏ (8-18), ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N (K)^{def}= x · K[[x]] É U (K)^{def}= 1 + x · K[[x]] (8-20) ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÑÄÏŒ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ É Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ N (K) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÒÑÄÏŒ, Á U (K) | ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. æÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ

e^{x def}= ∑ k⩾0 x^k k! = 1 + x + 1 2 x^2 + 1 6 x^3 + · · · ∈ U (Q) (8-21)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÏÊ. ïÎ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌÅÎ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓŒÏÅÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ: (e^x)^′ = e^x .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.6. õÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ e^x | ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÒÑÄ ÉÚ U (Q), ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏÍ.

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ e^x ŒÍÅÓÔÏ x ÌÀÂÏÊ ÒÑÄ fi(x) ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÑÄ e^{ø (x)} ÓÏ ÓŒÏ- ÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ 1, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÏÊ ÒÑÄÁ fi(x). ðÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ÒÑÄ ÏÔ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ

ln(1 + x)^{def}= ∫ dx 1 + x = ∑ k⩾1 (−1)^{k−1} k x^k = x − 1 2 x^2 + 1 3 x^3 − · · · ∈ N (Q) (8-22)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ u(x) ∈ U (K), ÒÑÄ u(X)−1, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ ŒÍÅÓÔÏ x Œ ÒÑÄ ln(1 + x). ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÑÄ ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ln u(x) , ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÒÑÄÁ u(x). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÍÉ ÁÂÅÌÅŒÙ ÇÒÕÐÐÙ (8-20) ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ:

exp : N (K)^{ø →eø} � U (K)

N (K) �_{u→ln u} U (K) : log

(8-23)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.7. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (8-17) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, ÞÔÏ ∀ u ∈ U (K) ŒÙÐÏÌ- ÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ (ln u)^′ = u^′=u (ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ u).

8.5.1. ôåïòåíá. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (8-23) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÇÒÕÐÐ, Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÑÄÏŒ u; u_1; u_2 ∈ U (K) , fi; fi_1; fi_2 ∈ N (K) ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ:

ln e^ø = fi ; e^{ln u} = u ; ln(u_1u_2) = ln(u_1) + ln(u_2) ; e^{ø1 +ø2} = e^{ø1} e^{ø2} :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÒÑÄÏŒ fi_1; fi_2 ∈ N (K) ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ fi_1 = fi_2 É fi^′_1 = fi^′_2 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÑÄÙ ln(e^x) É x, ÌÅÖÁÝÉÅ Œ N (Q) É ÉÍÅÀÝÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ln(e^x) = x ŒÍÅÓÔÏ x ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ∀ fi ∈ N (K) ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ln e^ø = fi. äÌÑ ÒÑÄÏŒ u_1; u_2 ∈ U (K) ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ u_1 = u_2 É u^′_1 = u^′_2 ÔÁËÖÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÑÄÙ ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ln(u_1u_2) É ln u_1 + ln u_2, ÔÁËÖÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ:

(ln(u_1u_2))^′ =

(u_1u_2)^′ u_1u_2 = u^′_1u_2 + u_1u^′_2

u_1u_2 = u^′_1 u_1 + u^′_2 u_2

= (ln u_1)^′ + (ln u_2)^′ = (ln u_1 + ln u_2)^′ ;

ÔÏÖÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏŒÁÎÉÅ U (K)^{log}� N (K) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÕÌØÔÉ- ÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÕÀ É ÏÂÒÁÔÎÏ ÓÌÅŒÁ Ë ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÀ, ÉÚ ÞÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ ÒÑÄÙ u_1; u_2 ∈ U (K) ÐÏÐÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

u_1 = u_2 ⇐⇒ ln(u_1) = ln(u_2) ⇐⇒ (ln u_1)^′ = (ln u_2)^′ (8-24)

ïÂÅ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ Ă⇒Ą ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙ, É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÐÅÒŒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÚ ÔÒÅÔØÅÇÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 8.7 ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ u_1(x)^′ · u_2(x) = u^′_2(x) · u_1(x). ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ u_1 = a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · É u_2 = b_0 + b_1x + b_2x^2 + · · · É ÓÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ x ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

a_1 · 1 = 1 · b_1 2a_2 + a_1b_1 = a_1b_1 + 2b_2 · · · · · · · · ·

k · a_k + k−1∑ m=1 m · a_mb_{k−m−1} = k−1∑ m=1 (k − m) · a_{m−1}b_{k−m} + k · b_k

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÎÕÖÎÙÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ a_k = b_k. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ, Á ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ | ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÎÅÍÕ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀ u∈U (K) ln(1=u) = −u, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ e^{ø1+ø2} = e^{ø1} e^{ø2} É e^{ln u} = u, ÓÒÁŒÎÉŒ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ.

8.6. óÔÅÐÅÎØ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ. œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ K ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏÍ (8-18) ÓÏ ÓÔÒ. 59 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ¸ ∈ K ÒÑÄ

(1 + È)^{ff def}= e^{ff ln(1+x)} ∈ U (K) :

ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÎÏÍÏÍ Ó ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ ¸. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÂÉÎÏÍ ŒÍÅÓÔÏ x ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ fi(x) = u(x) − 1 ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ÒÑÄÏŒ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ¸-ÔÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ

U (K)^{u→uff=eff ln u} � U (K) ;

ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏ ÏÖÉÄÁÅÍÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ÓÔÅÐÅÎØ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÑÄÏŒ u; v ∈ U (K) É ÞÉÓÅÌ ¸; ˛ ∈ K ÂÕÄÕÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

u^ff · u^fi = u^{ff+fi} ; (u^ff)^fi = u^{fffi} ; (uv)^ff = u^ffv^ff : (8-25)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.9. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.

þÔÏÂÙ ÏÔÙÓËÁÔØ ÑŒÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÂÉÎÏÍÁ (1+x)^ff = a_0 +a_1x+a_2x^2 +· · · , ŒÏÚØÍčÍ ÏÔ ÎÅÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ:

((1 + x)^ff)^′ (1 + x)^ff = ( ln e^{ff ln(1+x)}

)_′ = ( ¸ ln(1 + x)

)_′ = ¸ 1 + x : ðÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ((1 + x)^ff)^′ · (1 + x) = ¸ · (1 + x)^ff. óÒÁŒÎÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÐÒÉ x^{k−1} Œ ÐÒÁŒÏÊ É ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÁčÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ka_k + (k − 1)a_{k−1} = ¸a_{k−1} , ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ

a_k = a_{k−1} k (¸ − k + 1) =

¸(¸ − 1) · · · (¸ − k + 1) k! (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ a_0 = 1, ÐÏÓËÏÌØËÕ (1 + x)^ff ∈ U (Q)). ëÁË É Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (1-7) ÎÁ ÓÔÒ. 6 ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ( ¸ k )_{def} = ¸(¸ − 1) · · · (¸ − k + 1) k! ∈ K

62 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

(Œ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ É Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÓÔÏÉÔ ÐÏ k ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÍÎÏÖÉÔÅ- ÌÅÊ, ÏÄÎÁËÏ ÐÒÉ ¸ ∉ N ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ ÐÒÉ ŒÓÅÈ k).

8.6.1. óìåäóôœéå (æïòíõìá îøàôïîá). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K, ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏŒÉÀ (8-18) ÓÏ ÓÔÒ. 59 Œ ËÏÌØÃÅ K[[x]] , ÐÒÉ ŒÓÅÈ ¸ ∈ K ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ

(1 + x)^ff = ∑ ˚⩾0 ( ¸ ) x^˚ = 1 + ¸x +

¸(¸ − 1) 2 x^2 +

¸(¸ − 1)(¸ − 2) 6 x^3 + · · · : □ 8.6.2. ðÒÉÍÅÒ: ÍÅÔÏÄ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. óÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ f(x) = a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · ∈ K[[x]] ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_0; a_1; a_2; · · · ∈ K. œ ÓÉÔÕ- ÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a_˚ ) ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÉÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ÎÁ f(t), ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅË- ÔÉŒÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏŒ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÜÔÏ, ÎÁÊÄÑ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ëÁÔÁÌÁÎÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ðÕÓÔØ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÕÍÍÙ (n + 1) ÞÉÓÅÌ a_0 + a_1 + a_2 + · · · + a_n Œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ ÒÁÚ- ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÔÁËÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÒÁÚÏÂØčÔÓÑ ÎÁ n ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÛÁÇÏŒ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÕÄÅÔ ŒÙÞÉÓÌÑÔØÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ ŒÓÅ ÚÎÁËÉ Ă+Ą ÏËÁÖÕÔÓÑ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÍÉ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÔÅÍ, Œ ËÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÏÎÉ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÎÕÍÅÒÁÃÉÊ (ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ ÒÁÓÓÔÁÎÏ- ŒÏË n + 1 ÐÁÒ ÓËÏÂÏË Œ ÎÁÛÅÊ ÓÕÍÍÅ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ëÁÔÁÌÁÎÁ c_n. îÁÐÒÉÍÅÒ, c_1 = 1, c_2 = 2, c_3 = 5, c_4 = 14, . . .

þÔÏÂÙ ÑŒÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ c_n ÞÅÒÅÚ n ÐÏÌÏÖÉÍ c_0 = 1 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ c(x) = ∑ k⩾0 c_kx^k . ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒÏË ÓËÏÂÏË, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ i-ÔÙÊ ÓÌÅŒÁ ÚÎÁË Ă+Ą ÒÁŒÎÏ c_{i−1}c_{n−i−1}, n-ÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ëÁÔÁÌÁÎÁ c_n ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

c_n = c_0c_{n−1} + c_1c_{n−2} + · · · + c_{n−2}c_1 + c_{n−1}c_0 :

üÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ c(x) − 1 = xc(x)^2 (ÎÁÐÉÓÁÎÎÁÑ ŒÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÒÁŒÎÉŒÁÅÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ x^n Œ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ). œ ÃÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØÃÅ Q[[x]] ËŒÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ xt^2 − t − 1 = 0 ÉÍÅÅÔ ÄŒÁ

ÒÅÛÅÎÉÑ 1 ± √ 1 − 4x 2x , ÇÄÅ √ 1 − 4x = (1−4x)^{1=2} = ∑ k⩾0 (−1) k! k−1 · 4^k· 1 2 · ( 1 2 − 1 ) · · · ( 1 2 − k + 1 ) ·x^k . ðÏÓËÏÌØËÕ

c_0 = 1, ÉÓËÏÍÁÑ ÎÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÑ Ó(x) ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÒÉ ŒÙÂÏÒÅ ÐÅÒÅÄ ÒÁÄÉËÁÌÏÍ ÚÎÁËÁ Ă+Ą. ðÏÌÕÞÁÅÍ^1

c(x) = 1 2x ∑ k⩾0 (−1) k! k−1 · 4^k · 1 2 ( 1 2 − 1 ) · · · ( 1 2 − k + 1 )

k x^k =

= ∑ k⩾1 2^{k−1} ·

1 · (2 · 1 − 1) · (4 · 1 − 1) · · · · · (2(k − 1) − 1) k! x^{k−1} =

= ∑ k⩾1 (2k − 2)! k!(k − 1)!

· x^{k−1} = ∑ k⩾0 ( 2k k ) x^k k + 1

éÔÁË, c_n = 1 n + 1 ( 2n n ) . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ó ÐÅÒŒÏÇÏ ŒÚÇÌÑÄÁ ÄÁÖÅ ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ÐÏÎÑÔÎÏ, ÐÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ.

1ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÉ ËÏ ŒÔÏÒÏÊ ÍÙ ÕÍÎÏÖÉÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ k ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Œ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ ÄÒÏÂÉ ÎÁ 2, ÏÔÝÅÐÉŒ ÜÔÉ k ÄŒÏÅË ÉÚ 4^k, É ÓÍÅÎÉÌÉ ÚÎÁË ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ (k − 1) ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ; ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏÞËÉ Ë ÔÒÅÔØÅÊ | ÄÏÍÎÏÖÉÌÉ É ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÁ (k − 1)!, ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÅ Ó 2^{k−1} ÄÏÐÏÌÎÑÅÔ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÄÏ ÐÏÌÎÏÇÏ ÆÁËÔÏÒÉÁÌÁ

§9. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ.

œÓÀÄÕ Œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ K ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉ- ÃÅÊ, Á ÞÅÒÅÚ k | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ.

9.1. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ ÔÏÞËÅ. ìÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) = a_0 + a_1x + · · · + a_nx^n ∈ K[x] ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ¸ ∈ K, ÐÏÄÓÔÁŒÉŒ Œ f ŒÍÅÓÔÏ x ÚÎÁÞÅÎÉÅ x = ¸. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

ev_ff : K[x]^{evff}� K ; f −→ f(¸)^{def}= a_0 + a_1¸ + · · · + a_n¸^n ∈ K : (9-1)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØÀ, f(¸) ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÁ 2n ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÎÅ ÐÏÄÓÞÉÔÙŒÁÑ ŒÓÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ¸^k ÐÏ-ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ:

f(¸) = a_0 + ¸ · ( a_1 + ¸ · ( a_2 + · · · + ¸ · ( a_{n−2} + ¸ · (a_{n−1} + ¸ · a_n) ) · · · )) : (9-2)

9.2. äÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f ∈ K[x] ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÅÄÉÎÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔÓÑ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÍÉ ÉÌÉ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍÉ.

9.2.1. ðòåäìïöåîéå. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f É ÌÀÂÏÇÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ u ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ q ∈ K[x] É ÏÓÔÁÔÏË r ∈ K[x], ÔÁËÉÅ ÞÔÏ:

f(x) = u(x) · q(x) + r(x) É deg(r) < deg(u) ÉÌÉ r = 0 : (9-3)

åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ K ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ, ÔÏ ÔÁËÉÅ q É r ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ f).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ĂÄÅÌÅÎÉÑ ÕÇÏÌËÏÍĄ: ÐÏÌÁÇÁÅÍ r_0 = f, q_0 = 0 É ÄÁÌÅÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k = 1; 2; : : : ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ deg(r_{k−1}) ⩾ deg(u) ÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

q_k(x) = (ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ r_{k−1}) · x^{deg(rk−1)−deg(u)} É r_k = r_{k−1} − q_ku ;

ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ Ó ËÁÖÄÙÍ ÛÁÇÏÍ ÓÔÒÏÇÏ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ. ëÏÇÄÁ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ‘-ÔÏÍ ÛÁÇÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ deg(r_‘) < deg(u) , ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (9-3) ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÄÌÑ r = r_‘ É q = q_1 +q_2 + · · · +q_‘ . åÓÌÉ p É s | ÄÒÕÇÁÑ ÐÁÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ deg(s) < deg(u) É f = up+s , ÔÏ ÉÚ uq+r = up+s ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ u(q−p) = r−s. åÓÌÉ Œ K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÐÒÉ p ≠ q ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ deg(u(q−p)) = deg(u)+deg(q−p) ⩾ deg(u) > deg(r−s), ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ u(q − p) = r − s. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, p − q = 0, Á ÚÎÁÞÉÔ, É r − s = 0 . □

9.2.2. óìåäóôœéå. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f, g Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ k ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÁÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ q; r ∈ k[x], ÔÁËÉÈ ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ k[x] ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f = g · q + r É deg(r) < deg(g) ÉÌÉ r = 0 .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÐÉÓÙŒÁÑ g Œ ŒÉÄÅ g = a · u, ÇÄÅ a ∈ k | ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g, a u ∈ k[x] ÕÎÉÔÁÒÅÎ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ f = g · q + r ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ f = u · (aq) + r ŒÉÄÁ (9-3). □

9.2.3. ðÒÉÍÅÒ: ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ ËÁË ÏÓÔÁÔÏË. ïÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

f(x) = a_nx^n + a_{n−1}x^{n−1} + · · · + a_1x + a_0

ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÄŒÕÞÌÅÎ u(x) = x − ¸ | ÜÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÒÁŒÎÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÀ f(¸) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f Œ ÔÏÞËÅ ¸ , Œ ÞčÍ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ŒÙÞÉÓÌÉŒ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ f(x) = (x − ¸) · q(x) + r ÐÒÉ x = ¸. ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÕŒÉÄÅÔØ ÜÔÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÅÓÔÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÑ ÏÓÔÁÔÏË ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÅÌÅÎÉÑ É ÓÒÁŒÎÉŒÁÑ ÜÔÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ó ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (9-2) ÓÏ ÓÔÒÁÎÉÃÙ 63:

r_1(x) = (a_{n−1} + ¸a_n)x^{n−1} + a_{n−2}x^{n−2} + · · · + a_1x + a_0 r_2(x) = ( a_{n−2} + ¸(a_{n−1} + ¸a_n) ) x^{n−2} + a_{n−3}x^{n−3} + · · · + a_1x + a_0

r_3(x) = ( a_{n−3} +¸ ( a_{n−2} + ¸(a_{n−1} + ¸a_n) )) x^{n−2} + a_{n−4}x^{n−4} + · · · + a_1x + a_0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

r_n(x) = a_0 + ¸ · ( a_1 + ¸ · ( a_2 + · · · + ¸ · ( a_{n−2} + ¸ · (a_{n−1} + ¸ · a_n) ) · · · )) = f(¸)

(9-4)

64 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

þÉÔÁÔÅÌÀ ÎÁÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Œ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÅÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ: ÒÁÚÄÅÌÉÔØ Œ Z[x; y] = Z[x][y] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ y^n − x^n ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÄŒÕÞÌÅÎ (y − x).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.1. îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^{179} + x^{57} + x^2 + 1 Œ Z[x] ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Á) x^2 − 1 Â) x^2 + 1 Œ) x^2 + x + 1 .

9.2.4. ðÒÉÍÅÒ: ÎÏÄ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ. œ ËÏÌØÃÅ k[x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ k Õ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ f_1; f_2; : : : ; f_n ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ^1, ÐÒÉÞčÍ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÎÏÄ(f_1; f_2; : : : ; f_n) = f_1h_1 + f_2h_2 + · · · + f_nh_n (9-5)

Ó ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ h_i ∈ k[x] . äÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË É ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (f_1; f_2; : : : ; f_n)^{def}= {f_1h_1 + f_2h_2 + · · · + f_nh_n | h_i ∈ k[x]} (9-6)

ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ Œ ŒÉÄÅ (9-5) Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ f_1; f_2; : : : ; f_n É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ h_1; h_2; : : : ; h_n ∈ k[x], É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ d(x) ∈ (f_1; f_2; : : : ; f_n) ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÅÊÓÑ Œ (f_1; f_2; : : : ; f_n) ÓÔÅÐÅÎÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (f_1; f_2; : : : ; f_n) ⊂ k[x] ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

Á) ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ (f_1; f_2; : : : ; f_n) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_1; f_2; : : : ; f_n Â) f_1; f_2; : : : ; f_n ∈ (f_1; f_2; : : : ; f_n) Œ) g_1; g_2 ∈ (f_1; f_2; : : : ; f_n) ⇒ g_1 ± g_2 ∈ (f_1; f_2; : : : ; f_n) Ç) g ∈ (f_1; f_2; : : : ; f_n) ⇒ gh ∈ (f_1; f_2; : : : ; f_n) ∀ h ∈ k[x] Ä) ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ (f_1; f_2; : : : ; f_n) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d(x) éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ, (f_1; f_2; : : : ; f_n) = (d) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ËÒÁÔÎÙÈ d. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ d = ÎÏÄ(f_1; f_2; : : : ; f_n) É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ (9-5).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ Õ ÐÁÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f; g ∈ k[x] ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ^2 ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÉÈ ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÅ, Ô. Å. ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ËÏÌØÃÁ Œ ŒÉÄÅ 1 = fh_1 + gh_2 Ó ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ h_1; h_2 ∈ k[x].

äÌÑ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ ÐÁ- ÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ k ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÒ. Ó n^∘ 7.4). á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÐÁÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_1(x) É f_2(x) Ó deg(f_1) ⩾ deg(f_2) ÐÏÌÏÖÉÍ E_0 = f_1, E_1 = f_2, É E_k = ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ E_{k−2} ÎÁ E_{k−1} ÐÒÉ k ⩾ 1 . óÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ E_k ÂÕÄÕÔ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙŒÁÔØ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ËÁËÏÊ-ÔÏ E_r ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÉÔ ÎÁÃÅÌÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ E_{r−1}, Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ E_{r+1} ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ E_r ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÅÎ ÎÏÄ(f_1; f_2), ÐÒÉÞčÍ ÅÓÌÉ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÇÏ E_k ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ E_k = h^{(k)}_1 f_1 + h^{(k)}_2 f_2, ÔÏ E_r = ÎÏÄ(f_1; f_2) É E_{r+1} = 0 ÔÏÖÅ ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÍÉ Œ ÔÁËÏÍ ŒÉÄÅ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ŒÙÒÁÖÅ- ÎÉÉ E_{r+1} = 0 = h^{(r+1)}_1 f_1 + h^{(r+1)}_2 f_2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ h^{(r+1)}_1 É h^{(r+1)}_2 ÂÕÄÕÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ, ÄÏÐÏÌÎÑÀÝÉÍÉ f_1 É f_2 ÄÏ ÉÈ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ ÎÏË(f_1; f_2) = h^{(r+1)}_1 f_1 = −h^{(r+1)}_2 f_2.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.3. äÏËÁÖÉÔÅ ŒÓÅ ÜÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ f_1 = x^7 + 3 x^6 + 4 x^5 + x^4 + 5 x^2 + 3 x^3 + 3 x + 4 , f_2 = x^5 + 5 x^4 + 11 x^3 + 12 x^2 + 7 x + 4 ÐÅÒŒÙÊ ÛÁÇ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ åŒËÌÉÄÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë

E_0 = x^7 + 3 x^6 + 4 x^5 + x^4 + 5 x^2 + 3 x^3 + 3 x + 4 E_1 = x^5 + 5 x^4 + 11 x^3 + 12 x^2 + 7 x + 4 E_2 = −4 x^4 − 13 x^3 − 21 x^2 − 10 x − 8 = E_0 − ( x^2 − 2 x + 3 ) E_1

ÄÁÌØÛÅ ÕÄÏÂÎÅÅ ÄÅÌÉÔØ ÎÁ E_2 ÎÅ E_1, Á 16E_1, Á ÚÁÔÅÍ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ 1/16:

E_3 = 1 16 ( x^3 + 5 x^2 + 10 x + 8 ) = 1 16 (16E_1 + (4 x + 7) E_2) =

4 x + 7 16 E_0 −

4 x^3 − x^2 − 2 x + 5 16 E_1

ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ ÕÖÅ ÄÁčÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ

E_4 = −16 (x^2 + 3 x + 4) = E_2 + 16 (4 x − 7) E_3 = 16 ( x^2 − 3 ) E_0 − 16 ( x^4 − 2 x^3 + 2 x − 2 ) E_1

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ 2Ô. Å. ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔ É ÎÅ ËÒÁÔÎÙÈ ÓÁÍÉÍ ÜÔÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ

ÐÏÓËÏÌØËÕ

E_5 = E_3 + x + 2 256 E_4 = 0 = x^3 + 2 x^2 + x + 1 16 E_0 − x^5 + x^2 + 1 16 E_1 :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

ÎÏÄ(f_1; f_2) = x^2 + 3 x + 4 = − ( x^2 − 3 ) f_1(x) + ( x^4 − 2 x^3 + 2 x − 2 ) f_2(x) ÎÏË(f_1; f_2) = ( x^3 + 2 x^2 + x + 1 ) f_1(x) = ( x^5 + x^2 + 1 ) f_2(x) :

9.3. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. (n^∘ 8.2)), ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØ- ÃÁ K[x] ÑŒÌÑÀÔÓÑ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ¸ ∈ K. ïÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ËÏÎÓÔÁÎ- ÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p ∈ K[x] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ^1, ÅÓÌÉ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ p = fg ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ f, g ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ p ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ. åÓÌÉ K = k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ k[x] ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÅÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔØ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ f = gh ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ deg(g); deg(h) < deg(f).

9.3.1. ðòåäìïöåîéå. œÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ k ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÐÒÉÞčÍ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑ p_1p_2 · · · p_k = f = q_1q_2 · · · q_m ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ k = m, É ÜÔÉ ÓÏ- ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ∀ i p_i = s_iq_i, ÇÄÅ s_i ∈ k | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. çÏÄÑÔÓÑ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÅ ÖÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÒ. Ó n^∘ 7.8.1). ðÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ÅÓÌÉ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÔÏ ÏÎ ÓÁÍ É ÂÕÄÅÔ ÓŒÏÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ f ÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÔÏ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÉÌÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ ÉÌÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ É Ô. Ä. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ, ÍÙ Œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÅÇÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

p_1p_2 · · · p_k = q_1q_2 · · · q_m ; (9-7)

Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ p_1 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ É ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ŒÉÄÁ s · p_1 Ó s ∈ k. åÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÒÅÄÉ q_i ÎÅÔ, ÔÏ ∀ i ÎÏÄ(p_1; q_i) = 1, Á ÚÎÁÞÉÔ p_1 ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ q_i, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É Ó ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ. îÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ h_1p_1 + h_2q_1 · · · q_m = 1 ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ Œ ÓÉÌÕ (9-7) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p_1. éÔÁË, ÏÄÉÎ ÉÚ q_i | ÎÁÚÏŒčÍ ÅÇÏ q_1 | ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ q_1 = s_1p_1 Ó s_1 ∈ k. ôÏÇÄÁ (9-7) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ p_1(p_2 · · · p_k + s_1 · q_2 · · · q_m) = 0, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ p_2p_3 · · · p_k = (s_1q_2)q_3 · · · q_m (Œ ËÏÔÏÒÏÍ s_1q_2 ÔÏÖÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ), Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. □

9.4. ëÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. üÌÅÍÅÎÔ ¸ ∈ K, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ K[x], ÅÓÌÉ f(¸) = 0. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ (n^∘ 9.2.3), ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ f(x) ÄÅÌÉÔÓÑ Œ K[x] ÎÁ (x − ¸).

9.4.1. ðòåäìïöåîéå. åÓÌÉ Œ K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ K[x], ÉÍÅÀ- ÝÉÊ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_s ∈ K, ÄÅÌÉÔÓÑ Œ K[x] ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ s∏ i=1 (x − ¸_i) :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ f ≠ 0, ÔÏ deg(f) ⩾ s.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÐÉÛÅÍ f Œ ŒÉÄÅ f(x) = (x − ¸_1) · f_1(x) . ðÏÓËÏÌØËÕ Œ K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ É (¸_i − ¸_1) ≠ 0 ÐÒÉ i ≠ 1, ŒÙÞÉÓÌÑÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÐÒÉ x = ¸_2; ¸_3; : : : ; ¸_s, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ¸_2; ¸_3; : : : ; ¸_s ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f_1(x), É ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÎÉÍ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. □

9.4.2. óìåäóôœéå. îÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÎÅ ÍÏ- ÖÅÔ ÉÍÅÔØ Œ ÜÔÏÍ ËÏÌØÃÅ ÂÏÌÅÅ deg(f) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. □

1ÓÒ. Ó ÏÂÝÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÚ (n^∘ 7.8)

66 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

9.4.3. óìåäóôœéå. ðÕÓÔØ ËÏÌØÃÏ K ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ, É f; g ∈ K[x] ÉÍÅÀÔ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑ- ÝÉÅ n. åÓÌÉ f(¸_i) = g(¸_i) ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ n ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÈ ¸_i ∈ K, ÔÏ f = g Œ K[x] .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f − g ÎÕÌÅŒÏÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ⩽ n É ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ n ËÏÒÎÅÊ. □

9.4.4. ðÒÉÍÅÒ: ÏÂÝÉÅ ËÏÒÎÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. ðÕÓÔØ k | ÐÏÌÅ. þÉÓÌÏ ¸ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ËÏÒÎÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_1; f_2; : : : ; f_m ∈ k[x], ËÏÇÄÁ ¸ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØ- ÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ (x−¸) ÄÅÌÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ f_i, ÔÏ (x−¸) ÄÅÌÉÔ ÎÏÄ(f_1; f_2; : : : ; f_m), É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÁÂÏÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ | ÜÔÏ ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ËÏÒÎÅÊ ÉÈ ÎÁÉ- ÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÐÒÏÝÅ, ÞÅÍ ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ËÏÒÎÅÊ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ f_i Œ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ, Ô. Ë. deg ÎÏÄ(f_1; f_2; : : : ; f_m) ÏÂÙÞÎÏ ÂÙŒÁÅÔ ÍÅÎØÛÅ min ( deg(f_i) ) . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÎÏÄ(f_1; f_2; : : : ; f_m) = 1, ÔÏ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_i ÎÅÔ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ, ÐÒÉÞčÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Œ ÐÏÌÅ k, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ ÚÁÄÁÎÙ ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÎÏ É ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ÂÏÌØÛÅÍ ËÏÌØÃÅ K ⊃ k. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, f_i(¸) ÎÉËÁË ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Œ ÎÕÌØ , ÐÏÓËÏÌØËÕ ∃ h_1; h_2; : : : ; h_m ∈ k[x], ÔÁËÉÅ ÞÔÏ

f_1h_1 + f_2h_2 + · · · + f_mh_m = ÎÏÄ(f_1; f_2; : : : ; f_m) = 1

ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ.

9.4.5. ðÒÉÍÅÒ: ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ. ëÏÒÅÎØ ¸ ∈ K ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ K[x] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ f(x) ÄÅÌÉÔÓÑ Œ K[x] ÎÁ (x − ¸)^2 . œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ f(x) = (x − ¸)^2g(x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ K[x], É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, f^′(x) = (x − a) (2g(x) − (x − ¸)g^′(x)) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (x − ¸). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅ ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÝÉÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ f É f^′, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÎÏÄ(f; f^′).

ðÕÓÔØ K = Q. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^′ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ C[x] ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ deg(f^′) = deg(f)−1, Á ÕÓÌÏŒÉÅ ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÙ f É f^′ ÍÏÖÎÏ ÐÏŒÅÒÑÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ åŒËÌÉÄÁ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ËÏÌØÃÁ Q[x]. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ Q[x], ÔÏ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó f^′. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÐÒÉÍÅÒÕ, f É f^′ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Œ Q, ÎÏ É ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ÂÏÌØÛÅÍ ÐÏÌÅ K ⊃ Q, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, Œ ÐÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ Q[x] ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

îÁÚÏŒčÍ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ËÏÒÎÑ ¸ ∈ C ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ C[x] ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ m ∈ N, ÞÔÏ f(x) = (x − ¸)^m · g(x), ÇÄÅ g(¸) ≠ 0. œÓÑËÉÊ m-ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ¸ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ (m − 1)-ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ f^′(x) = (x − ¸)^{m−1} · (m + (x − ¸) · g(x)) ;

É ÚÎÁÞÅÎÉÅ ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ Œ ÔÏÞËÅ ¸ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ¸ ∈ C ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ m-ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ C[x], ËÏÇÄÁ f(¸) = f^′(¸) = · · · = f^{(m−1)}(¸) = 0, ÎÏ f^{(m)}(¸) ≠ 0 (ÓÒ. Ó (n^∘ 8.4.3)).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.4. ðÕÓÔØ k | ÐÏÌÅ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ k[x] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ ËÏÒÎÅÊ Œ ÐÏÌÅ k

9.5. ëÏÌØÃÁ ŒÙÞÅÔÏŒ k[x]=(f), ÇÄÅ k | ÐÏÌÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ËÏÌØÃÁÍ Z=(n). úÁ- ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x] , ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

(f) = {fh | h ∈ k[x]}

ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ f É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ

[g]_f = g (mod f) = g + (f)^{def}= {g + fh | h ∈ k[x]} : (9-8)

äŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g_1 É g_2 ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÓÍÅÖÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ [g_1]_f = [g_2]_f , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÒÁÚÎÏÓÔØ g_1 − g_2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ f.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.5. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ [g_1]_f , [g_2]_f ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÁÍÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (7-1), ÞÔÏ É ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ŒÙÞÅÔÏŒ:

[g] + [h]^{def}= [g + h] ; [g] · [h]^{def}= [gh] : (9-9) õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.6. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (Ô. Å. ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ËÌÁÓÓÏŒ [g+h] É [gh] ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ g ∈ [g] É h ∈ [h]), Á ÔÁËÖÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ Œ k[x]=(f) ŒÓÅÈ ÁËÓÉÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

îÕÌÅŒÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÏÌØÃÁ k[x]=(f) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ [0]_f = (f), ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ [1]_f = 1 + (f). ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÉËÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ËÌÁÓÓÙ ŒÓÅÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ c ∈ k ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÏÌÅ k ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÌØÃÏ k[x]=(f) Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÌÁÓÓÏŒ ËÏÎÓÔÁÎÔ, É ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ c ŒÍÅÓÔÏ [c]_f ÄÌÑ c ∈ k.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ k[x]=(x − ¸) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÌÀ k.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ∈ k[x] ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ g = fh + r, ÇÄÅ deg(r) < deg(f), Œ ËÁÖÄÏÍ ËÌÁÓÓÅ [g]_f ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØ r ∈ [g]_f ÓÔÅÐÅÎÉ deg(r) < deg(f). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÙÊ ËÌÁÓÓ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

[a_0 + a_1x + · · · + a_{n−1}x^{n−1}]_f = a_0 + a_1# + · · · + a_{n−1}#^{n−1} ; ÇÄÅ # = [x]_f , Á a_i ∈ k .

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ # = [x]_f ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ Œ ËÏÌØÃÅ k[x]=(f) ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ f(#) = 0, Ô. Ë. f(#) = f ([x]_f ) = [f(x)]_f = [0]_f . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ (9-9) ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÐÉÓÅÊ

a_0 + a_1# + · · · + a_{n−1}#^{n−1} ; (9-10)

ÐÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ, ÎÏ Ó ÕÞčÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÉÍŒÏÌ # ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ f(#) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÌØÃÏ k[x]=(f) ÉÎÁÞÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅ- ÒÅÚ k[#] : f(#) = 0 É ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ k ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ Ë ÎÅÍÕ ËÏÒÎÑ # ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ k[x]. œÙÒÁÖÅÎÉÑ (9-10) Œ ÔÁËÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ (ÏÂÏÂÝčÎÎÙÍÉ^1) ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÌØÃÏ Q[x]=(x^2 − 2) ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÚÁÐÉÓÅÊ ŒÉÄÁ a + b √ 2, ÇÄÅ ÓÉÍŒÏÌ √ 2 ∈ Q[x]=(x^2 − 2) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÌÁÓÓ x (mod (x^2 − 2)). óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÚÁÐÉÓÅÊ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË Ó ÕÞčÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ (√ 2 )_2

= 2 :

(a + b √ 2) + (c + d √ 2) = (a + c) + (b + d) √ 2 (a + b √ 2)(c + d √ 2) = (ac + 2 bd) + (cb + ad) √ 2 õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.8. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Q[ √ 2] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, É ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÐÏÌÑÍÉ ËÏÌØÃÁ Q[#], Œ ËÏÔÏÒÙÈ # ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ: Á) #^3 + 1 = 0 Â) #^3 + 2 = 0 ?

9.5.1. ðÒÉÍÅÒ: ĂÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅĄ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔØ ËÁË ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ R ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËÏÒÎÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^2 + 1 = 0 , Ô. Å. ËÁË ËÏÌØÃÏ

R[x]=(x^2 + 1) = R [√ −1 ] : (√ −1 )_2 = −1 ;

ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ a + b √ −1 , ÇÄÅ a; b ∈ R, Á ÓÉÍŒÏÌ √ −1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÌÁÓÓ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ x ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ (x^2 + 1). óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ

(a + b √ −1) + (c + d √ −1) = (a + c) + (b + d) √ −1 (a + b √ −1)(c + d √ −1) = (ac − bd) + (cb + ad) √ −1 :

ëÏÌØÃÏ R [√ −1 ] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÌÁÓÓ a + b √ −1 ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÍ 1 a + b √ −1 = a a^2 + b^2 − b a^2 + b^2 √ −1 :

1ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ Q[x]=(f), ÇÄÅ f ∈ Q[x] | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ (n^∘ 9.5.2) ÎÉÖÅ); ÎÁÛÁ ÏÂÏÂÝčÎÎÁÑ ÔÒÁËÔÏŒËÁ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÍ, ÞÔÏ ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ŒÍÅÓÔÏ Q ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ k, Á ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ # ÂÙÌÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ

68 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R [√ −1 ]_fl� C ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ Œ ÐÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C , ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÅ Œ §6 , ÓÏÐÏÓÔÁ- ŒÌÑÀÝÅÅ ÞÉÓÌÕ a + b √ −1 ∈ R [√ −1 ] ŒÅËÔÏÒ ‚ ( a + b √ −1 ) = a + bi ∈ C , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÏÌÅÊ.

9.5.2. ðòåäìïöåîéå. ëÏÌØÃÏ k[x]=(f) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ k[x] .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ f = gh, ÇÄÅ ÏÂÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f, g ÉÍÅÀÔ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÕÀ, ÞÅÍ f, ÓÔÅÐÅÎØ, ÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÌÁÓÓÙ [g]; [h] ÂÕÄÕÔ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ Œ k[x]=(f), ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ Œ ÐÏÌÅ. åÓÌÉ ÖÅ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÔÏ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó ÌÀÂÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ g ∉ (f), Ô. Å. ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ h; q ∈ k[x] ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ fh + gq = 1, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ [q] · [g] = [1] Œ k[x]=(f), Ô. Å. ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÌÁÓÓ [g]_f ∈ k[x]=(f) ÂÕÄÅÔ ÏÂÒÁÔÉÍ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.9. îÁÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Á) Ë ÞÉÓÌÕ a_0 + a_1# Œ ÐÏÌÅ Q[#] : #^2 + # + 1 = 0 ; Â) Ë ÞÉÓÌÕ a_0 + a_1# + a_2#^2 Œ ÐÏÌÅ Q[#] : #^3 + #^2 + # + 1 = 0 .

9.5.3. ðòåäìïöåîéå (ëéôáêóëáñ ôåïòåíá ïâ ïóôáôëáè). ðÕÓÔØ k | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ, É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ m ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ: f = f_1f_2 · · · f_m. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

k[x]=(f)^’� (k[x]=(f_1)) × (k[x]=(f_2)) × · · · × (k[x]=(f_m)) ;

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ËÌÁÓÓ [g]_f ∈ k[x]=(f) Œ ÎÁÂÏÒ ËÌÁÓÓÏŒ ’ ([g]_f )^{def}= ([g]_{f1} ; [g]_{f2} ; : : : ; [g]_{fm} ) , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ’ (ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ’ ([g]_f ) ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑ g ∈ k[x] Œ ËÌÁÓÓÅ [g]_f ⊂ k[x]) É ÔÏ, ÞÔÏ ’ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Œ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÐÒÉÍÅÒÅ (n^∘ 7.6.1).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.10. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ŒÙÐÏÌÎÉÔÅ ŒÓÅ ÜÔÉ ÐÒÏŒÅÒËÉ.

ôÁËÖÅ, ËÁË Œ (n^∘ 7.6.1), ÐÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ’, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ËÁË ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÑÄÒÏ: ÅÓÌÉ ∀ i [g]_{fi} = 0, ÔÏ g ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ f_i, Á Œ ÓÉÌÕ ÉÈ ÐÏÐÁÒÎÏÊ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ | É ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ f_1f_2 · · · f_m = f, ÏÔËÕÄÁ [g]_f = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐ, ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ. óÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ’ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÑŒÎÙÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ËÌÁÓÓÏŒ [r_i]_{fi} ∈ k[x]=(f) ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g ∈ k[x], ÞÔÏ g ≡ r_i (mod f_i) ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i. ëÁË É Œ (n^∘ 7.6.1), ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F_i = ∏ ˚≠i

f_˚

ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ f_˚ ËÒÏÍÅ f_i É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

g_i = F_i · h_i ≡ 1 (mod f_i) :

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ h_i Œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ^1, ËÌÁÓÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ f_i ÏÂÒÁÔÅÎ ËÌÁÓÓÕ F_i (mod f_i) (ËÏÔÏÒÙÊ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó f_i É ÐÏÔÏÍÕ ÏÂÒÁÔÉÍ). ôÏÇÄÁ

’(g_i) = ( [0]_{f1} ; : : : ; [0]_{fi−1} ; [1]_{fi} ; [0]_{fi+1} ; : : : ; [0]_{fm} ) ; É Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏÓÑ Œ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ [r_i]_{fi} ÐÒÉ ŒÓÅÈ i, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ g = r_1g_1 + r_2g_2 + · · · + r_mg_m . □

9.5.4. ðÒÉÍÅÒ: ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÄÒÏÂÉ. ðÕÓÔØ k | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ. ðÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ (ÓÍ. n^∘ 7.10) ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ k[x] ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ k(x) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÅ ÎÁÍÉ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ, ÐÏËÁ- ÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÕÀ ÄÒÏÂØ f(x)=g(x) ∈ k(x), ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ g(x) = g_1(x)g_2(x) : : : g_m(x) , ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ f(x) g(x)

= h(x) + f_1(x) g_1(x) + f_2(x) g_2(x)

+ · · · + f_m(x) g_m(x)

; (9-11)

1ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ ÑŒÎÏ, ÍÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÚÑÔØ ÏÓÔÁÔÏË Ri ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ Fi ÎÁ fi É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÐÁÒÅ E0 = fi, E1 = Ri ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ, ÞÔÏ ÄÁÓÔ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ 1 = ÎÏÄ(Fi; fi) = ÎÏÄ(Ri; fi) Œ ŒÉÄÅ 1 = Rihi + fiehi, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ [hi]_{fi} = [Ri]^{−1}_{fi} = [Fi]^{−1}_{fi} ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÕÖÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ

Œ ËÏÔÏÒÏÊ deg h = deg f − deg g É deg f_i < deg g_i. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÏÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ (9-11) ÎÁ g, ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ k[x] ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

f = hg + f_1Q_1 + f_2Q_2 + · · · + f_mQ_m ; ÇÄÅ Q_i = ∏ ˚≠i

g_˚ É deg( ∑ f_˚ Q_˚ ) < deg Q ; (9-12)

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ h É r = ∑ f_˚ Q_˚ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ É ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ f ÎÁ g, Á ËÁÖÄÙÊ ÉÚ f_i | ËÁË ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ < deg g_i, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ Œ k[x]=(g_i) ËÌÁÓÓ r^{−1} (mod g_i) ≡ f Q^{−1}_i (mod g_i).

åÓÌÉ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ: g = q^{m1}_1 q^{m2}_2 · · · q^{ms}_s , ÇÄÅ ŒÓÅ q_i ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ É ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, É ŒÚÑÔØ g_i = q^{mi}_i , ÔÏ ÓÕÍÍÕ (9-11) ÒÁÚÌÏÖÉÔØ É ÄÁÌØÛÅ, ÚÁÐÉÓÁŒ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ f_i ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÄÒÏÂÅÊ f_i=q^{mi}_i Œ q_i-ÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÚÉÃÉÏÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, Ô. Å. ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ^1 p = d∑ ˚=1 p_˚ q^˚ ; ÇÄÅ deg(p_˚ ) < deg(q) :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.11. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ (ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄ- ÇÌÑÄÅÔØ Œ ÓÎÏÓËÅ (^2)).

œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f=g Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ deg f − deg g É ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ŒÉÄÁ p=q^m, ÇÄÅ q ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ, m ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ 1 ÄÏ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ q Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ, É deg p < deg q, ÐÒÉÞčÍ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ. üÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÉ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÉ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÉ É ÒÁÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉ ÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ Œ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ (ÍÙ ÕÖÅ ÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÉÍ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ (n^∘ 8.3.1)).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.12. îÁÊÄÉÔÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÕÀ É 2005-À ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÏÔ x^4=(1 + x^2). õËÁÚÁÎÉÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, x^4=(x^2 + 1) = x^2 + ¸=(x + i) + ˛=(x − i); ÄÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ¸; ˛ ∈ C ÕÍÎÏÖØÔÅ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ É ÐÏÄÓÔÁŒØÔÅ x = ±i.

9.6. ëÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÌÑ F_p[#]. åÓÌÉ Œ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÉÚ n^∘ 9.5 ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ k ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ F_p = Z=(p) ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ f ∈ F_p[x] ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÔÏ ËÏÌØÃÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ F_p[x]=(f) ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ p^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÉÄÁ a_0 + a_1# + · · · + a_{n−1}#^{n−1} ÓÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ a_i ∈ F_p. îÁÐÒÉÍÅÒ, x^2 + x + 1 ∈ F_2[x] ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 9.4, Ô. Ë. Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ ËÏÒÎÅÊ Œ F_2. ðÏÌÅ F_4 = F_2[x]=(x^2+x+1) = F_2[!], ÇÄÅ !^2+!+1 = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ: 0 , 1 , ! = x (mod (x^2 + x + 1)) É 1 + ! = !^2 = !^{−1} (ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ Œ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ −1 = 1 Œ ÐÏÌÅ F_2 ÍÏÖÎÏ ÏÂÈÏÄÉÔØÓÑ ÂÅÚ ĂÍÉÎÕÓÏŒĄ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.13. òÅÛÉÔÅ Œ ÐÏÌÅ F_4 ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 + x + 1 = 0 .

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ F^∗_4 ÐÏÌÑ F_4 ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ —_3.

ôÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, x^2 + 1 ∈ F_3[x] ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ Œ F_3, É ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏÌÅ F_9 = F_3 [√ −1 ] ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄÅŒÑÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a + b √ −1 ÇÄÅ a; b ∈ {−1; 0; 1} = F_3.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.14. óÏÓÔÁŒØÔÅ ÄÌÑ ÐÏÌÑ F_9 ÔÁÂÌÉÃÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÔÁÂÌÉÃÕ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÁÂÌÉÃÕ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ É ÔÁÂÌÉÃÕ ËÕÂÏŒ. éÚÏÍÏÒÆÎÁ ÌÉ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ F^∗_9 ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ Z=(8) ?

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N É ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p ∈ N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ Ó ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÌÅ F_q , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ q = p^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, É ŒÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏÌÅÊ F_q. üÔÏÔ ÆÁËÔ (Á ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÄ ÐÏÌÑÍÉ F_p) ÏÂ- ÓÕÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÚÁÄÁÞÁÈ ÉÚ (ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÇÏ) ÌÉÓÔËÁ 6^1_2 . úÄÅÓØ ÖÅ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ŒÓÅÇÏ ÏÄÎÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ Œ ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ | ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÏÒÑÄËÁ q − 1 (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ q). üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ.

9.6.1. ðòåäìïöåîéå. ìÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ.

1ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: ŒÓÑËÏÅ p < q^k ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ dP ˚=1 p˚ =q^˚ Ó p˚ < q; ÍÙ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÜÔÉÍ Œ ÐÏŒÓÅÄÎÅŒÎÏÊ ÖÉÚÎÉ, ÐÏÌÁÇÁÑ q = 10 2

ÒÅÛÅÎÉÅ: p0 ÅÓÔØ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ p ÎÁ q, ÒÁÚÎÏÓÔØ p − a0 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ q, É p1 ÅÓÔØ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ (p − a0)=q ÎÁ q, É Ô. Ä.

70 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ G ⊂ k^∗ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ m ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÚ ÐÏÒÑÄËÏŒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ G. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ m ⩾ n. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕÐÐÙ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ m. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ, ÔÏ ŒÓÅ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ G ÂÕÄÕÔ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^m − 1 = 0, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÕÖÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄËÉ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ b_1; b_2 ∈ G, ÉÍÅÀÝÉÈ ÐÏÒÑÄËÉ m_1, m_2, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ b ∈ G, ÐÏÒÑÄÏË ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÅÎ ÎÏË(m_1; m_2).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.15. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÏÄ(m_1; m_2) = 1 Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÁËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÏÄÏÊÄčÔ b = b_1b_2 . åÓÌÉ m_1 É m_2 ÎÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ, ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÑ ÉÈ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÔØ ÎÏË(m_1; m_2) Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ‘_1‘_2 ÔÁË, ÞÔÏ^1 m_1 = k_1‘_1, m_2 = k_2‘_2 É ÎÏÄ(‘_1; ‘_2) = 1. ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ b^′_1 = b^{k1}_1 É b^′_2 = b^{k2}_2 ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÒÑÄËÉ ‘_1 É ‘_2, Á ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ b^′_1b^′_2 ÐÏ ÕÐÒ. 9.15 ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÐÏÒÑÄÏË ‘_1‘_2 = ÎÏË(n_1; n_2). □

9.6.2. ðÒÉÍÅÒ: ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ŒÙÞÅÔÙ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÃÅÌÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ p > 2. îÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ F_p, ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ŒÙÞÅÔÁÍÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ŒÙÞÅÔÙ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ËŒÁÄÒÁÔ F^∗_p^{x→x2} � F^∗_p . ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, É ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ^2 ±1, ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ŒÙÞÅÔÏŒ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ (p − 1)=2 É ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ F^∗_p ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÉÎÄÅËÓÁ 2.

óÕÄÉÔØ Ï ÔÏÍ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÄÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ F^∗_p ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÉÌÉ ÎÅÔ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ a = b^2, ÔÏ a^{p−12} = b^{p−1} = 1. œÏÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ^{p−1}_2 -ÔÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ

F^∗_p^{x→x} p−1 2 � F^∗_p (9-13)

ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÐÒÉÞčÍ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ËÏÒÎÅÊ ŒÓč ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^2 = 1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ −1 ÌÅÖÉÔ Œ ÜÔÏÍ ÏÂÒÁÚÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ F^∗_p | ÜÔÏ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, É ÐÒÉ p > 2 Œ ÎÅÊ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÒÑÄËÁ (p − 1) > (p − 1)=2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (9-13) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ŒÙÞÅÔÏŒ, É a ∈ F^∗_p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a^{p−12} = 1 (ÄÌÑ p = 2 ÜÔÏ, ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÔÏÖÅ ÔÁË).

îÁÐÒÉÍÅÒ, −1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ Œ F_p Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (p − 1)=2 ÞčÔÎÏ. œÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ a^{p−12} , ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ŒÏÓÈÏÄÑÝÉÍ Ë çÁÕÓÓÕ. úÁÐÉÛÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ F_p Œ ŒÉÄÅ

−(p − 1)=2 ; : : : ; −1 ; 0 ; 1 ; : : : ; (p − 1)=2 (9-14)

É ÕÍÎÏÖÉÍ ŒÓÅ ĂÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅĄ ÞÉÓÌÁ ÎÁ a. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ĂÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈĄ ÞÉÓÅÌ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ a^{p−12} . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ac ÂÕÄÅÔ ÞÉÓÌÏÍ ŒÉÄÁ ±b, ÇÄÅ b ĂÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏĄ, ÐÒÉÞčÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ b ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ±b ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ab = ±ac ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ b = ±c. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ac, ÇÄÅ c ĂÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏĄ, ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÓÅÈ c ÚÎÁËÏÍ, ÒÁŒÎÙÍ (−1)^s, ÇÄÅ s | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ĂÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈĄ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÁŒÛÉÈ ÐÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ a ĂÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉĄ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ŒÙÞÅÔÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ a ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ĂÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈĄ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÚÁÐÉÓÉ (9-14).

îÁÐÒÉÍÅÒ, 2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ŒÙÞÅÔÏÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ p ≡ ±1 (mod 8) .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.16. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a^{p−12} ÒÁŒÎÏ ÚÎÁËÕ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ F_p, ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÝÅÊ ÐÒÉ ÉÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ a.

œ ÚÁÄÁÞÁÈ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÌÉÓÔÏË 5^1_2 ) ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÚÁËÏÎ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔÉ çÁÕÓ- ÓÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÚÁÄÁÎÎÏÅ a ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ŒÙÞÅÔÏÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p, ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÚÁ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÄÅÊÓÔŒÉÊ, ÚÁ ÓËÏÌØËÏ ÏÔÙÓËÉŒÁÅÔÓÑ ÎÏÄ(a; p) .

1Œ ‘1 ÎÁÄÏ ÏÔÐÒÁŒÉÔØ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ m1, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÈÏÄÑÔ Œ m1 Œ Â«ÏÌØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÞÅÍ Œ m2, ÐÒÉÞčÍ ŒÚÑÔØ ÉÈ ÎÕÖÎÏ ÒÏŒÎÏ Ó ÔÅÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ Œ m1

2ÉÂÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 = 1 ÉÍÅÅÔ Œ ÌÀÂÏÍ ÃÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØÃÅ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÒÏŒÎÏ ÄŒÁ ËÏÒÎÑ

§10. æÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÁ É ÉÄÅÁÌÙ.

10.1. éÄÅÁÌÙ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÄŒÕÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

a_1; a_2 ∈ I ⇒ a_1 ± a_2 ∈ I (10-1) a ∈ I ⇒ ∀ b∈K ab ∈ I (10-2)

ðÅÒŒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ ËÏÌØÃÅ, ŒÔÏÒÏÅ | ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÉÄÅÁÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ŒÓÅ ËÒÁÔÎÙÅ ÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. œ (n^∘ 6.5) ÍÙ ŒÉ- ÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÑÄÒÏ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ K^’� K^′, ÔÁË ÞÔÏ ÑÄÒÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÄÅÁÌÁÍÉ. ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÉÄÅÁÌÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ

(a) = {ka | k ∈ K} ; (10-3)

ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÒÁÔÎÙÈ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ K. éÄÅÁÌÙ ŒÉÄÁ (10-3) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍÉ. íÙ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÎÉÍÉ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÏÌÅÃ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(n) É k[x]=(f) , ÇÄÅ ÏÎÉ ŒÏÚÎÉËÁÌÉ ËÁË ÑÄÒÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ

Z^{m→[m]n} � Z=(n) ; k[x]^{g→[g]f} � k[x]=(f)

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÃÅÌÏÍÕ ÞÉÓÌÕ (ÓÏÏÔŒ. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ) ËÌÁÓÓ ÅÇÏ ŒÙÞÅÔÁ.

âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1; a_2; : : : ; a_m ∈ K ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ Œ ŒÉÄÅ k_1a_1 + k_2a_2 + · · · + k_ma_m Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ k_1; k_2; : : : ; k_m ∈ K

(a_1; a_2; : : : ; a_m)^{def}= {k_1a_1 + k_2a_2 + · · · + k_ma_m | k_1; k_2; : : : ; k_m ∈ K} (10-4)

ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ. ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÍ a_1; a_2; : : : ; a_m. íÙ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÔÁËÉÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ, ËÏÇÄÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ Œ ËÏÌØÃÁÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ K ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ (0) = {0} É (1) = K. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÉÄÅÁÌ I Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ: Á) I = K Â) 1 ∈ I Œ) I ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

10.1.1. ðòåäìïöåîéå. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ËÏÇÄÁ Œ ÎčÍ ÎÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ K ÐÏÌÅ, I ⊂ K | ÉÄÅÁÌ, É b ∈ I ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ 1 = b^{−1}b ∈ I, É ÚÎÁÞÉÔ I = K, ÐÏÓËÏÌØËÕ ∀ b ∈ K b = 1 · b ∈ I ÐÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ (10-2). îÁÏÂÏÒÏÔ, ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ (b) = {bc | c ∈ K} ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ b = 0, ÌÉÂÏ (b) ∋ 1. œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ bc = 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c, Ô. Å. b ÏÂÒÁÔÉÍ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÇÌÁŒÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙ, ÔÏ ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÂÒÁÔÉÍÙ. □

10.2. æÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ. ðÕÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ K ÒÁÚÂÉÔÏ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ:

K = ⊔_{x∈X} K_x ; (10-5)

ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X. éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÀ- ÒØÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ K^x� X ; (10-6)

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ K ÎÏÍÅÒ x(a) ÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (10-5), ÇÄÅ ÌÅÖÉÔ a. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ K ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ [a] = X_{x(a)} ⊂ K ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÔÏÔ ÖÅ ÎÏÍÅÒ, ÞÔÏ É a, É ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÅÇÏ ËÌÁÓÓÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a. íÙ ÈÏÔÉÍ ÚÁÄÁÔØ

ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÅ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ Œ ËÏÌØÃÅ K, Ô. Å. ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

x(a) + x(b) = x(a + b) ; x(a) · x(b) = x(ab) :

üÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (10-5) ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

[a] + [b] = [a + b] ; [a] · [b] = [ab] : (10-7)

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÎÁÄÅÌÑÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ, ËÏÇÄÁ ËÌÁÓÓ [0] ⊂ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ Œ K, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÜÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ, Ô. Å.

∀ a∈K [a] = a + I = {a + i | i ∈ I} = {b ∈ A | b − a ∈ I} :

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ [0] | ÉÄÅÁÌ Œ K É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ [a_1] = [a_2] ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a_2 −a_1 ∈ [0]. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÙ (10-7) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÚÁÄÁÀÔ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ËÌÁÓÓÁÍÉ, Ô. Å. ÐÒÉ [a_1] = [a_2] É [b_1] = [b_2] ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ [a_1 + b_1] = [a_2 + b_2] É [a_1b_1] = [a_2b_2]. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ a_2 = a_1 + ¸ É b_2 = b_1 + ˛, ÇÄÅ ¸; ˛ ∈ [0], ÔÏ a_2 + b_2 = a_1 + b_1 + (¸ + ˛) É a_2 + b_2 = a_1b_1 + (¸b_1 + ˛a_1 + ¸˛), ÇÄÅ ÚÁËÌÀÞčÎÎÙÅ Œ ÓËÏÂËÉ ÞÌÅÎÙ ÌÅÖÁÔ Œ [0], ÐÏÓËÏÌØËÕ [0] ÉÄÅÁÌ. œÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÁËÓÉÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Œ K ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ŒÌÅÞčÔ ÉÈ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ Œ X. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ŒÙËÌÁÄËÏÊ

[a] · ([b] + [c]) = [a] · [b + c] = [a(b + c)] = [ab + bc] = [ab] + [bc] = [a] · [b] + [a] · [c] :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÁËÓÉÏÍ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (10-7) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ X ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÌØÃÁ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (10-6) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ Ó ÑÄÒÏÍ ker(x) = [0]. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ [0] = ker(x) | ÉÄÅÁÌ Œ K, É ÌÀÂÏÊ ËÌÁÓÓ [a] = x^{−1}(x(a)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÑÄÒÁ.

10.2.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ K ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ËÏÌØÃÁ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (10-7), ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ K=I É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÏÍ ËÏÌØÃÁ K ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ I.

10.2.2. óÔÒÏÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ K_1^’� K_2 ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÕ K_1= ker(’) , Á ÓÁÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ŒÌÏÖÅÎÉÑ K_1= ker(’) ≃ im (’)^{⊂ ’′}� K_2 É ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ ÆÁËÔÏÒÉ- ÚÁÃÉÉ K_1^{’′′}� K_1= ker(’) ≃ im (’), Ô. Å. ÍÙ ÉÍÅÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

K_1^’ � K_2

K_1= ker(’) ≃ im (f)

⊂ ’^′ �

’^{′′} �

(10-8)

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ (5-9).

10.2.3. ðÒÉÍÅÒ: ÒÅÄÕËÃÉÑ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ËÏÌØÃÅ Z[x] ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ (n), ÇÄÅ n ≠ 1 | ÃÅÌÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. üÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ n. æÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÏ Z[x]=(n) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÌØÃÕ ( Z=(n) ) [x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ËÏÌØÃÅ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(n) . œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

%_n : Z[x]^{f →[f ]n} � ( Z=(n) ) [x] ; ÇÄÅ [ a_mx^m + a_{m−1}x^{m−1} + · · · + a_1x + a_0 ] n def= [a_m]_n x^m + [a_{m−1}]_n x^{m−1} + · · · + [a_1]_n x + [a_0]_n ;

(10-9)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ Ó ker(%_n) = (n).

çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (10-9) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n. ïÎ ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÐÏÌÅÚÅÎ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ Z[x]. èÏÄ ÍÙÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÔÁËÏŒ: ÅÓÌÉ f = gh Œ

Z[x], ÔÏ ŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÌØÃÁÈ ( Z=(n) ) [x] ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ [f]_n = [g]_n · [h]_n. åÓÌÉ n = p | ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ËÏÌØÃÏ Z=(n) = F_p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ F_p[x] ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ŒÓÅ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ [f]_p, Œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÂÒÁÔØ, ÉÂÏ ÎÁÄ F_p ÅÓÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.3. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ 3 Œ F_2[x] É Œ F_3[x]. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) = x^5 + x^2 + 1 Œ ËÏÌØÃÅ Z[x], ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÅÇÏ ÒÅÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2. ðÏÓËÏÌØËÕ Õ f ÎÅÔ ÃÅÌÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f = gh Œ Z[x] ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ Ó deg(g) = 2 É deg(h) = 3, Á Ô. Ë. Õ [f]_2 = x^5 + x^2 + 1 ÎÅÔ ËÏÒÎÅÊ É Œ F_2, ÏÂÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ [g]_2, [h]_2 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ Œ F_2[x]. ôÏÇÄÁ x^5 + x^2 + 1 , ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 10.3, ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÉÔØÓÑ Œ F_2[x] ÎÁ x^2 + x + 1, ÞÔÏ ÎÅ ÔÁË.

åÝč ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ: ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÅÌÅÎÉÑ ËÒÕÇÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÅÊ

f(x) = x^{p−1} + x^{p−2} + · · · + x + 1 = x^p − 1 x − 1

; ÇÄÅ p ÐÒÏÓÔÏÅ ;

ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ Z[x] . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÅÇÏ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÎÏŒÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t = x − 1 :

f(t) =

(t + 1)^p − 1 t = t^p + ( p 1 ) t^{p−1} + · · · + ( p p − 1 ) t : ðÒÉ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p ÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(t) ÏÓÔÁčÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ÍÏÎÏÍ [f(t)]_p = t^n. åÓÌÉ f(t) = g(t)h(t) Œ Z[t], ÔÏ [g(t)]_p[h(t)]_p = t^n Œ F_p[t], ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ^1, ÞÔÏ g É h ÔÏÖÅ ÒÅÄÕÃÉÒÕÀÔÓÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p Œ ÓŒÏÉ ÓÔÁÒÛÉÅ ÍÏÎÏÍÙ: [g(x)]_p = x^m, [h(x)]_p = x^k , ÇÄÅ m = deg(g), k = deg(h). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ g, h, ËÒÏÍÅ ÓÔÁÒÛÅÇÏ, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p. îÏ ÔÏÇÄÁ ÍÌÁÄÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ f, ÂÕÄÕÞÉ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÌÁÄÛÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ g, h, ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ p^2, ÞÔÏ ÎÅ ÔÁË. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.4 (ËÒÉÔÅÒÉÊ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ). ðÕÓÔØ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ Z[x] ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ∈ N, Á ÍÌÁÄÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ, ÄÅÌÑÓØ ÎÁ p, ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ p^2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ Z[x] .

10.3. ëÏÌØÃÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ, Ô. Å. ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ I = (d) = {ad | a ∈ K}.

ðÁÒÁÌÌÅÌÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ËÏÌØÃÁÍÉ Z É k[x], ÇÄÅ k | ÐÏÌÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÎÁÂÌÀÄÁÌÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÄŒÕÈ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁÈ, ÏÂSSÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÜÔÉÈ ËÏÌØÃÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØÃÁÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, É ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ ÎÁÍÉ Œ (n^∘ 7.7) É (n^∘ 9.2.4), ËÏÇÄÁ ÍÙ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ŒÏÓÐÒÏÉÚŒÅÄčÍ ÅÇÏ ÅÝč ÒÁÚ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ÇÏÄÉÌÏÓØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØÃÁ, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ĂÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍĄ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÔÏÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.

10.3.1. åŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÌØÃÁ. ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ K \ {0}^˚� N ∪ {0} ;

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÅÎÕÌÅŒÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ K ÃÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (a), ËÏÔÏ- ÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÎÏÒÍÏÊ (ÉÌÉ ŒÙÓÏÔÏÊ) ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÔÁË, ÞÔÏ ∀ a; b ∈ K \ {0} ŒÙÐÏÌÎÑ- ÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

(ab) ⩾ (a) (10-10) ∃ q; r ∈ K : a = bq + r É ÌÉÂÏ (r) < (b) , ÌÉÂÏ r = 0 : (10-11)

ôÁË, Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÆÕÎËÃÉÅÊ ŒÙÓÏÔÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ, Á Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ k[x] Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ k ŒÙÓÏÔÏÊ ÓÌÕÖÉÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÁ

Á) Z[i]^{def}= { a + bi ∈ | a; b ∈ Z ; i^2 = −1} Â) Z[!]^{def}= {a + b! ∈ C | a; b ∈ Z ; !^2 + ! + 1 = 0 } ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÓÏÔÙ (z) = |z|^2.

1ÚÄÅÓØ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ Fp[x]

üÌÅÍÅÎÔÙ q É r, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄčÔ ÒÅÞØ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓŒÏÊÓÔŒÅ (10-10), ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÅÐÏÌÎÙÍ ÞÁÓÔÎÙÍ É ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ a ÎÁ b. ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÉÈ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ a É b) ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (ab) = (a) Œ ÓŒÏÊÓÔŒÅ (10-10) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ b ÏÂÒÁÔÉÍ (ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÇÌÑÄÅÔØ Œ ÓÎÏÓËÅ (^1)).

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ K ŒÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ. œÙÂÅÒÅÍ Œ I ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ d ∈ I ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ŒÙÓÏÔÙ. ôÏÇÄÁ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ I ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÅÌÑ a ÎÁ d Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ a = dq + r, ÇÄÅ r = a − dq ∈ I, ÐÏÓËÏÌØËÕ a; d ∈ I. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÉÂÏ (r) < (d), ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏ ŒÙÂÏÒÕ d, ÌÉÂÏ r = 0, ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, I ⊂ (d). ôÁË ËÁË d ∈ I, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ I = (d).

éÔÁË, ŒÓÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÌØÃÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØÃÁÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ^2. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÌØÃÁÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ Z, k[x], ÇÄÅ k | ÐÏÌÅ, Á ÔÁËÖÅ ËÏÌØÃÁ Z[i] É Z[!] ÉÚ ÕÐÒ. 10.5.

10.3.2. îïä É ŒÚÁÉÍÎÁÑ ÐÒÏÓÔÏÔÁ. ìÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1; a_2; : : : ; a_n ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØ- ÃÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ K ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ d = ÎÏÄ(a_1; a_2; : : : ; a_n), ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ d = x_1a_1 +x_2a_2 +· · ·+x_na_n . üÔÏ ÐÒÏÓÔÁÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a_1; a_2; : : : ; a_n , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ:

(a_1; a_2; : : : ; a_n) = {x_1a_1 + x_2a_2 + · · · + x_na_n | x_i ∈ K} = (d) :

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ d, ËÁË É ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (a_1; a_2; : : : ; a_n), ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ d = ∑ x_˚ a_˚ , É ÚÎÁÞÉÔ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ a_i. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (a_1; a_2; : : : ; a_n) = (d), ŒËÌÀÞÁÑ ÓÁÍÉ a_i, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ d.

éÚ ÎÁÌÉÞÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÏÄ(a_1; a_2; : : : ; a_n) = x_1a_1 +x_2a_2 +· · ·+x_na_n ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ Õ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1; a_2; : : : ; a_n ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ŒÌÅÞčÔ ÚÁ ÓÏÂÏÊ ÉÈ ŒÚÁÉÍÎÕÀ ÐÒÏÓÔÏÔÕ^3, Ô. Å. ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÅÄÉÎÉÃÕ ËÏÌØÃÁ Œ ŒÉÄÅ

1 = x_1a_1 + x_2a_2 + · · · + x_na_n Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ x_i ∈ K :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_1; a_2; : : : ; a_m ËÏÌØÃÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ K ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ ∀ i ≠ j ÎÏÄ(a_i; a_j ) = 1 , ÔÏ K=(a_1 · a_2 · · · · · a_m) ≃ (K=(a_1)) × (K=(a_2)) × · · · (K=(a_m)) .

10.3.3. ðòåäìïöåîéå. œ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ K ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ p ∈ K ÐÏÐÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:

(1) K=(p) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ; (2) Œ K=(p) ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ;

(3) p ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, Ô. Å. p = ab ⇒ a ÉÌÉ b ÏÂÒÁÔÉÍ Œ K .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÍÐÌÉËÁÃÉÑ (1) ⇒ (2) ÕÖÅ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÎÁÍÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÑ Œ (n^∘ 7.2). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÃÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØÃÅ K (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÀÝÅÍÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ (2) ⇒ (3). éÚ p = ab ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ [a][b] = 0 Œ K=(p), É ÅÓÌÉ Œ K=(p) ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÓËÁÖÅÍ [a], ÒÁŒÅÎ [0]. ôÏÇÄÁ a = ps = abs ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ s ∈ K, É ÚÎÁÞÉÔ, a(1 − bs) = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ Œ K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, bs = 1, Ô. Å. b ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ (3) ⇒ (1). åÓÌÉ p ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÔÏ ∀ b ∉ (p) ÎÏÄ(p; b) = 1, Á ÚÎÁÞÉÔ, ∃ x; y ∈ K : px + by = 1, ÏÔËÕÄÁ [b][y] = 1 Œ K=(p). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÏÊ ËÌÁÓÓ [b] ≠ [0] ÏÂÒÁÔÉÍ Œ K=(p), Ô. Å. K=(p) | ÐÏÌÅ. □

10.3.4. ïÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÅÇÏ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ËÏ- ÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a = p_1p_2 · · · p_m, ÐÒÉÞčÍ ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 1

ÒÅÛÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ∃ b^{−1}, ÔÏ (ab) ⩽ (abb^{−1}) = (a); ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ (ab) = (a), ÔÏ ÄÅÌÑ a ÎÁ ab Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ a = abq +r, ÇÄÅ ÌÉÂÏ (r) < (ab) = (a), ÌÉÂÏ r = 0; ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ r = a(1−bq) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ (r) ⩾ (a), ÌÉÂÏ 1 − bq = 0; Ó ÕÞčÔÏÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ, ÔÁËÏÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ 1 − bq = 0 ÉÌÉ r = 0; ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ a(1 − bq) = 0, ÞÔÏ ÔÏÖÅ ŒÌÅÞčÔ 1 − bq = 0; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ bq = 1 É b ÏÂÒÁÔÉÍ

2ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅŒÅÒÎÏ, ÎÏ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÙ ÐÒÉÈÏÄÑÔ ÉÚ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÕÂÏËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ É ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÉÈ ÐÏÌÎÏÃÅÎÎÏÇÏ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÔÅÈÎÉËÁ, ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÐÏËÁ ÅÝč ÎÅ ŒÌÁÄÅÅÍ; ŒÐÒÏÞÅÍ, ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁŒÛÉÊÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 3 ÎÁ ÓÔÒ. 365 ËÎÉÇÉ ü. â. œÉÎÂÅÒÇÁ ĂëÕÒÓ ÁÌÇÅÂÒÙĄ (ÃÉÔ. ÐÏ ÉÚÄÁÎÉÀ í. ĂæÁËÔÏÒÉÁÌĄ (1999))

3ÉÎÁÞÅ ŒÚÁÉÍÎÕÀ ÐÒÏÓÔÏÔÕ a1; a2; : : : ; an ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ËÁË ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (a1; a2; : : : ; an) = K

a = q_1q_2 · · · q_k ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ k = m, É ÐÏÓÌÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ËÁÖÄÙÊ q_˚ ÂÕÄÅÔ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎ^1 Ó p_˚ .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ K ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ p, q ÌÉÂÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ (Ô. Å. px + qy = 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x; y ∈ K), ÌÉÂÏ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÙ (Ô. Å. p = qs ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ s ∈ K).

10.3.5. ðòåäìïöåîéå. œÓÑËÏÅ ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏ- ÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. åÓÌÉ a ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÚÁÐÉÛÅÍ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ëÁÖÄÙÊ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÑ ÓÎÏŒÁ ÚÁÐÉÛÅÍ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ É Ô. Ä. üÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÎÅ ËÏÎÞÉÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏŒ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ Œ K ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ {a_i}, Œ ËÏÔÏÒÏÊ a_{i+1} ÄÅÌÉÔ a_i, ÎÏ a_i ÎÅ ÄÅÌÉÔ a_{i+1}, Ô. Å. (a_i) ⊊ (a_{i+1}).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ · · · ⊂ I_˚ ⊂ I_{˚+1} ⊂ · · · ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ I = ∪_˚ I_˚ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ K ÇÌÁŒÎÙÅ, ∪_˚ (a_˚ ) = (d) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ d ∈ ∪_˚ (a_˚ ). ëÏÌØ ÓËÏÒÏ d ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅ- ÎÉÉ, ∃ i : d ∈ (a_i). á ÔÏÇÄÁ (d) = ∪_˚ (a_˚ ) = (a_i). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ∀ k > 0 (a_{i+k}) = (a_i) ŒÏÐÒÅËÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ (a_i) ⊊ (a_{i+1}) . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÒÏÃÅÓÓ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ p_1p_2 · · · p_k = q_1q_2 · · · q_m, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ p_i ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ q_i, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ É Ó ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ (ÓÍ. n^∘ 7.6), Ô. Å. ÎÁÊÄÕÔÓÑ x; y ∈ K : 1 = xp_1 + yq_1q_2 · · · q_m = xp_1 + yp_1p_2 · · · p_k = p_1(x + yp_2 · · · p_k), ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ p_1 ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÓËÁÖÅÍ q_1, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó p_1, Á ÚÎÁÞÉÔ (ÓÍ. ÕÐÒ. 10.8) q_1 = sp_1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ s ∈ K. ôÏÇÄÁ p_1(p_2 · · · p_k − sq_2 · · · q_m) = 0, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ p_2p_3 · · · p_k = (sq_2)q_3 · · · q_m, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. □

10.3.6. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÅÄÏÓÔÅÒÅÖÅÎÉÑ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅ ŒÓÅ ËÏÌØÃÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØÃÁÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÄÅÁÌÙ (2; x) ⊂ Z[x] É (x; y) ⊂ Q[x; y] ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.10. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.

þÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÒÅÍÑ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÁ Z[x] É Q[x; y] ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÏÌØÃÏ, ÞÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÂÙÔØ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

ðÒÉÍÅÒ ÎÅÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÇÏ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÏÌØÃÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Z[ √ 5] = Z[x]=(x^2 − 5) ;

Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÅÓÔØ ÔÁËÉÅ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ:

2 · 2 = (√ 5 + 1 ) · (√ 5 − 1 ) : õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 2, √ 5 + 1, √ 5 − 1 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ É ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÙ.

10.3.7. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÏÓÔÙÅ É ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ëÌÀÞÅŒÙÍ ÍÅÓÔÏÍ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ- ÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n^∘ 10.3.5) ÂÙÌÁ ÔÁËÁÑ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ: ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ q_1q_2 · · · q_m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p_1, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p_1.

îÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ p ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ K ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ab ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ a ÉÌÉ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ p ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ K=(p) ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.

œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n^∘ 10.3.3) ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÃÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ. íÙ ŒÉÄÅÌÉ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ŒÓÑËÉÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏÓÔ. éÍÅÎÎÏ Œ ÜÔÏÍ É ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÞÉÎÁ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÌÅÃ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

1Ô. Å. q˚ = s˚ · p˚ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ s˚ ∈ K, ÓÍ. (n^∘ 7.7)

76 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.12. ðÕÓÔØ Œ ÃÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØÃÅ K ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉ- ÓÌÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ K ÐÒÏÓÔÙ.

äÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÅÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÏÓÔØ. ôÁË, Œ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁŒÛÅÍÓÑ ŒÙÛÅ ËÏÌØÃÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Z[ √ 5] = Z[x]=(x^2 − 5) ÞÉÓÌÏ 2 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÎÏ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÅ Z[ √ 5]=(2) ≃ Z[x]=(2; x^2 − 5) ≃ Z[x]=(2; x^2 + 1) ≃ F_2[x]=(x^2 + 1) ≃ F_2[x]= ( (x + 1)^2 ) ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ (x + 1) (mod (2; x^2 + 1)) . îÁ ÑÚÙËÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ √ 5 + 1 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2 Œ Z[ √ 5], Á ( √ 5 + 1)^2 = 6 + 2 √ 5 | ÄÅÌÉÔÓÑ, ÈÏÔÑ ÄŒÏÊËÁ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁ.

10.3.8. ðÒÉÍÅÒ: ÇÁÕÓÓÏŒÙ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÒÁ n^∘ 6.4.1). óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 10.5, ËÏÌØÃÏ ÇÁÕÓ- ÓÏŒÙÈ ÞÉÓÅÌ Z[i] ⊂ C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, Á ÐÏÔÏÍÕ Œ ÎčÍ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. œÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÉÅ ÃÅÌÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ p ∈ Z ÏÓÔÁ- ÀÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍÉ Œ ËÏÌØÃÅ ÇÁÕÓÓÏŒÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ŒÅ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ n ∈ Z, ÂÕÄÕÞÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ, ÄÏÌÖÎÏ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ a + ib ∈ C ∖ R ÓÏÄÅÒÖÁÔØ É ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ ÅÍÕ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ a − ib. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÓÔÏÅ p ∈ Z ÐÅÒÅÓÔÁčÔ ÂÙÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ Œ Z[i], ÔÏ ÏÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ p = (a + ib)(a − ib) = a^2 + b^2 Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍÉ a; b ∈ Z. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÏÅ p ∈ Z ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ Œ Z[i], ËÏÇÄÁ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ. þÔÏÂÙ ÑŒÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ p, ŒÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ p ∈ Z[i] ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÏ Z[i]=(p) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ^1, É ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÜÔÏ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÏ ËÁË ÎÁ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Z[x] ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ (p; x^2 + 1) ⊂ Z[x], ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ p É (x^2 + 1) :

Z[i]=(p) ≃ Z[x]=(p; x^2 + 1) ≃ F_p[x]=(x^2 + 1) :

óÁÍÏÅ ÐÒÁŒÏÅ ËÏÌØÃÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^2 + 1 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ F_p, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÀ Õ ÎÅÇÏ ËÏÒÎÅÊ Œ F_p. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÏÅ p ∈ Z ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ −1 ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ŒÙÞÅÔ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ (n^∘ 9.6.2), ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (p − 1)=2 ÞčÔÎÏ, Ô. Å. ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÙÈ p = 4k + 1 É p = 2.

10.3.9. ðÒÉÍÅÒ: ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ. äŒÁ ÉÄÅÁÌÁ I, J ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ x ∈ I É y ∈ J, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ x+y = 1. üÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ I + J^{def}= (I; J) = {x + y | x ∈ I ; y ∈ J} , ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ É ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÕÍÍ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ ËÏÌØÃÏÍ. óŒÏÊÓÔŒÁ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÏÂÏÂÝÁÀÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.

10.3.10. ìåííá. åÓÌÉ ÉÄÅÁÌ I ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÉÄÅÁÌÏŒ J_1; J_2; : : : ; J_n, ÔÏ ÏÎ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ É Ó ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ^2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ = 1; 2; : : : ; n ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ x_˚ ∈ I É y_˚ ∈ J_˚ , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ x_˚ + y_˚ = 1. ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ŒÓÅ ÜÔÉ ÜÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÒÁÓËÒÙŒÁÑ ÓËÏÂËÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÉÄÁ

(ÞÌÅÎÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ŒÉÄÁ x_˚ ) + y_1y_2 · · · y_n = 1 ;

Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÌÅÖÉÔ Œ I, Á ŒÔÏÒÏÅ | Œ ∩_˚ J_˚ . □

10.3.11. ðòåäìïöåîéå (ëéôáêóëáñ ôåïòåíá ïâ ïóôáôëáè). ðÕÓÔØ ÉÄÅÁÌÙ I_1; I_2; : : : ; I_n ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ n ËÌÁÓÓÏŒ [a_˚ ] ∈ K=I_˚ (ÇÄÅ = 1; 2; : : : ; n) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ a ∈ K, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ [a_˚ ] = a (mod I_˚ ) ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ , ÐÒÉÞčÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ a^′ ∈ K, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÇÏ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ a^′ −a ∈ ∩_˚ I_˚ . éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ

K= ∩_˚ I_˚^{a→(a (mod I1 ); a (mod I2 ); ::: ; a (mod In))} ∼ � (K=I_1) × (K=I_2) × · · · × (K=I_n) : (10-12)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ K^{a→(a (mod I1 ); a (mod I2 ); ::: ; a (mod In))} ∼ � (K=I_1) × (K=I_2) × · · · × (K=I_n)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ Ó ÑÄÒÏÍ ∩_˚ I_˚ . ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔØ. ðÏ

1ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ (n^∘ 10.3.3) 2ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÏŒ ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ

ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ I_k ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó ∩_{˚≠k} I_˚ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÕÔÓÑ x_k ∈ I_k É y_k ∈ ∩_{˚≠k} I_˚ , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ x_k + y_k = 1. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

y_k (mod I_˚ ) = { 0 ; ÐÒÉ ≠ k 1 ; ÐÒÉ = k

É Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ K, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ËÌÁÓÓÏŒ [a_k] ∈ K=I_k , ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÚÑÔØ a =^n ∑ k=1 y_ka_k. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.13. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n^∘ 10.3.11) ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ŒÅÒÓÉÉ ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ, ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ Œ (n^∘ 7.6.1) É (n^∘ 9.5.3).

10.4. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ K ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

Z^κ� K ;

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÅÄÉÎÉÃÕ Œ ÅÄÉÎÉÃÕ É ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

κ(±n) = ±(1 + 1 + · · · + 1 n ) ÄÌÑ n ∈ N :

åÓÌÉ κ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ K ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÎÕÌØ, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁË- ÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

1 + 1 + · · · + 1 p = 0 :

éÎÁÞÅ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ Z ŒÓÅ ÉÄÅÁÌÙ ÇÌÁŒÎÙÅ, ker(κ) = (p) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ p, ËÏÔÏÒÏÅ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ËÏÌØÃÁ K. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ char(K) . åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ K ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ, ÔÏ ÅÇÏ ÐÏÄËÏÌØÃÏ Z=(p) ≃ im (κ) ⊂ K ÔÁËÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÉÌÉ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÉÌÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.14. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

1 + 1 + · · · + 1 mn = (1 + 1 + · · · + 1 m )(1 + 1 + · · · + 1 n )

10.4.1. ðÒÏÓÔÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ. ðÕÓÔØ k | ÐÏÌÅ. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÐÏÄÐÏÌÅ Œ k, ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÅÅ 1 É 0, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÐÏÄÐÏÌÅÍ Œ k. ðÒÏÓÔÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ im (κ).

åÓÌÉ char(k) = p > 0, ÔÏ im (κ) ≃ F_p É ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÓÔÙÍ ÐÏÄÐÏÌÅÍ ÐÏÌÑ k. åÓÌÉ char(k) = 0, Ô. Å. κ(q) ≠ 0 ÐÒÉ q ≠ 0 , ÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ κ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ (ÁŒÔÏ- ÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÏ n^∘ 6.5.1) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÌÅÊ

κ : Q^⊂ p q →^{κ(p)}_{κ(q)}

� k :

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ Œ k ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÌÀ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑËÏÅ ÐÏÌÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ Q, ÌÉÂÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÐÏÌÅÊ F_p Ó ÐÒÏÓÔÙÍ p ∈ N, ÐÒÉÞčÍ ÎÉËÁËÉÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÍÅÖÄÕ ÐÏÌÑÍÉ ÒÁÚÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÎÅÔ.

10.4.2. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. åÓÌÉ char(k) = p > 0, ÔÏÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÞÔÏ É Œ (n^∘ 7.9), ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ∀ a; b ∈ k (a + b)^p = a^p + p−1∑ k=1 (1 + 1 + · · · + 1 (^p_k)

)a^kb^{p−k} + b^p = a^p + b^p :

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ p-ÔÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ F_p : k^{x→xp} � k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ ÐÏÌÑ k Œ ÓÅÂÑ. ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ æÅÒÍÁ^1 ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÍ ÐÏÄÐÏÌÅ F_p ⊂ k . îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ k = F_4 = F_2[x]=(x^2 + x + 1) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ F_4^{F2}� F_4 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÀ: ÏÎ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÐÏÄÐÏÌÅ F_2 = {0; 1} É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ! = [x] É !^2 , ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^2 + x + 1 .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.15. ïÐÉÛÉÔÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ F_3 ÎÁ ÐÏÌÅ F_9 = F_3[x]=(x^2 + 1) .

10.5. ëÏÌØÃÁ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÕÓÔØ K | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, Á X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ X � K ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ K^X É ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÏÌØÃÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÊ:

f + g : x → f(x) + g(x) fg : x → f(x)g(x) :

ôÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÅŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ K^X ÎÕÌčÍ, Á ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ (ÅÓÌÉ Œ K ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÁ) | ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

éÎÁÞÅ K^X ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ^2 ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ËÏÐÉÊ ËÏÌØÃÁ K, ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ x ∈ X . åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ ŒÍÅÓÔÏ K^X ÏÂÙÞÎÏ ÐÉÛÕÔ K^n É ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÁËÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÓÔÒÏÞËÁÍÉ^3 (a_1; a_2; : : : ; a_n).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ^4 ÒÁŒÎÏ ÎÕ- ÌÀ, Œ ËÏÌØÃÅ K^X ÍÎÏÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ K | ÐÏÌÅ. ïÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ K^X ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ.

10.5.1. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÏÄSSčÍÁ. ó ËÁÖÄÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X^’� Y ÓŒÑÚÁÎ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄSSčÍÁ^5 ŒÄÏÌØ ’ ’^∗ : K^{Y f→f∘’} � K^X ;

ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ Y Œ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ Ó ’, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁ X, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÍ Ë ’ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ. îÁ ÑÚÙËÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏÄSSčÍ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÐÒÁŒÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ Hom(Y; K) ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ ∈ Hom(X; Y ) :

Hom(Y; K)^{f→f’} � Hom(X; K)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ËÏÌØÃÁ ÆÕÎËÃÉÊ É ÎÅ ÃÅÌÏÓÔÎÙÅ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄSSčÍÁ ŒÓÅÇÄÁ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ ËÏÌØÃÁ K^Y Œ ÅÄÉÎÉÃÕ ËÏÌØÃÁ K^X .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.16. éÚ ËÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÄSSčÍÁ?

œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÁÎÁÌÉÚÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X É Y ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ: ÍÅÒÏÊ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ É Ô. Ð. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ É ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÎÅ ÌÀÂÙÅ, Á ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÅ Ó ÜÔÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ: ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ, ÇÌÁÄËÉÅ É Ô. Ð. ôÁËÉÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ ËÏÌØÃÅ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏÄËÏÌØÃÏ, ËÏÔÏÒÏÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ K[X] ⊂ K^X É ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ (ÉÌÉ ËÏÌØÃÏÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Ó ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÔÏÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÎÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ, Á ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÅ Ó ÜÔÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ: ÓËÁÖÅÍ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÉÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅ- ÍÙÅ. œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÏÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ. ëÁË ÔÏÌØËÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÔÅÏÒÉÑ, Ô. Å. Œ ËÏÌØÃÅ ÆÕÎËÃÉÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ŒÙÄÅ- ÌÅÎÏ ÐÏÄËÏÌØÃÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ K[X] , ÔÁË ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ

1ÓÍ. (n^∘ 7.9) É (n^∘ 7.3.2) 2ÓÍ. (n^∘ 7.5) 3ÎÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n^∘ 7.5), ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÓÔÒÏË ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏ 4ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ X^f� K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Supp(f) = {x ∈ X | f(x) ≠ 0}. 5ÐÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ pull back homomorphism; ÐÏ-ÒÕÓÓËÉ ÐÏÄSSčÍÙ ÔÏÖÅ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÏÂÒÁÚÁÍÉ, É ÉÈ ÎÉ Œ ËÏÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÕÔÁÔØ Ó ÐÒÏÏÂÒÁÚÁÍÉ

ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÙÞÎÏ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ËÁË ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X^’� Y , ÐÏÄSSčÍ ŒÄÏÌØ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ Y Œ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ ÎÁ X , Ô. Å. ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÏÄËÏÌÅÃ K[Y ]^{’∗}� K[X] .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.17∗ (ÄÌÑ ÔÅÈ, ËÔÏ ÚÎÁËÏÍ Ó ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØÀ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌØÃÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ [0; 1] � R ÞÅÒÅÚ C ⊂ R^{[0;1]}. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ [0; 1]^’� [0; 1] ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ’^∗(C) ⊂ C; Â) ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ’ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ C^{’∗}� C ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ’.

10.5.2. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ X = {∗} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄÎÑÔÉÑ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ Åč ŒÌÏÖÅÎÉÀ {∗}^{⊂ y} � Y Œ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÅËÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y , ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÆÕÎËÃÉÀ f ∈ Y^K Œ ÞÉÓÌÏ f(y) ∈ K^{{∗}} = K, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ^1 ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ Y Œ ÔÏÞËÅ y ∈ Y :

ev_y : K^{Y f→f(y)} � K

üÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÜÐÉÍÏÒÆÅÎ, Á ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ y.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ K Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄËÏÌØÃÁ, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X[R], ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ R ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ Œ K^{X[R]} É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ĂËÏÌØÃÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊĄ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ĂÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉĄ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁÚÏŒčÍ K-ÔÏÞËÏÊ ËÏÌØÃÁ R ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ R^p� K, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ÐÏÄËÏÌØÃÅ K ⊂ R, É ŒÏÚØÍčÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ X[R] ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ K- ÔÏÞÅË ËÏÌØÃÁ R. ëÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ f ∈ R ÍÏÖÅÔ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ X[R]^f� K , ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ K-ÔÏÞËÅ R^p� K, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÁŒÎÏ p(f) ∈ K . ðÏÄËÏÌØÃÏ K ⊂ R ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.18∗. éÍÅÅÔÓÑ ÌÉ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] É R-ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÌØÃÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ [0; 1] � R ? éÚÍÅÎÉÔÓÑ ÌÉ ÏÔŒÅÔ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌ? éÚÍÅÎÑÔÓÑ ÌÉ ÏÔŒÅÔÙ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ Á) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ Â) ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ?

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ ËÏÌØÃÏ ËÏÎÓÔÁÎÔ K, ÎÁÐÒÉÍÅÒ K = R, É ŒÙÂÒÁÎ ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÊ ËÌÁÓÓ ËÏÌÅÃ R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ K Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄËÏÌØÃÁ, ÔÁË ÓÒÁÚÕ ÖÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÕÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X[R], ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ ŒÙÛÅ, Á ËÏÌØÃÁÍÉ ÒÅÇÕ- ÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÂÕÄÕÔ ÐÏÄËÏÌØÃÁ R ⊂ K^{X[R]} , ŒÌÏÖÅÎÎÙÅ Œ K^{X[R]} ÔÁË, ËÁË ÜÔÏ ÏÂSSÑÓÎÑÌÏÓØ ŒÙÛÅ. úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ

R_1^’� R_2 ;

ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ËÏÌØÃÅ ËÏÎÓÔÁÎÔ K, ÍÏÖÅÔ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÁË ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄSSčÍÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÈ Ó ÜÔÉÍÉ ËÏÌØÃÁ- ÍÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏÄSSčÍÁ

’^∗ : X[R_2]^{p→p∘’} � X[R_1] ;

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ K-ÔÏÞËÕ R_2^p� K Œ Åč ÐÏÄSSčÍ R_1^’� R_2^p� K ŒÄÏÌØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.19. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ (’^∗)^∗ = ’ .

œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ É ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ, ÉÇÒÁÀÝÁÑ ÆÕÎ- ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ ŒÏ ŒÓÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. ðÒÉÞÉÎÁ Åč ËÒÏÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ f(x) Œ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÐÏ x É f | ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÎÁ x, Á ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÎÁ f | É ÎÅÔ ÎÉËÁËÏÇÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏÔ ŒÙÂÏÒ a priori. ôÏÞËÉ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ | ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÔÏÞÅË.

1ÐÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ: evaluation map

åÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÌØÃÁ ËÏÎÓÔÁÎÔ ŒÚÑÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÅ k, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÌÅÃ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ k^n (Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ n ∈ N), ÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÌØÃÁÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ŒÙÄÁÓÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ, ÉÚŒÅÓÔÎÕÀ ËÁË ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÞÎčÍ ÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Œ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÍ ÍÏÄÕÌÅ. åÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ËÏÌÅÃ | ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] É ÉÈ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÁ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÅÏÒÉÀ, ÉÚŒÅÓÔÎÕÀ ËÁË ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÔÏÖÅ ÏÂÓÕÄÉÍ ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÒÅÍÑ. ïÐÉÓÁÎÉÑ ËÌÁÓÓÏŒ ËÏÌÅÃ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÚÁ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÏÒÉÉ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ Œ ÁÎÁÌÉÚÅ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ, ÍÏÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉ Ë ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÑÒËÉÍ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ XX ŒÅËÁ.