
á. ì. çÏÒÏÄÅÎ�Å×1ëÕÒÓ ÁÌÇÅÂÒÙÄÌÑ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ çõ{÷ûüðÅÒ×ÙÊ ËÕÒÓíÏÄÕÌØ I
üÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÅ ÚÁ�ÉÓËÉ ÌÅË�ÉÊ �Ï ÁÌÇÅÂÒÅ ÄÌÑ �ÅÒ×Ï-ÇÏ ËÕÒÓÁ, ÞÉÔÁÎÎÙÈ ÏÓÅÎØÀ 2008 ÇÏÄÁ × �ÅÒ×ÏÍ ÕÞÅÂÎÏÍ ÍÏÄÕÌÅ ÎÁÆÁËÕÌØÔÅÔÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ çõ{÷ûü. üÔÏ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÙÊ ËÕÒÓ, ÒÁÓÓÞÉ-ÔÁÎÎÙÊ ÎÁ Ä×Å �ÁÒÙ ÌÅË�ÉÊ É Ä×Å �ÁÒÙ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÊ × ÎÅÄÅÌÀ. ïÎ�ÏÓ×ÑÝ£Î ÚÎÁËÏÍÓÔ×Õ Ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ,ÇÒÕ��ÁÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÇÒÕ��, Á ÔÁËÖÅ Ó �ÏÌÑ-ÍÉ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍÉ ËÏÌØ�ÁÍÉ É ÉÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ. âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ × ÔÅËÓÔÅ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÌÑ �ÏÎÉÍÁÎÉÑ ÉÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.
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§1.íÎÏÖÅÓÔ×Á É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.1.1.óÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ. ÷ ÜÔÉÈ ÚÁ�ÉÓËÁÈ ÍÙ ÉÎÏÇÄÁ ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÓÌÏ×ÅÓ-ÎÙÅ ÏÂÏÒÏÔÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑÍÉ:
N, Z, Q, R É C| ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ , �ÅÌÙÈ , ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ , ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ É ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
⇒ É ⇐⇒ | �×ÌÅÞ£Ô� É �ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ�; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, k ∈ Z ⇒ k(k + 1)=2 ∈ Z; ÉÌÉ: x | Þ£ÔÎÏ ⇐⇒x = 2k, ÇÄÅ k ∈ Z.
∀ | �ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ�; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ: ∀ k∈Z k(k + 1)=2 ∈ Z .
∃ | �ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ: x ∈ Z Þ£ÔÎÏ ⇐⇒ ∃ k ∈ Z , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ x = 2k .: | �ÔÁËÏÊ ÞÔÏ�; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ: x ∈ Z Þ£ÔÎÏ ⇐⇒ ∃ k ∈ Z : x = 2k .
{x ∈ X | : : : } ÉÌÉ {x ∈ X : : : : } | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ x ∈ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï� . . . �; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÁ {x ∈ Z | ∃ k ∈ Z : 2k = x} ÚÁÄÁ£Ô ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Þ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ .
{ : : : } | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÅÇÏ-ÔÏ, ÞÔÏ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅËÓÔÏÍ � . . . �; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ: {Þ£ÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ} .1.2.íÎÏÖÅÓÔ×Á. ÷ ËÕÒÓÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×1, �Ï-ÌÁÇÁÑÓØ ÎÁ �ÏÞÅÒ�ÎÕÔÙÅ ÉÚ ÛËÏÌÙ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ËÁË �ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×2�. íÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÞÁÓÔÏÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÏÞËÁÍÉ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÄÁÎÏ, ËÁË ÔÏÌØËÏ �ÒÏ ÌÀÂÏÊ ÏÂßÅËÔ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ,Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÎ ÔÏÞËÏÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÌÉ ÎÅÔ. ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ X ÚÁ�É-ÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË x ∈ X. ÷ÓÅ ÔÏÞËÉ × ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÒÁ×ÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ïÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÕÓÔÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∅.íÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Y (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: X ⊂ Y ), ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ X ÌÅÖÉÔ ÔÁËÖÅ É × Y . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× (×ËÌÀÞÁÑ �ÕÓÔÏÅ É ×Ó£ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï) ÉÍÅÅÔÓÑ Õ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×?äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× X É Y ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ∪ Y , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁ-ÝÉÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ; ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ∩ Y , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ; ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï XrY , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × Y , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÎÏÓÔØ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ X ∩Y =X r (X r Y ) . íÏÖÎÏ ÌÉ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÞÅÒÅÚ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ É ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ?åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× Y É Z, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ Y ∩ Z = ∅, ÔÏ ÜÔÏÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË X = Y ⊔ Z É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÚßÀÎËÔÎÙÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï X × Y ,ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÁÒÙ (x; y) Ó x ∈ X, y ∈ Y ,ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÍ (ÉÌÉ �ÒÑÍÙÍ) �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× X É Y .1ÞÕÔØ �ÏÚÖÅ ×Ù �ÏÚÎÁËÏÍÉÔÅÓØ Ó ÎÉÍÉ × ËÕÒÓÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ2ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ × ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ËÁË É × �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ, ÎÁÄÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ ×Ù-ÒÁÚÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÒÅÄÓÔ× (�ÑÚÙË�) É ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÍÉ �ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÑÍÉ� É �ÏÂßÅËÔÁÍÉ�, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏÏ�ÉÓÁÔØ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÜÔÏÇÏ ÑÚÙËÁ; ÏÄÎÁËÏ �ÒÅÖÄÅ, ÞÅÍ �ÒÉÄÕÍÙ×ÁÔØ ÎÏ×ÙÊ ÑÚÙË �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÒÁÚÕÍÎÏÓ�ÒÏÓÉÔØ ÓÅÂÑ, ÞÅÇÏ ÍÙ ÏÔ ÎÅÇÏ ÈÏÔÉÍ; ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ Ë ÑÚÙËÕ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÙÂÕÄÅÔÅ ÉÚÕÞÁÔØ × ËÕÒÓÅ ÌÏÇÉËÉ, ËÁË ÒÁÚ É ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁ Î£Í ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÎÅ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Ï ×ÙÒÁÚÉÔØ×Ó£, ÞÅÍÕ ×ÁÓ ÏÂÕÞÁÔ × ËÕÒÓÁÈ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÁÎÁÌÉÚÁ3



4 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.1.3.ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X f
- Y ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y | ÜÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ,ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ f(x) ∈ Y , ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ �Ïx. üÔÁ ÔÏÞËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÏÞËÉ x �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË x, ÏÂÒÁÚËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÅÎ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ y ∈ Y ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑf−1(y) def= {x ∈ X | f(x) = y}É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ �ÒÏÏÂÒÁÚÏÍ1 ÔÏÞËÉ y. ðÏÌÎÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÁË �ÕÓÔÙÍ, ÔÁË ÉÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÍÎÏÇÉÈ ÔÏÞÅË. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ y ∈ Y , ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅ�ÕÓÔÏÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑim (f) def= {y ∈ Y | f−1(y) 6= ∅} = {y ∈ Y | ∃x ∈ X : f(x) = y}É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X f
- Y .ä×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X f

- Y É X g
- Y ÒÁ×ÎÙ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù:f(x) = g(x) ∀x∈X . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁX × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑHom(X;Y ). ðÒÉ X = Y ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X - X ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁX É �ÉÛÕÔ End(X) ×ÍÅÓÔÏ Hom(X;X). õ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÎÄÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ X IdX

- X, ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × ÓÁÍÏÇÏ ÓÅÂÑ: ∀x∈X IdX(x) = x .ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X f
- Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ (Á ÔÁËÖÅ ÓÀÒØÅËÔ�ÉÅÊ ÉÌÉ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ),ÅÓÌÉ im (f) = Y , Ô. Å. �ÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y∈Y ÎÅ �ÕÓÔ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅ-ÎÉÅÍ (Á ÔÁËÖÅ ÉÎßÅË�ÉÅÊ, ÉÌÉ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ), ÅÓÌÉ x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2), Ô. Å. �ÒÏÏÂÒÁÚËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ. ðÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ �ÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ (ÓÏÏÔ×. ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏ), ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÅÇÏ ÓÔÒÅÌËÏÊ X ⊂ - Y (ÓÏÏÔ×.X -- Y ).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3.îÁÒÉÓÕÊÔÅ ×ÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Á) {0; 1; 2} - {0; 1}; Â) {0; 1} - {0; 1; 2} . óËÏÌØ-ËÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÙÈ É ÓËÏÌØËÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ?ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X f

- Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ (Á ÔÁËÖÅ ÂÉÅË�ÉÅÊ ÉÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÏÍ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ y ∈ Y ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ x ∈ X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(x) = y. éÎÙÍÉÓÌÏ×ÁÍÉ, ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÎÁ-ÌÏÖÅÎÉÅÍ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÂÉÅË�ÉÉ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ X ∼
- Y . éÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ X ∼

- X ÉÎÁÞÅÎÁÚÙ×ÁÀÔ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÉÌÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÍÉ. ÷ �ÖÉÔÅÊÓËÏÍ� �ÏÎÉÍÁÎÉÉ, Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ |ÜÔÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅ-ÒÅÚ Aut (X).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. ëÁËÉÅ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ: Z
x 7→x2

- Z ; N
x 7→x2

- N ; Z
x 7→7x;

- Z ; R
x 7→7x;

- R Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ Á) ÂÉÅË�ÉÑÍÉ, Â) ÉÎßÅË�ÉÑÍÉ, ×) ÓÀÒØÅË�ÉÑÍÉ?1.3.1.ðÒÉÍÅÒ: ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÓÌÏ×Á. ðÕÓÔØ X = {x1; x2; : : : ; xn}, Y = {y1; y2; : : : ; ym}. óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍËÁÖÄÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ X f
- Y ×Ù�ÉÓÁÎÎÙÊ × ÒÑÄ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï ÎÁÂÏÒ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ:w(f) def= (f(x1); f(x2); : : : ; f(xn)) (1-1)É ÂÕÄÅÍ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ÅÇÏ ËÁË n-ÂÕË×ÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ m-ÂÕË×ÅÎÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁy1 y2 : : : ym :îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ {1; 2} f

- {1; 2; 3} É {1; 2; 3} g
- {1; 2; 3}

f :
1

2

1

2

3

g :

1

2

3

1

2

31Á ÔÁËÖÅ ÓÌÏÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ y



§ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Á É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. 5ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÓÌÏ×Á w(f) = (3; 2) É w(g) = (1; 2; 2), ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ÂÕË× ÔÒ£ÈÂÕË×ÅÎÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ {1; 2; 3}.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅw : Hom(X;Y ) ∼
- {n-ÂÕË×ÅÎÎÙÅ ÓÌÏ×Á × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ y1 y2 : : : ym} (1-2)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÅÊ.1.3.2.ðòåäìïöåîéå. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y | ÉÚ m,ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Hom(X;Y ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ mn ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Wm(n) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ n-ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ �ÒÉ�ÏÍÏÝÉ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÉÚ m ÂÕË×. ÷Ù�ÉÛÅÍ ×ÓÅ ÜÔÉ ÓÌÏ×Á ÎÁ m ÓÔÒÁÎÉ�ÁÈ, �ÏÍÅÓÔÉ× ÎÁ i-ÔÕÀ ÓÔÒÁÎÉ�Õ ×ÓÅÓÌÏ×Á, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ i-ÔÕÀ ÂÕË×Õ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÁÎÉ�Å ÏËÁÖÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ �ÏWm(n− 1) ÓÌÏ×. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ Wm(n) = m ·Wm(n− 1) = m ·m ·W (n− 2) = · · · = mn−1 ·W (1) = mn. �1.3.3.ðòåäìïöåîéå. õ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ n! Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ X = {x1; x2; : : : ; xn}. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ × n◦ 1.3.1 ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (1-2) ÍÅÖÄÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑÍÉ É ÓÌÏ×ÁÍÉ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÂÉÅË�ÉÑÍÉ X f

- X É n-ÂÕË×ÅÎÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ (× ÁÌÆÁ×ÉÔÅ x1; x2; : : : ; xn), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ËÁÖÄÕÀ ÂÕË×Õ xi ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÓÌÏ× ÞÅÒÅÚ V (n) É ×Ù�ÉÛÅÍ ÉÈ �Ï ÁÌÆÁ×ÉÔÕ ÎÁ n ÓÔÒÁÎÉ�ÁÈ, �ÏÍÅÓÔÉ× ÎÁi-ÔÕÀ ÓÔÒÁÎÉ�Õ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ xi. îÁ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÁÎÉ�Å ÂÕÄÅÔ ÒÏ×ÎÏ V (n − 1) ÓÌÏ×, ÏÔËÕÄÁV (n) = n · V (n− 1) = n · (n− 1) · V (n− 2) = · · · = n · (n− 1) · (n− 2) · · · · · 2 · 1 = n! . �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5 (��ÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ�). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X �Ï�ÁÒÎÏÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ: Á) X ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ; Â) ∃ ×ÌÏÖÅÎÉÅ X ⊂ - X, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ;×) ∃ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅ X -- X, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.6. óÞ£ÔÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Aut (N)?1.4.ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. óÏ ×ÓÑËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ X f
- Y Ó×ÑÚÁÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á X × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× | �ÏÌÎÙÈ �ÒÏÏÂÒÁÚÏ× ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏ-ÞÅË y ∈ Y . ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁÄÁÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X f

- Y | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ X ××ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× É ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÜÔÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÔÏÞËÁÍÉ y ∈ im (f) : X = ⊔y∈im(f) f−1(y) : (1-3)�ÁËÏÊ ×ÚÇÌÑÄ ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÅÚÎÙÍ.1.4.1.ðÒÉÍÅÒ: ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ (n◦ 1.3.2){(n◦ 1.3.3). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Mapm;n ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × m-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y , ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ X É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑevx : Mapm;n f 7→f(x)
- Ym ; (1-4)ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀX f

- Y ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÔÏÞËÅ x. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ,ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏ. ðÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ (n−1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Xr{x} , �ÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ×ÙËÉÄÙ×ÁÎÉÅÍÉÚ X ÔÏÞËÉ x , × Y :ev−1x (y) = {Xn f
- Y | f(x) = y} ≃ Hom(X r {x} ; Y ) ≃ Mapm;(n−1) :òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (1-3) ÏÚÎÁÞÁÅÔ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Mapm;n ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ × ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅm �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Mapm;(n−1). ðÏÜÔÏÍÕ1

|Mapm;n| = m · |Mapm;(n−1)| = m ·m · |Mapm;(n−2)| = · · · = mn−1 · |Mapm;1| = mn :áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Sn ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X, ÚÁ-ÆÉËÓÉÒÕÅÍ x ∈ X É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑevx : Sn f 7→f(x)
- Xn :1ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ |M | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M



6 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.ðÏ×ÔÏÒÑÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ Sn ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑÓÌÏ£× ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ evx, �ÒÉÞ£Í ÓÌÏÊ ev−1x (x′) ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ x′ ∈ X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÂÉÅË-�ÉÊ X ∼
- X, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ x × x′, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÂÉÅË�ÉÊ ÍÅÖÄÕ (n− 1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ X r {x} É (n− 1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÍ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×ÏÍ X ′ = X r {x′}. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏÑÈ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï É ÒÁ×ÎÏ |Sn−1|. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,

|Sn| = n · |Sn−1| = n · (n− 1) · |Sn−2| = · · · = n · (n− 1) · (n− 2) · · · · · 2 · 1 = n! .÷ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÍÉ ÉÚ (n◦ 1.3.2{n◦ 1.3.3), ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ �ÓÌÏ×ÁÒÉË�, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ �ÅÒÅÇÏ×ÁÒÉ×ÁÔØ ÏÄÎÉ × ÄÒÕÇÉÅ. �ÁË ÆÒÁÚÁ �ÚÁÆÉË-ÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ X� ÉÚ ÎÙÎÅÛÎÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÁ ÑÚÙËÅ (n◦ 1.3.2{n◦ 1.3.3) Ú×ÕÞÁÌÁ ÂÙËÁË �ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × ÓÌÏ×Å w(f) ËÁËÏÀ-ÎÉÂÕÄØ �ÏÚÉ�ÉÀ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÂÕÄÅÍ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÓÁÍÕÀ ÌÅ×ÕÀ ÂÕË×ÕÓÌÏ×Á�. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÓÁÍÕÀ ÌÅ×ÕÀ� × ÎÙÎÅÛÎÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å x ∈ X ÆÉËÓÉÒÕÅÔÓÑx = x1, Á �ÓÍÏÔÒÅÔØ, ÞÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÓÁÍÁÑ ÌÅ×ÁÑ ÂÕË×Á × ÓÌÏ×Å f(w)� | ÜÔÏ ��ÒÉÍÅÎÉÔØ Ë f ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ evx1�. þÉÔÁÔÅÌÀ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ÄÅÔÁÌØÎÏ �ÒÏÓÌÅÄÉÔØ ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÄÏ ËÏÎ�Á.1.4.2.ðÒÉÍÅÒ: ÍÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ. ðÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÓËÏÂÏË É �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÉ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁ-ÇÁÅÍÙÈ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ (a1 + a2 + · · · + ak)n ÂÕÄÕÔ �ÏÌÕÞÁÔØÓÑ ×ÚÑÔÙÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉÏÄÎÏÞÌÅÎÙ am11 am22 · · · amkk , �ÏËÁÚÁÔÅÌÉ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÌÀÂÙÅ �ÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 6 mi 6 n ÓÕÍÍÁÒÎÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ m1 +m2 + · · · +mk = n , Ô. Å.(a1 + a2 + · · · + ak)n = ∑m1+m2+ ··· +mk=n( nm1 : : :mk) · am11 am22 · · · amkk ; (1-5)ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ ( nm1:::mk) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ �ÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÅ1. õÍÎÏÖÅÎÉÅn ÓËÏÂÏË (a1 + a2 + · · · + ak) ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ×ÙÂÏÒÅ ×ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓËÏÂÏË ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÕË×Ù,�ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÂÕË× (×ÉÚÕÁÌØÎÏ ÜÔÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ×Ù�ÉÓÙ×ÁÎÉÉ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÂÕË× ÓÌÅ×ÁÎÁ�ÒÁ×Ï ÄÒÕÇ ÚÁ ÄÒÕÇÏÍ × ÏÄÎÏ n-ÂÕË×ÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï) É ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÓÌÏ×. ðÏÄÏÂÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ,×ÎÏÓÑÝÉÅ ×ËÌÁÄ × ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ am11 am22 · · · amkk | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÉÚ m1 ÂÕË× a1,m2 ÂÕË× a2, . . . , mk ÂÕË× ak. þÔÏÂÙ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï, ÓÄÅÌÁÅÍ m1 ÂÕË× a1 �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÍÉ,ÓÎÁÂÄÉ× ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÎÉÈ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ×ÅÒÈÎÉÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏÓÔÕ�ÉÍ Ó m2 ÂÕË×ÁÍÉ a2, m3ÂÕË×ÁÍÉ a3 É Ô. Ä. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÉÚ n = m1 +m2 + · · · +mk �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÕË×:a(1)1 ; a(2)1 ; : : : ; a(m1)1︸ ︷︷ ︸m1 ÍÅÞÅÎÙÈ ÂÕË× a1 ; a(1)2 ; a(2)2 ; : : : ; a(m2)2︸ ︷︷ ︸m2 ÍÅÞÅÎÙÈ ÂÕË× a2 ; : : : : : : : : : ; a(1)k ; a(2)k ; : : : ; a(mk)k︸ ︷︷ ︸mk ÍÅÞÅÎÙÈ ÂÕË× ak : (1-6)ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ n-ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÜÔÉÍÉ n ÂÕË×ÁÍÉ, ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÑ ËÁÖÄÕÀ ÂÕË×Õ ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ×ÓÅÇÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÏ× ÂÕÄÅÔ n! . �Å�ÅÒØ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ Y ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÅ ÎÁÓ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÉÚ m1 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÂÕË× a1, m2 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÂÕË× a2, . . . , mkÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÂÕË× ak, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X f
- Y , ËÏÔÏÒÏÅ ÓÔÉÒÁÅÔ ×ÅÒÈÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ Õ �ÏÍÅÞÅÎ-ÎÙÈ ÂÕË×. ïÎÏ Ü�ÉÍÏÒÆÎÏ, É �ÏÌÎÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á y ∈ Y ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ m1! ·m2! · · · · ·mk! ÓÌÏ×,�ÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ m1 ×ÅÒÈÎÉÈ ÉÎÄÅËÓÏ× Õ ÂÕË× a(j)1 , m2 ×ÅÒÈÎÉÈ ÉÎÄÅËÓÏ× ÕÂÕË× a(j)2 , . . . , mk ×ÅÒÈÎÉÈ ÉÎÄÅËÓÏ× Õ ÂÕË× a(j)k × ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏÍ ÓÌÏ×Å x ∈ X, �ÅÒÅÈÏÄÑÝÅÍ × y. éÚÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (1-3) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

( nm1 : : :mk) = n!m1! ·m2! · · · · ·mk! ; (1-7)É ÆÏÒÍÕÌÁ (1-5) �ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ×ÉÄ(a1 + a2 + · · · + ak)n = ∑m1+m2+ ··· +mk=n n! · am11 am22 · · · amkkm1! ·m2! · · · · ·mk! : (1-8)ðÒÉ k = 2 ÏÎÁ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÂÉÎÏÍÁ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ2:(a+ b)n = n∑k=0 n! · akbn−kk!(n− k)! : (1-9)1ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ2ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ × �ÏÌÎÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ × �ÒÉÍÅÒÅ (n◦ 8.6), ËÏÇÄÁÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ



§ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Á É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. 7õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. éÚ ÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÓÕÍÍÁ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (1-8) ?1.4.3.òÁÚÂÉÅÎÉÑ É ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ. áÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×ÁX × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÂßÑ×ÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ,×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÏÄÎÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ�. æÏÒÍÁÌØÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÜÔÏÊ �ÒÏ-�ÅÄÕÒÙ ÔÁËÏ×Ï. îÁÚÏ×£Í ÂÉÎÁÒÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏR ⊂ X ×X × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒX ×X = {(x1; x2) | x1; x2 ∈ X} :ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ �ÁÒÙ (x1; x2) ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ R ÏÂÙÞÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ ËÁË x1∼R x2.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ X = Z ÞÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ ÂÉÎÁÒÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
∼R := �6� (x1 6 x2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x1 ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ x2) (1-10)
∼R := � ... � (x1 ...x2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x2) (1-11)
∼R := �=� (x1 = x2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x1 ÒÁ×ÅÎ x2) (1-12)
∼R := �≡ (mod n)� (x1 ≡ x2 (mod n) ÏÚÎÁÞÁÅÔ1, ÞÔÏ (x1 − x2) ...n) (1-13)âÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∼R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÒÅÍÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

∀x∈X x∼R x ; (ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔØ) (1-14)
∀ x1; x2; x3 ∈ X (x1 ∼R x2 & x2∼R x3) ⇒ x1∼R x3 ; (ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ) (1-15)

∀ x1; x2 ∈ X x1∼R x2 ⇐⇒ x2∼R x1 : (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ) (1-16)�ÁË, ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (1-12) É (1-13) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÑÍÉ, Á (1-10) É (1-11) | ÎÅÔ (ÏÎÉ ÎÅÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÎÙ).åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÒÁÚÂÉÔÏ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅx1∼x2, ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ x1 É x2 ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÏÞÅ×ÉÄ-ÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÚÁÄÁÎÏ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R, ÎÁÚÏ×£Í ËÌÁÓÓÏÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ X ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï[x℄R def= {z ∈ X | x∼R z} = {z ∈ X | z∼R È}(ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ R). åÓÌÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÁËÉÈ-ÎÉ-ÂÕÄØ Ä×ÕÈ ËÌÁÓÓÏ× [x℄R É [y℄R ÎÅ �ÕÓÔÏ, ÔÏ x∼R z∼R y ÄÌÑ z ∈ [x℄R ∩ [y℄R, ÏÔËÕÄÁ x∼R y É [x℄R = [y℄R× ÓÉÌÕ (1-15, 1-16). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÙÅ Ä×Á ËÌÁÓÓÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÉÌÉÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, Á ÚÎÁÞÉÔ,X ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ × ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÏÓÔÉ. éÔÁË, ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ X × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÉÀÎÁ X ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.1.4.4.ïÔÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ: ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. âÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∼R ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ �ÏÒÑÄËÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ É ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ, ÎÏ (× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÏÓÔÉ) ÎÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, Á ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, Ô. Å.
∀ x1; x2 ∈ X (x1 ∼R x2 & x2∼R x1) ⇒ x1 = x2 (ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ) (1-17)éÚ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (1-10){(1-11) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÞÁÓÔÉÞÎÙÍÉ �ÏÒÑÄËÁÍÉ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ �ÅÒ×ÙÅ ÔÒÉ, Á ÞÅÔ×£ÒÔÏÅ | ÎÅÔ2.1ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ x1 ≡ x2 (mod n) ÞÉÔÁÅÔÓÑ �x1 ÓÒÁÎÉÍÏ Ó x2 �Ï ÍÏÄÕÌÀ n�2�ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ −12 É 6 ÎÅ ÒÁ×ÎÙ, ÎÏ −12 ≡ 6 (mod 9) É 6 ≡ −12 (mod 9)



8 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.8. âÕÄÕÔ ÌÉ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍÉ �ÏÒÑÄËÁÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÍÉÎÕÔÎÙÈ ÄÅ-ÌÅÎÉÊ �ÉÆÅÒÂÌÁÔÁ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÈ ÞÁÓÏ×:Á) x 4 y, ÅÓÌÉ ÉÓÞÉÓÌÑÅÍÙÊ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÕÇÏÌ ÏÔ x Ë y ÍÅÎØÛÅ 30◦Â) x 4 y, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅ �ÏÌÕÄÎÑ ÍÉÎÕÔÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÕËÁÖÅÔ ÎÁ x ÒÁÎØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ y(ÏÔ×ÅÔ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÇÌÑÄÅÔØ × ÓÎÏÓËÅ (1) ).íÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÎÁ Î£Í ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �6 � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�Ï-ÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ (ÓÏËÒ. ÞÕÍ ÏÍ). åÓÌÉ x 6 y É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ x 6= y , ÔÏ ÜÔÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔËÁË x < y É ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ x ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ y × ÓÍÙÓÌÅ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �6 � .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ É ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ �ÏÒÑÄËÏÍ, | ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.1.4.5.ðÒÉÍÅÒ: ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ É ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Xm = {1; 2; : : : ; m} ËÁË Õ�Ï-ÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ �ÏÒÑÄËÁ 6). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Xm '
- Xn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍ (ÉÌÉ ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÍ �ÏÒÑÄÏË), ÅÓÌÉ

∀ x1; x2 x1 < x2 ⇒ '(x1) < '(x2) ;É ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÉÍ (ÉÌÉ ÎÅÓÔÒÏÇÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÍ �ÏÒÑÄÏË), ÅÓÌÉ
∀ x1; x2 x1 6 x2 ⇒ '(x1) 6 '(x2) :íÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÉÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Xm '

- Xn É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÊ Xm  
- Xn+m−1 ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Xm '

- Xn× ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Xm  
- Xn+m−1, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ  (k) = '(k) + k − 1 ÇÄÅk = 1; 2; : : : ; m ∈ Xm .1.5.ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊX f

- Y g
- ZÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ. ðÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X - Z, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ËÁ-ÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ x ∈ X × ÔÏÞËÕ g(f(x)) ∈ Z, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ g◦f ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ gf .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.10. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X g

- YÁ) ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Y f
- X, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ fg = IdX(×ÓÑËÏÅ ÔÁËÏÅ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë g);Â) ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Y h
- X, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ gh = IdY(×ÓÑËÏÅ ÔÁËÏÅ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÁ×ÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë g).ëÁË É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ, ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÁ2:(fg)h = f(gh) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ X h

- Y g
- Z f

- T (1-18)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.11. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1-18) �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ ËÁÖÄÙÊ x ∈ X × f(g(h(x))) ∈ T .ïÄÎÁËÏ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÎÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÑ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁÍÉ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÜÔÏÍ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï fg = gf (ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ, ÉÌÉ �ÅÒÅÍÅ-ÓÔÉÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.12. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÁÒÕ ÒÁÚÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ `1, `2, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ × ÔÏÞËÅ O,É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �1 É �2 ÏÓÅ×ÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ �ÒÑÍÙÈ. ñ×ÎÏ Ï�ÉÛÉÔÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ �1�2 É �2�1. ëÏÇÄÁ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÙ?âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ (ÎÅÌØÚÑ ��ÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ� X h
- Y É Z f

- T , ÅÓÌÉY ÎÉËÁË ÎÅ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó Z), É ÞÁÓÔÏ ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ gf Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ, Á fg | ÎÅÔ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.13. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ.1 ÏÔ×ÅÔ:(Â)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ,Á(Á)|ÎÅÔ2× ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÅ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÙÍ ÚÁËÏÎÏÍ



§ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Á É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. 9ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÏÂÌÅÍ Ó ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔØÀ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÊ ÎÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ, ÅÓÌÉ f; g ∈ End(X) Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X, ÎÏ ÓÄÅÌÁÅÍ É ÅÝ£ ÏÄÎÏ ×ÁÖÎÏÅ �ÒÅÄÕ-�ÒÅÖÄÅÎÉÅ: ÄÁÖÅ ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á fg1 = fg2, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g1 = g2, ËÁË ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÎÏ É ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á g1f = g2f .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.14. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ É �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÉfg1 = fg2 ⇒ g1 = g2 É g1f = g2f ⇒ g1 = g2ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ, ËÏÇÄÁ f ÏÂÌÁÄÁÅÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÌÅ×ÙÍ É �ÒÁ×ÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ (ÞÔÏ �ÏÕ�Ò. 1.10 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ f).1.5.1.ðÒÉÍÅÒ: ÔÁÂÌÉ�Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× Ä×ÕÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. óÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÁÂÌÉ�Õ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; 2}. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ {1; 2} f
- {1; 2} ÓÌÏ×ÁÍÉw(f) = ((f(1); f(2)), ËÁË × (n◦ 1.3.1). ÷ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï End({1; 2}) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£ÈÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× (1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2) ËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍ:g�f (1; 1) (1; 2) (2; 1) (2; 2)(1; 1) (1; 1) (1; 1) (1; 1) (1; 1)(1; 2) (1; 1) (1; 2) (2; 1) (2; 2)(2; 1) (2; 2) (2; 1) (1; 2) (1; 1)(2; 2) (2; 2) (2; 2) (2; 2) (2; 2)�ÁÂÌÉ�Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ End({1; 2})× End({1; 2}) (g;f)7→gf

- End({1; 2}). (1-19)ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ (2; 2)◦(1; 1) 6= (1; 1)◦(2; 2), Á ÔÁËÖÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ × ×ÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÁÈ ×ÓÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÎÏ �ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ� �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÌØÚÑ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.15. äÌÑ X = {1; 2} É Y = {1; 2; 3} ÓÏÓÔÁ×ØÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ (1-19) ÔÁÂÌÉ�Ù ÕÍÎÏÖÅÎÉÑHom(X;Y )×Hom(Y;X) (g;f) 7→gf
- End(X)Hom(Y;X)×Hom(X;Y ) (f;g) 7→fg
- End(Y ) :1.6.ïÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ. åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X g

- Y ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ, ÔÏ �ÒÏÏÂÒÁÚ g−1(y) ⊂ X ËÁ-ÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, É �ÒÁ×ÉÌÏ y 7→ g−1(y) ÚÁÄÁ£Ô ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅX �

g−1 Y , ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë g. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ág◦g−1 = IdY É g−1
◦g = IdX : (1-20)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g−1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ É ÌÅ×ÙÍ É �ÒÁ×ÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë g ×ÓÍÙÓÌÅ Õ�Ò. 1.10.1.6.1.ðòåäìïöåîéå. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅX g

- Y �Ï�ÁÒÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:(1) g ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ;(2) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X �

g′ Y , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ g◦g′ = IdY É g′◦g = IdX ;(3) g ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÁË ÌÅ×ÙÍ, ÔÁË É �ÒÁ×ÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ.ðÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g′ ÉÚ (2) É ÌÀÂÙÅ ÌÅ×ÙÅ É �ÒÁ×ÙÅ ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ëg ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ (3) ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ É Ó �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ g−1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ (1) ⇒ (2) ÕÖÅ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ × ÆÏÒÍÕÌÅ (1-20). éÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ (2) ⇒ (3)ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ (3) ×ÙÔÅËÁÀÔ (2) É (1). åÓÌÉ Õ X g
- Y ÅÓÔØ ÌÅ×ÏÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ X �

f Y (ÔÁËÏÅÞÔÏ f◦g = IdX) É �ÒÁ×ÏÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ X �

h Y (ÔÁËÏÅ ÞÔÏ g◦h = IdY ), ÔÏf = f◦IdY = f◦(g◦h) = (f◦g)◦h = IdX◦h = h ; (1-21)É ÕÓÌÏ×ÉÅ (2) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ g′ = f = h. ðÏÓËÏÌØËÕ g(g′(y)) = y ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ Y , �ÒÏÏÂÒÁÚ f−1(y)ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ g′(y), É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÅ �ÕÓÔ. C ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉx ∈ g−1(y) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g(x) = y, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x = IdX(x) = g′(g(x)) = g′(y). ðÏÜÔÏÍÕf−1(y) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ g′(y), Ô. Å. g | ÂÉÅË�ÉÑ, Á g′ = g−1. �



§2.çÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ.2.1.çÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X. îÁÂÏÒ G ⊂ Aut (X)Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ (ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ ÇÒÕ��ÏÊ), ÅÓÌÉÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÏ ×ÓÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍ ÉÚ G, Á ÔÁËÖÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÉÚ G ÔÏÖÅ ÌÅÖÁÔ × G. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊG Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ IdX = g◦g−1 (ÇÄÅ g | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÅ ÉÚ G). þÉÓÌÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÇÒÕ��Á G (�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÏÎÁËÏÎÅÞÎÁ), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÒÑÄËÏÍ ÇÒÕ��Ù É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ |G|.2.1.1.ðÒÉÍÅÒ: ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á. íÎÏÖÅÓÔ×Ï G = Aut (X) ×ÓÅÈ ÂÉÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ËÁ-ËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × ÓÅÂÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ. ïÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (�ÏÌÎÏÊ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊÇÒÕ��ÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X = {1; 2; : : : ; n} ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Sn É ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. óÏÇÌÁÓÎÏ n◦ 1.3.3 ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ �ÏÒÑÄÏË |Sn| = n!. íÙ ÂÕÄÅÍÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ
{1; 2; : : : ; n} �

- {1; 2; : : : ; n}ÓÔÒÏÞËÏÊ (�1; �2; : : : ; �n) Å£ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �i = �(i), ËÁË ÍÙ ÜÔÏ ÕÖÅ ÄÅÌÁÌÉ × �ÒÉÍÅÒÁÈ (n◦ 1.3.1) É (n◦ 1.5.1).÷ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � = (3; 4; 2; 1) É � = (2; 3; 4; 1) ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍ� : 1 2 3 4
↓ ↓ ↓ ↓3 4 2 1 ; � : 1 2 3 4

↓ ↓ ↓ ↓2 3 4 1Á ÉÈ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ËÁË: �� = (4; 2; 1; 3) É �� = (4; 1; 3; 2) .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÔÁÂÌÉ�Õ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÛÅÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù S3, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÔÁÂÌÉ�Å ÉÚ�ÒÉÍÅÒÁ (n◦ 1.5.1).2.1.2.ðÒÉÍÅÒ: ÇÒÕ��Á �Ï×ÏÒÏÔÏ× ���n. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n > 1. çÒÕ��Á ���n ÓÏÓÔÏÉÔ
3 · 2π

12
2 · 2π

12

1 · 2π

12

0 = 12 · 2π

12

11 · 2π

12

10 · 2π

12
9 · 2π

12

8 · 2π

12

7 · 2π

12

6 · 2π

12

5 · 2π

12

4 · 2π

12

òÉÓ. 2⋄1. ãÉÆÅÒÂÌÁÔ ���12.

ÉÚ n �Ï×ÏÒÏÔÏ× ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ R2 ×ÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÕÇÌÙ 2�k=n Ó 0 6 k 6 (n − 1).ïÂÒÁÔÎÙÍ Ë �Ï×ÏÒÏÔÕ ÎÁ ÕÇÏÌ 2�k=n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ2�(n − k)=n, ÒÁ×ÎÙÊ �Ï×ÏÒÏÔÕ ÎÁ ÕÇÏÌ −2�k=n. ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ�Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ÕÇÌÙ 2�k=n É 2�m=n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ ÎÁ ÕÇÏÌ2�(k +m)=n. �ÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ |- ÜÔÏ �Ï×ÏÒÏÔÎÁ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÕÇÏÌ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ k = 0.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ × ÇÒÕ��Å ���n ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ:
∀ �1; �2 ∈ ���n �1�2 = �2�1 :çÒÕ��Ù, × ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍÉ ÉÌÉ ÁÂÅÌÅ×ÙÍÉ.üÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕ��Ù ���n ÕÄÏÂÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ × ×ÉÄÅ �É-ÆÅÒÂÌÁÔÁ, ÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ ÕÇÌÙ �Ï×ÏÒÏÔÏ×, ÉÓ-ÞÉÓÌÑÅÍÙÅ × ÄÏÌÑÈ ÏÔ �ÏÌÎÏÇÏ ÏÂÏÒÏÔÁ. óËÁÖÅÍ, ÇÒÕ��Á ���12×ÙÇÌÑÄÉÔ �ÏÞÔÉ ËÁË ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ 12-ÞÁÓÏ×ÏÊ �ÉÆÅÒÂÌÁÔ1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄1). ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ËÏÍ�Ï-ÚÉ�ÉÉ �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÏÔ×ÅÞÁÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ ÏÔËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅ ÕÇÌÏ× ÄÒÕÇ ÚÁ ÄÒÕÇÏÍ, Á �ÅÒÅÈÏÄÕ Ë ÏÂÒÁÔÎÏÍÕ�Ï×ÏÒÏÔÕ | ÏÔËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅ ÕÇÌÁ × �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ.éÎÁÞÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕ��Ù ���n ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ËÌÁÓÓÙ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÁÀÝÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÏÓÔÁÔ-ËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �Ï×ÏÒÏÔÙ ÎÁ 2�k=n É 2�k′=n ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁk′ − k ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n, ÉÌÉ k′ ≡ k (mod n) × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (1-13). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÌÅÍÅÎÔÙÇÒÕ��Ù ���n ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÏÓÔÁÔËÁÍÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n. ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ �Ï×ÏÒÏÔÏ× �ÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ �ÒÉÜÔÏÍ × ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÏÓÔÁÔËÏ×: �ÏÓÔÁÔÏË ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÅÎ ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÓÕÍÍÙ ÉÈÏÓÔÁÔËÏ×�.1ÎÏ Ó ÉÚÍÅÎ£ÎÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÀ ÕÇÌÁ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, É�Ï×£ÒÎÕÔÙÊ ÎÁÂÏË, �ÏÓËÏÌØËÕ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÕÇÏÌ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏÓÉ10



§ 2. çÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. 112.1.3. çÒÕ��Ù Ä×ÉÖÅÎÉÊ É ÇÒÕ��Ù ÆÉÇÕÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
R3. á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ f ∈ Aut (R3), ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ-ÓÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑÍÉ. ä×ÉÖÅÎÉÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ. óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÇÒÕ��Å ×ÓÅÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ �ÏÄÇÒÕ��Õ (ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ).åÓÌÉ ÚÁÄÁÔØÓÑ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÆÉÇÕÒÏÊ F ⊂ R3, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ

òÉÓ. 2⋄2. çÒÕ��Á Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÁ.

�ÅÒÅ×ÏÄÑÔ F × ÓÅÂÑ. çÒÕ��Á ÂÉÅËÔÉ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÆÉÇÕÒÙ F × ÓÅÂÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÜÔÉ-ÍÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑÍÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (�ÏÌÎÏÊ) ÇÒÕ��ÏÊ ÆÉÇÕÒÙ F É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ G(F) ⊂ Aut (F). îÁ-ÒÑÄÕ Ó �ÏÌÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÇÒÕ��Õ ÆÉÇÕÒÙ, × ËÏÔÏÒÏÊÄÏ�ÕÓËÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ. ïÔ-ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÌÏÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÉ-ÇÕÒ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÌÎÏÊ: ÂÅÒÑËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÉÚÇÒÕ��Ù ÆÉÇÕÒÙ Ó ÚÅÒËÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÜÔÕ ÆÉÇÕÒÕ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÍÙ�ÏÌÕÞÉÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÊÓÔ×Õ-ÅÔ ÎÁ ÆÉÇÕÒÕ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË É ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÎÅÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ.îÉÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ É ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÇÒÕ��Ù ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÆÉÇÕÒ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. éÚÇÏÔÏ×ØÔÅ ÍÏÄÅÌÉ �ÑÔÉ �ÌÁÔÏÎÏ×ÙÈ ÔÅÌ | ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ÏËÔÁÜÄÒÁ, ËÕÂÁ, ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÉÉËÏÓÁÜÄÒÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄5 É ÒÉÓ. 2⋄9). ÷ÓÅ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï Ä×ÉÖÅÎÉÑÈ ÜÔÉÈ ÆÉÇÕÒ ÂÕÄÕÔÏÞÅ×ÉÄÎÙ, ÅÓÌÉ Õ ÷ÁÓ × ÒÕËÁÈ ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÍÏÄÅÌØ, ÎÏ ÍÏÇÕÔ �ÏËÁÚÁÔØÓÑ �ÔÒÕÄÎÙÍÉ� �ÒÉ�Ï�ÙÔËÅ �ÏÓÔÉÞØ ÉÈ ÞÉÓÔÏ ÕÍÏÚÒÉÔÅÌØÎÏ.2.1.4.ðÒÉÍÅÒ: ÇÒÕ��Ù ÄÉÜÄÒÏ× Dn. çÒÕ��Á �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ �ÌÏÓËÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ n-ÔÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÄÉÜÄÒÁ2 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Dn.ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÄÉÜÄÒ | Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉË | ÜÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÌÕÎÏÞËÁ Ó Ä×ÕÍÑ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÁÑ
1

2 3

σ23

σ31σ12

τ−1

τ

òÉÓ. 2⋄3. çÒÕ��Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

ÎÁ ÒÉÓ. 2⋄2. çÒÕ��Á3 D2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÔÒ£È �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ 180◦ ×ÏËÒÕÇ �ÅÒ-�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÏÓÅÊ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ÌÕÎÏÞËÉ, ÄÒÕÇÁÑ | ÞÅÒÅÚÓÅÒÅÄÉÎÙ Å£ ÓÔÏÒÏÎ, Á ÔÒÅÔØÑ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÌÕÎÏÞËÉÉ �ÒÏÈÏÄÉÔ Å£ �ÅÎÔÒ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÏÅ ÎÅÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÄÉÜÄÒÁ ÄÏÌÖÎÏ ÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ ÌÉÂÏ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÉÂÏ×ÅÒÛÉÎÙ, ÌÉÂÏ ÔÏ É ÄÒÕÇÏÅ ÓÒÁÚÕ, É ÒÏ×ÎÏ ÜÔÏ É �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÒÉ ÔÒ£È�ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ �Ï×ÏÒÏÔÁÈ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÔÁÂÌÉ�Õ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù
D2 É ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á D2 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ËÁË Ó ÇÒÕ��ÏÊ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÏËÒÕÇÌÕÎÏÞËÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÁË É Ó ÇÒÕ��ÏÊ ×�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÎÅ£ ÒÏÍÂÁ,�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÏÎÉ ÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄2).óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÄÉÜÄÒ | �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÇÏÇÒÕ��Á D3 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÛÅÓÔÉ Ä×ÉÖÅÎÉÊ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄3): ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ-ÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Id, Ä×ÕÈ �Ï×ÏÒÏÔÏ× � , �−1 ÎÁ ±120◦ ×ÏËÒÕÇ �ÅÎÔÒÁÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÔÒ£È ÏÓÅ×ÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ �ij = �−1ij ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÇÏÍÅÄÉÁÎ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÞÉÓÌÁÍÉ 1, 2,3 É ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ Ä×ÉÖÅÎÉÀ ÉÚ ÇÒÕ��Ù ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÓÕÝÅ-ÓÔ×ÌÑÅÍÕÀ ÉÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ. ðÏÌÕÞÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù ÄÉÜÄÒÁ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ:

D3 ⊂ - S3 = Aut ({1; 2; 3}) : (2-1)1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ (ÇÏ×ÏÒÑ ÎÁÉ×ÎÏ, �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÌÅ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ×ÉÎÔ × ÌÅ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ); ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �Ï×ÏÒÏÔÙ | ÜÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, Á ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É �ÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á | ÎÅÔ; ÅÓÌÉ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅÄ×ÉÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ, ÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ | ÜÔÏ ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ××ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ Þ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ2Ô. Å. �Ä×ÕÇÒÁÎÎÉËÁ�; ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÉÍÅÅÔ Ä×Å ×ÉÚÕÁÌØÎÏ ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÙÅÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÇÒÁÎÉ | Ä×Å �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ �Ì£ÎËÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÔÑÎÕÔØ3ÄÉÜÄÒÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á D2 ÉÎÏÇÄÁ ÅÝ£ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÔ×ÅÒÔÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ëÌÅÊÎÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ V4



12 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.ïÎÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ × ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÔÁ:õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×Á Ä×ÉÖÅÎÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÕ��Á S3 ÔÏÖÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÛÅÓÔÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (2-1) ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ðÏ-×ÏÒÏÔÙ ÎÁ ±120◦ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÍ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ (2; 3; 1) É (3; 1; 2), Á ÏÓÅ×ÙÅ ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÉ | Ó ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ �ÁÒ ÂÕË× (1; 3; 2) , (3; 2; 1) É (2; 1; 3).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.5. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �ij ∈ S3 �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÂÕË× i É j. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÚÇÒÕ��Ù S3 ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ: Id ; �12 ; �23 ; �13 ; �12�23 ; �23�12 . çÄÅ × ÜÔÏÍ Ó�ÉÓËÅ �Ï×ÏÒÏÔÙ1→ 2→ 3→ 1 É 3→ 2→ 1→ 3 ?ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n > 2 ÇÒÕ��Á ÄÉÜÄÒÁDn ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 2n Ä×ÉÖÅÎÉÊ: n �Ï×ÏÒÏÔÏ××ÏËÒÕÇ �ÅÎÔÒÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÕÇÌÙ 2�k=n Ó k = 0; 1; : : : ; (n−1) (�ÒÉ k = 0 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ) É n ÏÓÅ×ÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ (Ô. Å. �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ 180◦ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÙÈ,�ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ n ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ É ÓÅÒÅÄÉÎÕ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Á �ÒÉ Þ£ÔÎÏÍ n |ÞÅÒÅÚ �ÁÒÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ É ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ (
Í. ÒÉÓ. 2⋄4).
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òÉÓ. 2⋄4. ïÓÉ ÄÉÜÄÒÏ× ÄÌÑ n = 4; 5; 6.äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÉÜÄÒÁ ÞÉÓÌÁÍÉ 1; 2; : : : ; n É ÒÁÚÏÂØ£Í ×ÓÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÉÚ ÇÒÕ��Ù ÄÉÜÄÒÁ ÎÁn ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÏ× C1; C2; : : : ; Cn, ÏÔÎÅÓÑ × ËÌÁÓÓ Ci ×ÓÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ ×ÅÒÛÉÎÕ1 × ×ÅÒÛÉÎÕ i. õÂÅÄÉÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÍ ËÌÁÓÓÅ Ci ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ Ä×ÉÖÅÎÉÊ, ÓËÏÌØËÏ É ×ËÌÁÓÓÅ C1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÅ ÎÉÂÕÄØ Ä×ÉÖÅÎÉÅ g ∈ Ci É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÓÌÅ×Á ÎÁ g É ÎÁ g−1 : 
 : ó1 h 7→g◦h
- Ci É 
′ : Ci f 7→g−1◦f

- C1 : (2-2)ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:
∀ f ∈Ci 
(
′(f)) = 
(g−1f) = gg−1f = f É ∀h∈C1 
′(
(h)) = 
′(gh) = g−1gh = h ;Á ÚÎÁÞÉÔ, × ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n◦ 1.6.1), ÏÎÉ ÂÉÅËÔÉ×ÎÙ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, |Dn| = n · |C1|. úÁÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ,ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ Õ�Ò. 2.4 ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á Ä×ÉÖÅÎÉÑ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË × ÓÅÂÑ É ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÎÁÍÅÓÔÅ ×ÅÒÛÉÎÕ 1: ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ (ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ1 É ÓÍÅÖÎÙÍÉ Ó ÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ 2 É n) É ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ 1 É�ÅÎÔÒ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ (�ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ×ÅÒÛÉÎÙ 2 É n ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ). éÔÁË, |C1| = 2 É |Dn| = 2n.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.6. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÔÁÂÌÉ�Ù ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÇÒÕ�� D3, D4 É D5.2.1.5.ðÒÉÍÅÒ: �ÏÌÎÁÑ É ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Ù �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. óÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ�ÏÍÉÍÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 4 · 2 = 8 �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ÕÇÌÙ ±120◦ ×ÏËÒÕÇ �ÒÑÍÙÈ,�ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ É �ÅÎÔÒ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ ÇÒÁÎÉ, Á ÔÁËÖÅ 3 �Ï×ÏÒÏÔÁ ÎÁ 180◦ ×ÏËÒÕÇ �ÒÑ-ÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ Ò£ÂÅÒ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄5). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÌÀÂÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ × ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ. ÷ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Å, �Ï-ÍÉÍÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ �Ï×ÏÒÏÔÏ×, ÉÍÅÅÔÓÑ 6 ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ × �ÌÏÓËÏÓÔÑÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÒÅÂÒÏ É ÓÅÒÅÄÉÎÕ�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÇÏ Ë ÎÅÍÕ ÒÅÂÒÁ. ëÁËÉÅ ÅÝ£ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÅÓÔØ × ÇÒÕ��Å ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ?äÌÑ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ �ÏÄÓÞÉÔÁÅÍ, ÓËÏÌØËÏ ×ÓÅÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔÓÑ × ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ É ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÏÊ ÇÒÕ��ÁÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙ ÞÉÓÌÁÍÉ 1, 2, 3, 4 É ÒÁÚÏÂØÅÍ ×ÓÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÉÚ (ËÁË ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÏÊ, ÔÁË É ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ) ÇÒÕ��Ù ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÎÁ 4 ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÁ C1; C2; C3; C4, ÏÔÎÅÓÑ × ËÌÁÓÓCi ÔÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ ×ÅÒÛÉÎÕ 1 × ×ÅÒÛÉÎÕ i. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅg, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ×ÅÒÛÉÎÕ 1 × ×ÅÒÛÉÎÕ i, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË É × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
 : ó1 h 7→g◦h

- Ci É 
′ : Ci f 7→g−1◦f
- C1 ; (2-3)



§ 2. çÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. 13ÕÍÎÏÖÁÀÝÉÅ ×ÓÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ C1 ÎÁ g, Á ×ÓÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ Ci | ÎÁ g−1.
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òÉÓ. 2⋄5. ðÌÏÓËÏÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ �34É ÏÓØ �Ï×ÏÒÏÔÁ ÎÁ 180◦(ÒÁ×ÎÏÇÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ �12�34).

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 
 É 
′ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÂÉÅË�ÉÑÍÉ ÍÅÖÄÕ C1 É Ci.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ËÌÁÓÓÙ Ci ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÞÉ-ÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É �ÏÒÑÄÏË ÇÒÕ��Ù ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÒÁ×ÅÎ 4 · |C1|.þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ |C1|, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅÎÁ ÍÅÓÔÅ ×ÅÒÛÉÎÕ 1, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏ-ÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÇÒÕ��ÏÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ 234, �Ï-ÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒ£È ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ | ÔÏ-ÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É Ä×ÕÈ �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ±120◦ ×Ï-ËÒÕÇ ÏÓÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÕ 1 Ó �ÅÎÔÒÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-ËÁ 234, Á ÔÁËÖÅ ÔÒ£È ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ | ÏÔÒÁÖÅ-ÎÉÊ × �ÌÏÓËÏÓÔÑÈ1, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ 1 É ÍÅÄÉÁ-ÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ 234. üÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÊ ×ÅÒÓÉÉÕ�Ò. 2.4:õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ Ä×É-ÖÅÎÉÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙÏÎÉ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÌÉ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØÔÅÔÒÁÜÄÒÁ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ3 · 4 = 12 Ä×ÉÖÅÎÉÊ, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÅÔÓÑ Ä×ÅÎÁ-Ä�ÁÔØÀ Ï�ÉÓÁÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ �Ï×ÏÒÏÔÁÍÉ. ðÏÌÎÁÑ ÖÅ ÇÒÕ��ÁÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 4 · 6 = 24 Ä×ÉÖÅÎÉÊ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ËÒÏÍÅÛÅÓÔÉ Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÝ£ 6 ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ. þÔÏ ÜÔÏ ÚÁ Ä×ÉÖÅÎÉÑ?äÌÑ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅ �ÏÌÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ
S4, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ Ä×ÉÖÅÎÉÀ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÍÕÀ ÉÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ×ÅÒÛÉÎ, ËÁË× n◦ 2.1.4 (ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ Õ�Ò. 2.8). ðÏÓËÏÌØËÕ |S4| = 24, ÜÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �ij ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕÒÅÂÒÁ [i; j℄ É �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÅ ÒÅÂÒÏ. ûÅÓÔÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍ �ij × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å S4 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÉ ÂÕË× i É j. ðÏ×ÏÒÏÔÁÍ ÎÁ ±120◦, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÍ ÓÏÂÏÀ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ �ij�jkÓ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ i; j; k, ÏÔ×ÅÞÁÀÔ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÔÒ£È ÂÕË× i; j; k. �Ò£Í ×ÒÁÝÅÎÉÑÍÎÁ ±180◦ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÅÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÓÅÒÅÄÉÎÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ Ò£ÂÅÒ, ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÉ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÁÒ ÂÕË×:�12 �34 : 1 2 3 4 7−→ 2 1 4 3�13 �24 : 1 2 3 4 7−→ 3 4 1 2�14 �23 : 1 2 3 4 7−→ 4 3 2 1 ,÷ ÉÔÏÇÅ �ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅ� ÛÅÓÔØ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÄÏÌÖÎÙ ÏÔ×ÅÞÁÔØ ÛÅÓÔÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ �É-ËÌÉÞÅÓËÉÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ ×ÅÒÛÉÎ:1→ 2→ 3→ 4→ 1 2→ 3→ 1→ 4→ 2 3→ 1→ 2→ 4→ 32→ 1→ 3→ 4→ 2 1→ 3→ 2→ 4→ 1 3→ 2→ 1→ 4→ 3É ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �Ï×ÏÒÏÔÁÍÉ ÎÁ ±90◦ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉ-ÎÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ Ò£ÂÅÒ Ó �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁÉ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ �Ï×ÏÒÏÔÁ:�12�23�34 : 1 2 3 4 7−→ 4 1 2 3 �34�23�12 : 1 2 3 4 7−→ 2 3 4 1�13�23�24 : 1 2 3 4 7−→ 4 3 1 2 �24�23�13 : 1 2 3 4 7−→ 3 4 2 3�14�24�23 : 1 2 3 4 7−→ 3 4 2 1 �23�24�14 : 1 2 3 4 7−→ 4 3 1 2 .(ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÉÚ �ÒÁ×ÏÊ ËÏÌÏÎËÉ ÏÂÒÁÔÎÙ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ ÉÚ ÌÅ×ÏÊ).2.1.6.ðÒÉÍÅÒ: �ÏÌÎÁÑ É ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Ù ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ. óÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄6)ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 6 · 4 = 24 �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ÕÇÌÙ 2�k=5 (ÇÄÅ k = 1; 2; 3; 4) ×ÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒÙ�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, 10·2 = 20 �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ÕÇÌÙ ±2�=3 ×ÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, 15 �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ 180◦ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ �ÒÏÔÉ×Ï�Ï-ÌÏÖÎÙÈ Ò£ÂÅÒ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, É ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.1× �ÒÉÍÅÒÅ (n◦ 2.1.4) ÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÌÉ ÏÓÅ×ÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ



14 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.÷ �ÏÌÎÏÊ ÇÒÕ��Å ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ �ÏÍÉÍÏ ÜÔÉÈ 60 Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÉÈ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ Ó �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ

òÉÓ. 2⋄6. äÏÄÅËÁÜÄÒ.

ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÅÎÔÒÁ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ. õÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ×ÇÒÕ��Å ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÎÅÔ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉ× �ÏÒÑÄÏË ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù ÔÅÍ ÖÅ ÍÅÔÏÄÏÍ, ÞÔÏ É × �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ Ä×ÕÈ�ÒÉÍÅÒÁÈ. äÌÑ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÙ ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ ÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÎÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÁÇÒÁÎÉ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ 12 É ÒÁÚÏÂØ£Í ÇÒÕ��Õ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÎÁ12 ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÏ× Ci, ÏÔÎÅÓÑ × ËÌÁÓÓ Ci ×ÓÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ,�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÅ �ÅÒ×ÕÀ ÇÒÁÎØ × i-ÔÕÀ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.9. õÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ ËÌÁÓÓÁÍÉ Ci É C1.ëÌÁÓÓ C1, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ × ÓÅÂÑ �ÅÒ×ÕÀ ÇÒÁÎØ, ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÄÉ-ÜÄÒÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ D5. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÑÔÉ �Ï×ÏÒÏÔÁÍ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÕÄÕÔÏÔ×ÅÞÁÔØ �Ï×ÏÒÏÔÙ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, ×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ�ÅÒ×ÏÊ É �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ Ë ÎÅÊ ÇÒÁÎÉ, Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÍ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉ-ËÁ | ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÏÔÒÁÖÅ-ÎÉÑÍÉ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ × �ÑÔÉ �ÌÏÓËÏÓÔÑÈ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ �ÅÒ×ÏÊ ÇÒÁÎÉÉ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ �ÅÒ×ÏÊ ÇÒÁÎÉ É ÓÅÒÅÄÉÎÕ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖ-ÎÏÇÏ ÅÊ ÒÅÂÒÁ �ÅÒ×ÏÊ ÇÒÁÎÉ. éÔÏÇÏ, × ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Å ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁÉÍÅÅÔÓÑ 12 ·5 = 60 Ä×ÉÖÅÎÉÊ, Á × ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ 12 ·10 = 60 Ä×ÉÖÅÎÉÊ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.10. åÝ£ ÒÁÚ �ÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ ÞÉÓÌÏ Ä×ÉÖÅÎÉÊ × ÇÒÕ��ÁÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ É ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ×ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÔÉÈ ÇÒÕ�� ÎÁ Ò£ÂÒÁ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.11. ðÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ �ÏÌÎÙÅ ÇÒÕ��Ù ËÕÂÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄7) É ÏËÔÁÜÄÒÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄8) ÓÏÓÔÏÑÔÉÚ 48 Ä×ÉÖÅÎÉÊ, Á ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ | ÉÚ 24.

òÉÓ. 2⋄7. ëÕÂ. òÉÓ. 2⋄8. ïËÔÁÜÄÒ. òÉÓ. 2⋄9. éËÏÓÁÜÄÒ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.12. ðÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ �ÏÌÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÉËÏÓÁÜÄÒÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄9) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 120 Ä×ÉÖÅÎÉÊ, ÁÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ | ÉÚ 60.2.2.óÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ×ÙÛÅ ÄÌÑ �ÏÄÓÞ£ÔÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ × ÇÒÕ��ÁÈ ÆÉÇÕÒ �ÕÔ£Í ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÇÒÕ�� ÎÁ ËÌÁÓÓÙ, ÎÏÓÉÔ ÏÞÅÎØ ÏÂÝÉÊ ÈÁ-ÒÁËÔÅÒ É ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ × ÇÒÕ��Å G ÉÍÅÅÔÓÑ �ÏÄÇÒÕ��Á1H ⊂ G. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ g ∈ G ÎÁÚÏ×£Í ÌÅ×ÙÍ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ �ÏÄÇÒÕ��Ù H, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÕ g, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ gH def= {gh | h ∈ H} ; (2-4)�ÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ h ∈ H ÓÌÅ×Á ÎÁ g. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÔÁËÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ × �ÏÄÇÒÕ��Å H, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑH h 7→g◦h
-

� f 7→g−1◦f gH1Ô. Å. �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÅ ÇÒÕ��Õ; × �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ ÜÔÏ ÂÙÌÁ �ÏÄÇÒÕ��Á C1, ÓÏÓÔÏÑ×ÛÁÑÉÚ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ × ÓÅÂÑ ×ÅÒÛÉÎÕ ÉÌÉ ÇÒÁÎØ, �ÏÍÅÞÅÎÎÕÀ ÎÁÍÉ ÞÉÓÌÏÍ 1



§ 2. çÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. 15ÚÁÄÁÀÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÂÉÅË�ÉÉ ÍÅÖÄÕ gH É H, ËÁË × (2-2, 2-3). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÀÂÙÅ Ä×ÁÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ g1H É g2H ÌÉÂÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ág1h1 = g2h2 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÞÔÏ g1 = g2h2h−11 , Á ÚÎÁÞÉÔ, g1H = g2h2h−11 H ⊂ g2H. ðÏ ÔÅÍ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÁÍg2 = g1h1h−12 É g2H = g1h1h−12 H ⊂ g1H.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.13. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× g1, g2 Ë ÏÄÎÏÍÕ ÓÍÅÖÎÏÍÕËÌÁÓÓÕ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ: Á) g−12 g1 ∈ H Â) g−11 g2 ∈ H É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÇÒÕ��Å G × ÓÍÙÓÌÅ n◦ 1.4.3 (ÜÔÏ ÄÁ£Ô ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅÄ×Á ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÙ ÌÉÂÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ).éÔÁË, ÅÓÌÉ × ÇÒÕ��Å G ÚÁÄÁÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á H, ÔÏ ÇÒÕ��Á G ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ × ÄÉÚß-ÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÌÅ×ÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× (2-4), ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚÔÏÇÏ ÖÅ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÞÔÏ É �ÏÄÇÒÕ��Á H. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÅ×ÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× �ÏÄÇÒÕ��ÙH × ÇÒÕ��Å G ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ G=H, Á ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ[G : H℄ = |G=H| É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ �ÏÄÇÒÕ��Ù H. íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ,ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ Ï ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ :2.2.1.�åïòåíá (J. L. LAGRANGE). þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÌÀÂÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Å H �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏ-ÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G ÄÅÌÉÔ ÎÁ�ÅÌÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÇÒÕ��Å G, É ÞÁÓÔÎÏÅ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× G �Ï H , Ô. Å. [G : H℄ = |G| : |H| . �2.2.2.ðÒÉÍÅÒ: ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ × ÇÒÕ��Å �Ï×ÏÒÏÔÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ÇÒÕ��Å Ä×ÅÎÁÄ�ÁÔÉ �Ï×ÏÒÏÔÏ× G =
τττ333

τ2

τ1

τττ000

τ11

τ10

τττ999

τ8

τ7

τττ666

τ5

τ4

òÉÓ. 2⋄10. óÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ�ÏÄÇÒÕ��Ù �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ÕÇÌÙ�k=2 × ÇÒÕ��Å ���12.

���12 ÉÚ �ÒÉÍÅÒÁ (n◦ 2.1.2) �ÏÄÇÒÕ��Õ H ⊂ G, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÕÀ ÞÅÔÙÒØÍÑ �Ï×ÏÒÏÔÁÍÉ ÎÁ ÕÇÌÙ, ËÒÁÔÎÙÅ �=2.åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ 2�k=12 ÞÅÒÅÚ �k (ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄10), ÔÏ �ÏÄÇÒÕ��Á H ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÉÚ�Ï×ÏÒÏÔÏ× �0, �3, �6 É �9. ÷ÓÑ ÇÒÕ��Á G ÒÁÓ�ÁÄ£ÔÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÔÒ£È ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×H = �0H = �3H = �6H = �9H = {�0; �3; �6; �9}�1H = �4H = �7H = �10H = {�1; �4; �7; �10}�2H = �5H = �8H = �11H = {�2; �5; �8; �11} ;�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 2⋄10 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÏÞËÏÊ,ÚÁÓÅÞËÏÊ É Ä×ÕÍÑ ÚÁÓÅÞËÁÍÉ. ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÓÍÅÖ-ÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �Ï ÒÁÚÎÏÍÕ ÚÁ�ÉÓÁÎ × ×ÉÄÅ gH | × ËÁÞÅÓÔ×Å g ×ÜÔÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g′ ∈ gH.÷ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÏÄÇÒÕ��Á H ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ �Ï×ÏÒÏÔÏ×,ËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ × ÓÅÂÑ ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÒ£È Ë×ÁÄÒÁÔÏ× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÄÅÌÅÎÉÑÈÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÏÇÏ ÎÁ ÒÉÓ. 2⋄10 �ÉÆÅÒÂÌÁÔÁ (Á ÉÍÅÎÎÏ Ó�ÌÏÛÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ),Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ �Ï×ÏÒÏÔÏ×, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ ÜÔÏÔË×ÁÄÒÁÔ × Ä×Á ÄÒÕÇÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.14. ÷ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Å G ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ �ÑÔÉ �ÌÁÔÏÎÏ×ÙÈ ÔÅÌ Ï�ÉÛÉÔÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ�ÏÄÇÒÕ��Ù H ⊂ G, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ×ÓÅÈ �Ï×ÏÒÏÔÏ× ×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ ÔÅÌÁ ÉÁ) ×ÅÒÛÉÎÕ 1; Â) �ÅÎÔÒ ÇÒÁÎÉ 1; ×) ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÒÅÂÒÁ 1.2.2.3.ðÒÁ×ÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÌÅ×ÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× (2-4) ÍÙ ÍÏÇÌÉÂÙ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÕÓ�ÅÈÏÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÒÁ×ÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙHg def= {hg | h ∈ H} : (2-5)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.15. ðÏ×ÔÏÒÉÔÅ ÄÌÑ �ÒÁ×ÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ×ÓÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, Ô. Å. �ÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÎÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÒÁ×ÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÕ �ÏÄÇÒÕ��Ù H) É ÌÀÂÙÅÄ×Á ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ ÉÌÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÉÌÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÒÅÛÉÔÅ��ÒÁ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÀÀ� ×ÅÒÓÉÀ Õ�Ò. 2.13.íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÁ×ÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× �ÏÄÇÒÕ��Ù H × ÇÒÕ��Å G ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ H\G. ÷ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÌÅ×ÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× (2-4)ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ �ÒÁ×ÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× (2-5):
|H\G| = [G : H℄ = |G|=|H| = |G=H| :



§3.ïÒÂÉÔÙ.3.1.ïÒÂÉÔÙ. ïÒÂÉÔÏÊ G(x) ÔÏÞËÉ x ∈ X ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ G ⊂ Aut (X)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÔÏÞËÉ x, �ÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÎÅÊ ×ÓÅ×ÏÚ-ÍÏÖÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÚ ÇÒÕ��Ù G:G(x) def= {g(x) | g ∈ G} :ïÒÂÉÔÙ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË x1; x2 ∈ X ÉÌÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÉÌÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,ÅÓÌÉ g1(x1) = g2(x2) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ g1; g2 ∈ G, ÔÏ x1 = g−11 g2(x2), É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, G(x1) ⊂ G(x2).÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ g−12 g1(x1) = x2, É �ÏÜÔÏÍÕ G(x2) ⊂ G(x1). íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ3.1.1.ðòåäìïöåîéå. ÷ÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÏÒÂÉÔ ÌÀÂÏÊ ÇÒÕ��Ù G ⊂ Aut (X). �3.1.2.äÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔ. òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÎÁ ÏÒÂÉÔÙ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÎÅ ÔÁË ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ËÁËÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù ÎÁ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ, É ÒÁÚÎÙÅ ÏÒÂÉÔÙ ÍÏÇÕÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÒÁÚÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË.ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË × ÏÒÂÉÔÅ (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÏÊ ÜÔÏÊ ÏÒÂÉÔÙ.þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÄÌÉÎÕ ÏÒÂÉÔÙ G(x) �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ g ∈ G, ËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ ÔÏÞËÕ x × ÓÅÂÑ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ × ÇÒÕ��Å G �ÏÄÇÒÕ��Õ. üÔÁ�ÏÄÇÒÕ��Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÉ x É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑStab(x) def= {h ∈ G | h(x) = x} :ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÅ ÔÏÞËÕ x × ÔÏÞËÕ y = g(x) ÔÏÊ ÖÅ ÏÒÂÉÔÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÅ×ÙÊ ÓÍÅÖÎÙÊËÌÁÓÓ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ:
{f ∈ G | f(x) = g(x)} = g · Stab(x) :÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ h(x) = x, ÔÏ gh(x) = g(x), É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ f(x) = g(x), ÔÏ f ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ× ×ÉÄÅ g · g−1 · f = g(g−1 · f), ÇÄÅ g−1f ∈ Stab(x), �ÏÓËÏÌØËÕ g−1f(x) = g−1g(x) = x.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ g(x) ↔ g · Stab(x) ÚÁÄÁ£Ô ÂÉÅË�ÉÀÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÒÂÉÔÙ G(x) É ÓÍÅÖÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ �ÏÄÇÒÕ��Ù Stab(x).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÉÎÁ ÏÒÂÉÔÙ G(x) ÔÏÞËÉ x ∈ X ÒÁ×ÎÁ ÉÎÄÅËÓÕ [G : Stab(x)℄ Å£ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ.éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ (n◦ 2.2.1) ×ÙÔÅËÁÅÔ:3.1.3.óìåäó�÷éå (æïòíõìá äìñ äìéîù ïòâé�ù). |G(x)| = |G| : |Stab(x)| . �3.1.4.ðÒÉÍÅÒ: ÅÝ£ ÒÁÚ Ï �ÏÒÑÄËÁÈ ÇÒÕ�� �ÌÁÔÏÎÏ×ÙÈ ÔÅÌ. îÁÛÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÏÒÑÄËÏ× ÇÒÕ�� �ÑÔÉ�ÌÁÔÏÎÏ×ÙÈ ÔÅÌ, Á ÔÁËÖÅ �ÏÒÑÄËÁ ÏÂÝÅÊ ÇÒÕ��Ù ÄÉÜÄÒÁ Dn (ÓÍ. �ÒÉÍÅÒÙ (n◦ 2.1.4){(n◦ 2.1.6), ÂÙÌÏ ×ÓÕÝÎÏÓÔÉ ÎÉ ÞÅÍ ÉÎÙÍ, ËÁË �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔÙ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÌÁ-ÔÏÎÏ×Á ÔÅÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÎÕ ÏÒÂÉÔÕ ÇÒÕ��Ù G ÜÔÏÇÏ ÔÅÌÁ, É ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ Stab(×1) ×ÅÒÛÉÎÙ 1 | ÜÔÏ ×ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á×ÛÉÊÓÑ ÎÁÍÉ ËÌÁÓÓ C1, ÏÔËÕÄÁ |G| = |Stab(×1)| · (ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ). ó ÔÅÍ ÖÅ ÕÓ�Å-ÈÏÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÏÞËÉ x, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÏÒÂÉÔÁ, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ×ÚÑÔØ ÎÅ ×ÅÒÛÉÎÕ, Á �ÅÎÔÒËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÇÒÁÎÉ, ÓËÁÖÅÍ, �ÅÎÔÒ Ç1 �ÅÒ×ÏÊ ÇÒÁÎÉ. �ÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ �ÏÒÑÄÏË ÇÒÕ��Ù ËÁË

|G| = |Stab(Ç1)| · (ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÎÅÊ). ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÙ G(×1) É G(Ç1) ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÕÀ ÄÌÉÎÕ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.2. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ �ÑÔÉ �ÌÁÔÏÎÏ×ÙÈ ÔÅÌ ÎÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÜÔÏÇÏ ÔÅÌÁ�ÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÎÁ ÎÉÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ É ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÔÅÌÁ. åÓÔØ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÏÒÂÉÔ ÔÁËÉÅ, ÄÌÉÎÁËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ �ÏÒÑÄËÕ ÇÒÕ��Ù? åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÇÄÅ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÔÏÞËÉ?3.1.5.ðÒÉÍÅÒ: ÄÒÕÇÏÊ ×Ù×ÏÄ Ñ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÍÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔÙ (n◦ 3.1.3) ÄÌÑ �ÏÄÓÞ£ÔÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ ÂÕË×Ù× ÓÌÏ×Å w = a1; a1; : : : ; a1︸ ︷︷ ︸m1 ÂÕË× a1 ; a2; a2; : : : ; a2︸ ︷︷ ︸m2 ÂÕË× a2 ; : : : : : : : : : ; ak; ak; : : : ; ak︸ ︷︷ ︸mk ÂÕË× ak ; (3-1)ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ n = m1 +m2 + · · · +mk ÂÕË×. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á Sn ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ n-ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÂÕË×. éÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÁ ÏÒÂÉÔÙ Sn(w) ÓÌÏ×Á (3-1)16



§ 3. ïÒÂÉÔÙ. 17ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ. óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ Stab(w) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈÂÕË× ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ É ÉÍÅÅÔ �ÏÒÑÄÏË |Stab(w)| = m1! ·m2! · · · · ·mk!. ðÏÜÔÏÍÕ
|Sn(w)| = |Sn|=|Stab(w)| = (m1 +m2 + · · · +mk)!m1! ·m2! · · · · ·mk! :3.1.6.ðÒÉÍÅÒ: ÒÁÓËÌÁÄËÉ ÓÏÌÏÍÉÎÏË �Ï ÓÔÁËÁÎÁÍ. ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ, ÓËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏ-ÖÉÔØ �ÑÔØ ÒÁÚÎÏ�×ÅÔÎÙÈ ÓÏÌÏÍÉÎÏË �Ï ÔÒ£Í ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ÓÔÁËÁÎÁÍ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ×ÓÅ �ÑÔØÓÏÌÏÍÉÎÏË, ÎÏ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÓÔÁËÁÎÏ× ÏÓÔÁ×ÁÌÉÓØ �ÕÓÔÙÍÉ. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �×ÅÔÁÓÏÌÏÍÉÎÏË �ÉÆÒÁÍÉ 1 , 2 , 3 , 4 , 5. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÒÁÓËÌÁÄÏË ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á S5,�ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÓÏÌÏÍÉÎËÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ. üÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÏÌÏÍÉÎÏË, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈ-ÓÑ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÔÁËÁÎÏ×, É ÅÇÏ ÏÒÂÉÔÙ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ ÓÏÌÏÍÉÎÏË �Ï ÓÔÁËÁÎÁÍ. �ÁËÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÄÏÂÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÄÉÁ-ÇÒÁÍÍÏÊ àÎÇÁ | ÓÏÌÏÍÉÎËÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÓÔÁËÁÎÅ, ÒÉÓÕÀÔÓÑ �ÏÌÏÓËÏÊ ÉÚ ËÌÅÔÏË (ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏËÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÓÏÌÏÍÉÎÏË), É ÜÔÉ �ÏÌÏÓËÉ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ �ÏÄ ÄÒÕÇÏÍ × �ÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÁÓÏÌÏÍÉÎÏË. ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ 5 ÔÁËÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ1: ;Ô. Å. ÇÒÕ��Á S5 ÉÍÅÅÔ 5 ÏÒÂÉÔ, É ËÁÖÄÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÊ ËÌÅÔÏË ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �ÉÆÒÁÍÉ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 (ËÁÖÄÁÑ �ÉÆÒÁ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ).óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÒÁÓËÌÁÄËÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÔÏÍÕ ÉÌÉ ÉÎÏÍÕ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÀ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ�ÉÆÒÁÍÉ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË �ÉÆÒ, ÓÔÏÑÝÉÈ × ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ (Ô. Å. ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ �Å-ÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÓÏÌÏÍÉÎÏË ×ÎÕÔÒÉ ÏÄÎÏÇÏ ÓÔÁËÁÎÁ), Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÓÔÒÏËÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ (Ô. Å. �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÓÔÁËÁÎÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏÌÏÍÉÎÏË).þÉÔÁÔÅÌÀ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ

∣∣ Stab ( 1 2 3 4 5 ) ∣∣ = 5! = 120 ∣∣∣∣ Stab( 1 2 3 45 ) ∣∣∣∣ = 4! = 24 · 1!
∣∣∣∣ Stab( 1 2 34 5 ) ∣∣∣∣ = 3! · 2! = 12 ∣∣∣∣∣∣

Stab


1 2 345 


∣∣∣∣∣∣
= 3! · 1! · 1! · 2! = 12

∣∣∣∣∣∣
Stab


1 23 45 



∣∣∣∣∣∣
= 2! · 2! · 1! · 2! = 8 ;É ÄÌÉÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÒÂÉÔ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÒÁ×ÎÙ

∣∣ S5 ( 1 2 3 4 5 ) ∣∣ = 120120 = 1 ∣∣∣∣ S5 ( 1 2 3 45 ) ∣∣∣∣ = 12024 = 5
∣∣∣∣ S5 ( 1 2 34 5 ) ∣∣∣∣ = 12012 = 10 ∣∣∣∣∣∣

S5 


1 2 345 


∣∣∣∣∣∣
= 12012 = 10

∣∣∣∣∣∣
S5 


1 23 45 



∣∣∣∣∣∣
= 1208 = 15 :éÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ 41 Ó�ÏÓÏÂ ÒÁÓËÌÁÄËÉ �ÑÔÉ ÒÁÚÎÙÈ ÓÏÌÏÍÉÎÏË �Ï ÔÒ£Í ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ÓÔÁËÁÎÁÍ.3.2.ãÉËÌÏ×ÏÊ ÔÉ� �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ. ðÕÓÔØ X = {1; 2; : : : ; n} É g ∈ Sn = Aut (X) | ËÁËÁÑ-ÔÏ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ. ðÒÉÍÅÎÑÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ g Ë �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ x ∈ X, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË x g7−→ g(x) g7−→ g2(x) g7−→ g3(x) g7−→ · · · :1ÎÁ �ÅÒ×ÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ×ÓÅ ÓÏÌÏÍÉÎËÉ �Ï�ÁÌÉ × ÏÄÉÎ ÓÔÁËÁÎ; ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ: ÞÅÔÙÒÅ | × ÏÄÉÎ, É ÅÝ£ ÏÄÎÁ | × ÄÒÕÇÏÊ,ÎÁ ÔÒÅÔØÅÊ: ÔÒÉ | × ÏÄÉÎ, Ä×Å | × ÄÒÕÇÏÊ; ÎÁ ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ: ÔÒÉ | × ÏÄÉÎ, É ÅÝ£ �Ï ÏÄÎÏÊ | × Ä×Á ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑÓÔÁËÁÎÁ; ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ: �Ï Ä×Å | × Ä×Á ÓÔÁËÁÎÁ, É ÏÄÎÁ | × ÔÒÅÔÉÊ



18 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.÷ ÓÉÌÕ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÄÕÔ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, É�ÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ, ÓÁÍÙÍ �ÅÒ×ÙÍ ÉÚ �Ï×ÔÏÒÉ×ÛÉÈÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÂÕÄÅÔ ÓÔÁÒÔÏ-×ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ1 x : x 7−→ g(x) 7−→ g2(x) 7−→ · · · 7−→ gk−1(x) 7−→ x = gk(x) : (3-2)âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ G ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÔÁËÉÈ �ÉËÌÁ (ÎÁÞÉÎÁÀ-ÝÉÅÓÑ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞÅË x É y) ÌÉÂÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÒÁÓ�ÁÄ£ÔÓÑ × ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÉËÌÏ× ×ÉÄÁ (3-2).üÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÉÎÁÞÅ Ï�ÉÓÁÔØ ËÁË ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÎÁ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÒÂÉÔÙÇÒÕ��Ù, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ g É ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÎÅÊ. üÔÁ ÇÒÕ��ÁÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ g É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
〈g〉 def= { : : : ; g−2; g−1; Id; g; g2; : : : } ; ÇÄÅ g−k def= g−1g−1 · · · g−1

︸ ︷︷ ︸k ÒÁÚ �ÒÉ k ∈ N : (3-3)îÁ�ÒÉÍÅÒ2, g = (6; 5; 4; 1; 8; 3; 9; 2; 7) ∈ S9 ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {1; 2; : : : ; 9} ÎÁ ÔÒÉ �ÉËÌÁ:1 g7−→ 6 g7−→ 3 g7−→ 4 g7−→ 12 g7−→ 5 g7−→ 8 g7−→ 27 g7−→ 9 g7−→ 7 ; (3-4)�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÓÏÂÏÀ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù (3-3), ËÏÔÏÒÁÑ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 12�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ g = (6; 5; 4; 1; 8; 3; 9; 2; 7) = g−11g2 = (3; 8; 1; 6; 2; 4; 7; 8; 9) = g−10g3 = (4; 2; 6; 3; 5; 1; 9; 2; 7) = g−9g4 = (1; 5; 3; 4; 8; 6; 7; 5; 9) = g−8g5 = (6; 8; 4; 1; 2; 3; 9; 2; 7) = g−7g6 = (3; 2; 1; 6; 5; 4; 7; 8; 9) = g−6g7 = (4; 5; 6; 3; 8; 1; 9; 5; 7) = g−5g8 = (1; 8; 3; 4; 2; 6; 7; 2; 9) = g−4g9 = (6; 2; 4; 1; 5; 3; 9; 8; 7) = g−3g10 = (3; 5; 1; 6; 8; 4; 7; 5; 9) = g−2g11 = (4; 8; 6; 3; 2; 1; 9; 2; 7) = g−1Id = g12 = (1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9)
(3-5)

(ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ �ÉËÌÙ (3-4) ÓÔÏÑÔ × �ÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ).âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ �Ï ËÒÕÇÕ ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ m �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×3 i1 7−→ i2 7−→ i3 7−→ · · · 7−→ im−1 7−→ im 7−→ i1 ; (3-6)Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ, �ÉËÌÏÍ ÄÌÉÎÙ m É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÁËÏÊ �ÉËÌ ÞÅÒÅÚ
〈i1; i2; : : : ; im〉 :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×Á �ÉËÌÁ 
1; 
2 ∈ Gn ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ (Ô. Å. ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ 
1
2 = 
2
1) ÒÏ×ÎÏ × Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÑÈ: ËÏÇÄÁ 
m1 = 
2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m ∈ N, ÉÌÉ ËÏÇÄÁÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÈ × ÎÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.1ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ: ÅÓÌÉ gm(x) = gk(x) �ÒÉ m > k, ÔÏ �ÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ g−k �ÏÌÕÞÉÍ gm−k(x) = x2ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ n◦ 1.3.13ÞÉÓÌÁ i1; i2; : : : ; im ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍÉ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÉÌÉ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ



§ 3. ïÒÂÉÔÙ. 19ãÉËÌÙ, �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ.éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ g ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ �ÉËÌÏ×, �ÒÉÞ£Í ÔÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÎÁ ÏÒÂÉÔÙ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ g.îÁÂÏÒ ÄÌÉÎ �ÉËÌÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÄÁÎÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Å£ �ÉËÌÏ×ÙÍÔÉ�ÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �(g). ãÉËÌÏ×ÏÊ ÔÉ� ÕÄÏÂÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ × ×ÉÄÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙàÎÇÁ | ×ÙÒÏ×ÎÅÎÎÏÇÏ �Ï ÌÅ×ÏÍÕ ËÒÁÀ ÎÁÂÏÒÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ËÌÅÔÞÁÔÙÈ �ÏÌÏÓÏË ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁ-ÀÝÅÊ Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ ÄÌÉÎÙ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÉÚÉÒÕÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ �ÉËÌ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ ×ÙÛÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁg = (6; 5; 4; 1; 8; 3; 9; 2; 7) = 〈1; 6; 3; 4〉〈2; 5; 8〉〈7; 9〉 = 1 6 3 42 5 87 9ÉÍÅÅÔ �ÉËÌÏ×ÏÊ ÔÉ� �(g) = . ÷ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÉÓÏ×ÁÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕàÎÇÁ, ÍÙÄÌÑ ÜËÏÎÏÍÉÉ ÂÕÍÁÇÉ ÉÎÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ �ÒÏÓÔÏ ×Ù�ÉÓÙ×ÁÔØ × ÓÔÒÏÞËÕ ÄÌÉÎÙ Å£ ÓÔÒÏË. �ÁË, ÚÁ�ÉÓØ�(g) = (�1; �2; : : : ; �m) ; ÇÄÅ �1 > �2 > · · · > �m > 0ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ g ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 6 m �ÉËÌÏ×, ÄÌÉÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÔØ �1; �2; : : : ; �m. îÁ-�ÒÉÍÅÒ, �(6; 5; 4; 1; 8; 3; 9; 2; 7) = (4; 3; 2)þÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ �, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Å£ ×ÅÓÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ |�|.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÉËÌÏ×ÙÅ ÔÉ�Ù �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÉÚ Sn ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ ×ÅÓÁ n.åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ Ó �ÉËÌÏ×ÙÍ ÔÉ�ÏÍ � = (1; 1; : : : ; 1) (ÏÎ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ-ÓÔÏÌÂ�ÏÍ ×ÙÓÏÔÙ n É ÛÉÒÉÎÙ 1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ Id. äÉÁÇÒÁÍÍÅ � = (n)(ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÄÌÉÎÙ n) ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÉËÌÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ,�ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X �Ï ËÒÕÇÕ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÏÒÑÄËÅ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.4. óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ × Sn ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÉËÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ?3.2.1.ðÒÉÍÅÒ: ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÉÚ Sn ÉÍÅÀÔ ÚÁÄÁÎÎÙÊ �ÉËÌÏ×ÏÊ ÔÉ� �? ðÕÓÔØ ÄÉÁ-ÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ � ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ m1 ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ 1, m2 ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ 2, . . . , mn ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ1 n. úÁ�ÏÌÎÉÍ Å£ËÌÅÔËÉ ÞÉÓÌÁÍÉ 1; 2; : : : ; n ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, É ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÅÍÓÔÒÏËÉ ËÁË ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ �ÉËÌÙ, ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï ÓÄ×ÉÇÁÀÝÉÅ ÓÔÏÑÝÉÅ × ÎÉÈ ÞÉÓÌÁ.óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á Sn ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ �ÉÆÒ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÔÁËÉÈ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÊ, Á ÚÎÁ-ÞÉÔ, É ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á �, �ÒÉÞ£Í ÌÀÂÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ�ÅÒÅ×ÅÄÅÎÁ ÜÔÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ × ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á �ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÎÕ ÏÒÂÉÔÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù Sn É ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏ ÄÌÉÎÅ ÜÔÏÊ ÏÒÂÉÔÙ.óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ËÏÎËÒÅÔÎÙÍ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ �ÞÉÓÌÁÍÉ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË �ÉËÌÏ× ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ËÁË ÅÄÉÎÏÇÏ�ÅÌÏÇÏ, Á ÔÁËÖÅ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË �ÉÆÒ ×ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÈ �ÉËÌÏ×. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÒÑÄÏËÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÆÏÒÍÙ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ É ÒÁ×ÅÎ
|Stab(�)| = 1m1 ·m1! · 2m2 ·m2! · · · · · nmn ·mn! = n∏�=1�m�m�! : (3-7)óÔÏÑÝÅÅ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ z�. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔÙ (n◦ 3.1.3)ÞÉÓÌÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, ÒÁÓ�ÁÄÁÀÝÉÈÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ m1 �ÉËÌÏ× ÄÌÉÎÙ 1, m2 �ÉËÌÏ× ÄÌÉÎÙ 2, . . . , mn�ÉËÌÏ× ÄÌÉÎÙ n (×ÓÅ �ÉËÌÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ) ÒÁ×ÎÏn!z� = n!1m1 ·m1! · 2m2 ·m2! · · · · · nmn ·mn! ;1ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ m1�1 +m2�2 + · · · +mn�n = n É ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ mi Ó ÎÅÉÚÂÅÖÎÏÓÔØÀ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÅ



20 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.ÇÄÅ m1�1 +m2�2 + · · · +mn�n = n . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ n!=z�, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ×ÓÅÇÄÁ �ÅÌÏÅ É
∑

|�|=n 1z� = 1(ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ×ÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ � ×ÅÓÁ n).3.3.ãÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕ��Ù É �ÏÒÑÄËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÇÒÕ��Õ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ G É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ g ∈ G. îÁÉÍÅÎØÛÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÇÒÕ��Ù G, ÓÏ-ÄÅÒÖÁÝÁÑ g, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ 〈g〉 É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ g. ïÎÁÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ1 gm �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ g. åÓÌÉ ×ÓÅ ÜÔÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ�Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ g ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË . åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÊ ×ÉÄÁ gm ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ, ÓËÁÖÅÍ, gm = gk ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ m > k, ÔÏ �ÒÉÍÅÎÑÑË ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ g−k, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ gm−k = Id. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ n ∈ N, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏgn = Id, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÒÑÄËÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g.üÌÅÍÅÎÔÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ��ÁÈ G. ÷ ËÏÎÅÞÎÏÊÇÒÕ��Å G ×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G Ó ÎÅÉÚÂÅÖÎÏÓÔØÀ ÉÍÅÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË n, É�ÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ ÉÍ �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á 〈g〉 ÓÏÓÔÏÉÔ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ n �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊId; g; g2; : : : ; gn−1 (3-8)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ �ÅÌÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ m × ×ÉÄÅ m = q · n + r, ÇÄÅ ÏÓÔÁÔÏËr ÚÁËÌÀÞ£Î × �ÒÅÄÅÌÁÈ 0 6 r 6 (n − 1), ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ gm = (gn)q gr = Idqgr = gr. ó ÄÒÕÇÏÊÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÓÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (3-8) �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á gr = gs Ó 0 6r < s < n �ÏÌÕÞÁÌÏÓØ ÂÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï gs−r = Id, × ËÏÔÏÒÏÍ 0 < (s − r) < n ×Ï�ÒÅËÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ�ÏÒÑÄËÁ n ÜÌÅÍÅÎÔÁ g. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÒÁ×ÅÎ �ÏÒÑÄËÕ�ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ÜÔÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ3.3.1.óìåäó�÷éå. ðÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÎÁ�ÅÌÏ ÄÅÌÉÔ �ÏÒÑÄÏË ÇÒÕ�-�Ù. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ g|G| = Id ∀ g∈G . �3.3.2.ðÒÉÍÅÒ: �ÏÒÑÄÏË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ g ∈ Sn �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á �(g) = (�1; �2; : : : ; �m) ÒÁ×ÅÎ
|〈g〉| = ÎÏË(�1; �2; : : : ; �m) ;Ô. Å. ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, ÎÁ�ÅÌÏ ÄÅÌÑÝÅÍÕÓÑ ÎÁ ÄÌÉÎÙ ×ÓÅÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÉËÌÏ×, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÓÏÓÔÏÉÔ g. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÒÑÄÏË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ

S12 ∋ (3; 12; 7; 9; 10; 4; 11; 1; 6; 2; 8; 5) = 〈1; 3; 7; 11; 8〉〈2; 12; 5; 10〉〈4; 9; 6〉ÒÁ×ÅÎ 5 · 4 · 3 = 60.3.3.3.ãÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕ��Ù. çÒÕ��Á G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ G = 〈g〉 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏg ∈ G. ðÒÉÍÅÒÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ��Á Tv �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÅÒÅÎÏÓÏ×(�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á) ÎÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÅÌÙÅ ËÒÁÔÎÙÅ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v. üÔÁ ÇÒÕ��ÁÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (ÓÄ×ÉÇÁ ÎÁ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ 0 = 0 · v) É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊÓÅÒÉÉ ÓÄ×ÉÇÏ× ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙ ±v, ±2v, ±3v, . . .ãÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ n| ÜÔÏ ÇÒÕ��Á �Ï×ÏÒÏÔÏ× ���n ÉÚ �ÒÉÍÅÒÏ× (n◦ 2.1.2) É (n◦ 2.2.2).ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ �ÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ �ÏÒÑÄËÁ n, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÕÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ g ÍÏÖÎÏ ÏÔÏ-ÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÇÒÕ��ÏÊ �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÅÒÅÈÏÄÉÌÉ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ |ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ gk × �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ 2�k=n. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ �ÉËÌÉÞÅ-ÓËÉÅ ÇÒÕ��Ù �ÏÒÑÄËÁ n �ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï�. �ÏÞÎÙÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍÎÉÖÅ × §4, Á ÓÅÊÞÁÓ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝ£ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÉÍÅÒÏ×.3.3.4.ðÒÉÍÅÒ: ×ÓÑËÁÑ ÇÒÕ��Á �ÒÏÓÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, �ÒÉÞ£Í × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÇÏÅ£ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ g ∈ G, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × ÜÔÏÍ1�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ g−m = `g−1´m �ÒÉ m ∈ N, Á g0 = Id



§ 3. ïÒÂÉÔÙ. 21ÓÌÕÞÁÅ |〈g〉| ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù É �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÄÏÌÖÅÎ ÎÁ�ÅÌÏ ÄÅÌÉÔØ |G|, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏÅÓÌÉ |〈g〉| = |G|, Ô. Å. 〈g〉 = G.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.5. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Á Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÁ D2 ?3.3.5.ðÒÉÍÅÒ: ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ. ïÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ g �ÏÒÑÄËÁ 2, Ô. Å. ÔÁËÉÅ ÞÔÏg 6= Id, ÎÏ g2 = Id, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑÍÉ. éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ | ÜÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÔÎÙ ÓÁÍÉ ÓÅÂÅ: g2 = Id ⇐⇒ g = g−1.÷ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å Sn �ÒÉÍÅÒÁÍÉ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 2 (ÉÌÉ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÉÉ),ÍÅÎÑÀÝÉÅ ÍÅÓÔÁÍÉ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ É ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ. úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ,ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ (ÍÎÏÇÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ) �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÁ × ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ) ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ.äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ g ∈ Sn ÂÙÌÁ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ × Å£ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ× ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÉËÌÏ× ÎÅ ÂÙÌÏ �ÉËÌÏ× ÄÌÉÎÙ > 3. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÉ × Sn | ÜÔÏ ×ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ-�ÉÉ Ä×ÕÈ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÊ.ðÏÄÓËÁÚËÁ: ÓÎÁÞÁÌÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ �ÉËÌ1òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÇÒÕ��Õ G É ÌÀÂÕÀ �ÁÒÕ ÎÅ ÒÁ×ÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÉÎ×ÏÌÀ-�ÉÊ g1; g2 ∈ G. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 〈g1; g2〉 �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÕÀ ÉÍÉ �ÏÄÇÒÕ��Õ2 É �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ 〈g1; g2〉 ÍÏÖÎÏ ÓÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÇÒÕ��ÏÊ ÄÉÜÄÒÁ Dn, ÇÄÅ n | ÜÔÏ �ÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ3 g1g2 × G.ðÏÄÇÒÕ��Á 〈g1; g2〉 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÞÅÒÅÄÕÀÝÉÈÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ g1g2g1g2 : : : É g2g1g2g1 : : : .äÏÍÎÏÖÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Id = (g1g2)n = g1g2g1g2 : : : g1g2︸ ︷︷ ︸n �ÁÒÓ�ÒÁ×Á ÎÁ g2 É �ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ g22 = Id, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ g2 = g1g2g1 · · · g1, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ�ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÌÀÂÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÉÄÁ g2g1g2g1 : : : × ×ÉÄÅ g1g2g1g2 : : : . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ×ÍÅÓÔÏÓÁÍÏÊ ÌÅ×ÏÊ ÂÕË×Ù g2 ÒÁ×ÎÏÅ ÅÊ ÓÌÏ×Ï g1g2g1 · · · g1 É �ÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ ×ÓÅ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÎÁ ÓÔÙËÅ Ä×ÕÈ ÓÌÏ×ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÂÏ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÏËÒÁÔÉÔÓÑ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï g2g1g2g1 : : : , ÞÔÏ ÓÒÁÚÕ�ÒÉ×ÅÄ£Ô ÎÁÓ Ë ÖÅÌÁÅÍÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ, ÌÉÂÏ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÏËÒÁÔÉÔÓÑ ×Ó£ �ÏÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï g1g2g1 · · · g1É ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÓÌÏ×Ï ×ÉÄÁ g2g1g2g1 : : : , ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ËÏÒÏÞÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ, É Ë ÎÅÍÕ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ. éÔÁË, ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù 〈g1; g2〉 ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ××ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ g1g2g1g2 : : : , ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (g1g2)n = Id ÍÏÖÎÏ ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÔØÄÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2n − 1 ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ÷ÓÅ ÔÁËÉÅ ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ Id. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ g1g2g1 : : : ÒÁ×ÎÑÌÏÓØId, ÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ × Î£Í ÂÙÌ ÂÙ ÒÁ×ÅÎ g1 (ÉÎÁÞÅ �ÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ g1g2 ÂÙÌ ÂÙ ÍÅÎØÛÅ n, É,ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á g1g2g1 · · · g1 = Id ÓÌÅ×Á É Ó�ÒÁ×Á ÎÁ g1, ÍÙ ÂÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÎÁ 2 ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÅÎØÛÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g2g1g2 : : : g2 = Id, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ Ó Ä×ÕÈ ÎÁ g2 É �ÏÌÕÞÉÔØ ÅÝ£ ÍÅÎØÛÅÅ ÎÁ2 ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï É Ô. Ä., �ÏËÁ ÎÅ �ÒÉÄ£Í ÌÉÂÏ Ë g1 = Id, ÌÉÂÏ Ë g2 = Id, ÞÔÏ ÎÅ ÔÁË.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.8.ðÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ 2n−1 �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ g1g2g1g2 : : : �Ï�ÁÒÎÏÒÁÚÌÉÞÎÙ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, 〈g1; g2〉 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É 2n− 1 �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ g1g2g1 : : : .óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑÍ g1 É g2 ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ �`1 É �`2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÏÓÅÊ `1 É `2n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ �ÒÉ Þ£ÔÎÏÍ n ÒÁ×ÅÎ �=n, Á �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ | 2�=n). ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ g1g2ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ �`1�`2 , ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ Õ�Ò. 1.12 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ ÏÔ `2 Ë `1 ÎÁ ÕÇÏÌ 2�=n�ÒÉ Þ£ÔÎÏÍ n, É ÎÁ ÕÇÏÌ 2 · (2�=n) �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÑ 2n − 1 �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ g1g2g1g2 : : : × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÍ-�ÏÚÉ�ÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÕÀ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ ÇÒÕ��ÏÊÄÉÜÄÒÁ Dn É ÇÒÕ��ÏÊ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑÍÉ g1 É g2.1ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ Ä×ÕÈ ÏÓÅ×ÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÅÒÅÓÅËÁÀ-ÝÉÈÓÑ �ÒÑÍÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ �ÒÑÍÙÈ ÎÁ ÕÄ×ÏÅÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ �ÒÑÍÙÍÉ,ÓÒ. Ó Õ�Ò. 1.122�ÏÄÇÒÕ��ÏÊ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ g1; g2; : : : ; gn ∈ G, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ �ÏÄÇÒÕ��ÁH ⊂ G, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ×ÓÅ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ; ÔÁËÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÊ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ giÉ ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë ÎÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ g−1i3ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ n > 2, �ÏÓËÏÌØËÕ g1 6= g2 = g−12



§4.áÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÇÒÕ��Ù É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.4.1.çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÒÕ��. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÕ�� G '
- H ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉÏÎÏ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ, Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊg1; g2 ∈ G1 × ÇÒÕ��Å G2 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ '(g1◦g2) = '(g1)◦'(g2). îÁÞÉÎÁÑ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÏ-ÍÅÎÔÁ ÔÅÒÍÉÎÙ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÇÒÕ��ÂÕÄÕÔ ÄÌÑ ÎÁÓ �Ï ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ ÏÚÎÁÞÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÎÉ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Aut (G) ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÉÅËÔÉ×ÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÏ× ÉÚ G × ÓÅÂÑ, Hom(G;H) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÉÚ G × H É Ô. Ä.åÓÌÉ ÖÅ ÍÙ ÚÁÈÏÔÉÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÙÅ, ÎÏ ÌÀÂÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÍÙ ÂÕ-ÄÅÍ �ÉÓÁÔØ Aut set(G), Homset(G;H), ÇÄÅ ÉÎÄÅËÓ set �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ × ÄÁÎÎÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÇÒÕ��ÙÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ �ÒÏÓÔÏ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÂÅÚ ÕÞ£ÔÁ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ.îÁÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ ÇÒÕ��ÁÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÇÒÕ��Ù ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ÄÒÕÇÓ ÄÒÕÇÏÍ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÔÁÂÌÉ�Ù ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍÉ �ÒÉÍÅÒÁÍÉ ÔÁËÉÈ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ × (n◦ 2.1.4), (n◦ 2.1.5) ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÓ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ S3 É �ÏÌÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ Ó S4, Á ÔÁËÖÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù Ó ÇÒÕ��ÏÊ ÓÄ×ÉÇÏ×, ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù | Ó ÇÒÕ��ÏÊ�Ï×ÏÒÏÔÏ× (n◦ 3.3.3), Á ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ Ä×ÕÍÑ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑÍÉ, | Ó ÇÒÕ��ÏÊ ÄÉÜÄÒÁ(n◦ 3.3.5). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝ£ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÉÍÅÒÏ× ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×.4.1.1.ðÒÉÍÅÒ: ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ËÕÂÁ Ó S4. óÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á ËÕÂÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 24
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4′òÉÓ. 4⋄1. ë ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÇÒÕ��Ù ËÕÂÁÎÁ 4 ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ (1, 2, 3, 4)É 3 �ÁÒÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ(�ÒÏÚÒÁÞÎÕÀ, Ó×ÅÔÌÕÀ, Ô£ÍÎÕÀ).

�Ï×ÏÒÏÔÏ× (ÓÍ. ÒÉÓ. 4⋄1) : ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ, 3 · 3 = 9 �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ÕÇÌÙ, ËÒÁÔÎÙÅ 90◦ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, �ÒÏ-ÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, 4 · 2 = 8�Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ÕÇÌÙ, ËÒÁÔÎÙÅ 120◦ ×ÏËÒÕÇ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ, ÓÏ-ÅÄÉÎÑÀÝÉÈ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, É 6 �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ180◦ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ �ÒÏÔÉ×Ï�Ï-ÌÏÖÎÙÈ Ò£ÂÅÒ. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈÄ×ÉÖÅÎÉÊ ÎÅÔ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��ÙËÕÂÁ ÎÁ ×ÏÓØÍÉ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,ÏÄÎÕ ÏÒÂÉÔÕ, É ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒ-ÂÉÔÙ (n◦ 3.1.3) .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.1. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ×ÅÒÛÉÎÙ× ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Å ËÕÂÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒ£È �Ï×ÏÒÏÔÏ×ÎÁ ÕÇÌÙ, ËÒÁÔÎÙÅ 120◦, ×ÏËÒÕÇ �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ×ÅÒÛÉÎÕ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËÕÂÁ.úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËÕÂÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ �ÒÏÔÉ-×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ (�ÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ÎÁ ÒÉÓ. 4⋄1 ÏÄÉÎÁËÏ-×ÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ �ÉÆÒÁÍÉ 1, 2, 3, 4 ÉÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ×ÒÁÝÅÎÉÀ ËÕÂÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÍÕÀ ÉÍ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ËÕÂÁ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀÇÒÕ��Õ S4. ïÎ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ 6 �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ±90◦ × 6 �ÉËÌÏ×ÄÌÉÎÙ 4 �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á , 8 �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ±120◦ | × 8 �ÉËÌÏ× ÄÌÉÎÙ 3 �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á , 3 �Ï×Ï-ÒÏÔÁ ÎÁ ±180◦ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, | × 3 �ÁÒÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á , Á 6 �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ 180◦ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ �ÒÏ-ÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ Ò£ÂÅÒ, | × 6 �ÒÏÓÔÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á . �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��ÁËÕÂÁ, ËÁË É �ÏÌÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å S4.4.1.2.ðÒÉÍÅÒ: Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ S4 -- S3. åÓÌÉ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ ×ÍÅÓÔÏ ÞÅÔÙÒ£È ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊËÕÂÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÒÉ �ÁÒÙ ÅÇÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ (ÎÁ ÒÉÓ. 4⋄1 | �ÒÏÚÒÁÞÎÕÀ, Ó×ÅÔÌÕÀ É Ô£ÍÎÀ)ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ | ÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ �ÅÎÔÒÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, ÔÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÑËÁÖÄÏÍÕ ×ÒÁÝÅÎÉÀ ËÕÂÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÍÕÀ ÉÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÜÔÉÈ �ÁÒ (ÓÏÏÔ×. ÏÔÒÅÚËÏ×) ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÇÏ-ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ËÕÂÁ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ S3, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ 6 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ïÎÜ�ÉÍÏÒÆÅÎ, �ÒÉÞ£Í �ÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÉÚ S3 ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È �Ï×ÏÒÏÔÏ× ËÕÂÁ:22



§ 4. áÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÇÒÕ��Ù É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. 23ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ É 3 �Ï×ÏÒÏÔÁ ÎÁ ±180◦ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒÙ �ÒÏÔÉ×Ï-�ÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, �ÅÒÅÊÄÕÔ × ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ , 8 �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ±120◦ ×ÏËÒÕÇ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ�ÅÒÅÊÄÕÔ × 2 �ÉËÌÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÉËÌÁ , Á 6 �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ 180◦ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ Ò£ÂÅÒ É 6 �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ±90◦ �ÅÒÅÊÄÕÔ × ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÉ .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ËÕÂÁ É 3 �Ï×ÏÒÏÔÁ ÎÁ ±180◦ ×ÏËÒÕÇÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ × ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Å ËÕÂÁ�ÏÄÇÒÕ��Õ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ÇÒÕ��Å ÄÉÜÄÒÁ-Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÁ D2, É ÞÔÏ �ÏÌÎÙÅ �ÒÏÏÂÒÁÚÙ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ S3 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ (n◦ 4.1.2) Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÁ | ÜÔÏ× ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ËÕÂÁ �Ï ÜÔÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Å.4.1.3.ðÒÉÍÅÒ: ÚÎÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ. ÷ ÜÔÏÍ �ÒÉÍÅÒÅ ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÎÁËÁsgn : Sn g 7→sgn(g)
-- {±1} ; (4-1)ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ g ∈ Sn Å£ ÚÎÁË sgn(g) = ±1 ÔÁË, ÞÔÏ

∀ g1; g2 ∈ Sn sgn(g1g2) = sgn(g1)sgn(g2) : (4-2)îÁ�ÏÍÎÉÍ (ÓÍ. (n◦ 3.3.5)), ÞÔÏ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ �ÉËÌ ÄÌÉÎÙ Ä×Á 〈i; j〉 ∈ Sn (ÍÅÎÑÀÝÉÊ ÍÅÓÔÁÍÉ i-ÔÙÊ É j-ÔÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ) ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× i É j. óÏÇÌÁÓÎÏ Õ�Ò. 3.6×ÓÑËÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÁ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ, �ÒÉÞ£Í ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏÍÎÏÇÉÍÉ ÒÁÚÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. îÁÍ ÂÙ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÚÁÄÁÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (4-1) ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍÉ sgn(Id) = 1 Ésgn(〈i; j〉) = −1 ∀ i 6= j, Á ÚÁÔÅÍ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (4-2). �Ï-ÇÄÁ ×ÓÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ × ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ Þ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ1, ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÚÎÁË+1, Á �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÅÓÑ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÎÅÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ2, �ÏÌÕÞÁÔ ÚÎÁË −1,É Ó×ÏÊÓÔ×Ï (4-2) ÂÕÄÅÔ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ. ïÄÎÁËÏ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ �ÏÓÔÒÏÅ-ÎÉÅ ÎÅ �ÒÉ×ÅÄ£Ô ÎÁÓ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ: �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ Þ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÂÙÔØ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÎÅÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ g ∈ Sn, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ g, ÎÏ ÎÅ ÏÔ Ó�ÏÓÏÂÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÕËÁÖÅÍ Ó�ÏÓÏÂ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ Þ£ÔÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ g, ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÊ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ g ×ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ. îÁÚÏ×£Í Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÕÀ �ÁÒÕ ÞÉÓÅÌ (i; j), ÔÁËÕÀ ÞÔÏ 1 6 i < j 6 n, ÉÎ×ÅÒÓÎÏÊ�ÁÒÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ g, ÅÓÌÉ g(i) > g(j). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒÞÉÓÅÌ {i < j} ⊂ {1; 2; : : : ; n} (ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ n(n − 1)=2 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×) ÎÁ Ä×Á ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÎ×ÅÒÓÎÙÍÉ É ÎÅÉÎ×ÅÒÓÎÙÍÉ �ÁÒÁÍÉ, �ÒÉÞ£Í ÜÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÚÁ×ÉÓÉÔÔÏÌØËÏ ÏÔ g, �ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÎÁÑ� �ÒÏ ÔÏ, ËÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ g ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ.ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ �ÁÒ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Þ£ÔÎÏ-ÓÔØÀ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ Å£ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÎÁÞÁÌÅ �ÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ g 
 �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÅÊ 〈i; j〉 Þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ�ÁÒ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ g É g◦〈i; j〉 ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× gi = g(i) Égj = g(j), ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ i-ÔÏÍ É j-ÔÏÍ ÍÅÓÔÁÈ × ÎÁÛÅÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ g ÓÌÏ×ÏÍ:g = (g1; : : : ; gi−1; gi; gi+1; : : : ; gi−1; gj ; gj+1; : : : ; gn)g◦〈i; j〉 = (g1; : : : ; gi−1; gj ; gi+1; : : : ; gi−1; gi; gj+1; : : : ; gn) : (4-3)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.3. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Õ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË (4-3) ÉÎ×ÅÒÓÎÏÓÔØ �ÁÒÙ (i; j), Á ÔÁËÖÅ 2(j − i− 1)�ÁÒ ×ÉÄÁ (i;m) É (m; j) Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍm ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ i < m < j �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÁ3, Á ÉÎ×ÅÒÓÎÏÓÔØ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÁÒ ÏÄÉÎÁËÏ×Á.�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ �ÁÒ × ÜÔÉÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ ÒÁÚÎÉÔÓÑ ÎÁ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ,ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ Ó ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÉÚÍÅÎÑÅÔ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ �ÁÒ. åÓÌÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØÔÅ�ÅÒØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ g × ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ:g = 〈i1; j1〉◦〈i2; j2〉◦ · · · ◦〈ik; jk〉 = Id◦〈i1; j1〉◦〈i2; j2〉◦ · · · ◦〈ik; jk〉1ÔÁËÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Þ£ÔÎÙÍÉ2ÔÁËÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÞ£ÔÎÙÍÉ3Ô. Å. ÅÓÌÉ ÂÙÌÉ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÍÉ × g, ÔÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÉÎ×ÅÒÓÎÙÍÉ × g◦〈i; j〉 É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÂÙÌÉ ÎÅÉÎ×ÅÒÓÎÙÍÉ ×g, ÔÏ ÓÔÁÌÉ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÍÉ × g◦〈i; j〉



24 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.ÔÏ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ �ÁÒ × ÎÅÊ ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÎÕÌÑ (ÒÁ×ÎÏÇÏ Þ£ÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ�ÁÒ × ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ) × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ k. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ g, ÒÁ×ÎÁ Þ£ÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ �ÁÒ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ g, ÉÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ Ó�ÏÓÏÂÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.
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òÉÓ. 4⋄2. sgn(2; 9; 6; 1; 8; 3; 5; 7; 4) = +1 (×ÓÅÇÏ 18 �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ)éÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ Þ£ÔÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ËÁË Þ£ÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ �ÁÒ ÄÁ£Ô �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÊ Ó�ÏÓÏÂÏÔÙÓËÁÎÉÑ Þ£ÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ ÎÉÔÏÞÅË . á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁ�ÉÛÅÍ ÄÒÕÇ �ÏÄ ÄÒÕÇÏÍ ÉÓÈÏÄÎÙÅÞÉÓÌÁ 1, 2, . . . , n É ÉÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ g = (g1; g2; : : : ; gn) É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÉÔÑÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÔÅÊ ÎÅ ×ÙÌÅÚÁÌÁ ÉÚÎÕÔÒÉ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ 1n gn g1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 4⋄2) É ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅ-ÓÅÞÅÎÉÑ ÎÉÔÅÊ ÂÙÌÉ �ÒÏÓÔÙÍÉ Ä×ÏÊÎÙÍÉ1. �ÏÇÄÁ Þ£ÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ �ÁÒ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ Þ£ÔÎÏÓÔÉÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÉÔÅÊ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.4. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ É ÎÁÊÄÉÔÅ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÒÁ×ÉÌÁ ÎÉÔÏÞÅË Þ£ÔÎÏÓÔØÔÁÓÕÀÝÅÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×-ËÉ (i1; i2; : : : ; ik; j1; j2; : : : ; jm) , × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÂÏÒÙ ÎÏÍÅÒÏ× {i�}; {j�} ⊂ {1; 2; : : : ; n} ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ,É ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï.äÒÕÇÉÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ Þ£ÔÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÉËÌÏ× (ÓÍ. n◦ 3.2).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ Þ£ÔÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÉËÌÏ×Þ£ÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ × Å£ �ÉËÌÏ×ÏÍ ÔÉ�Å Þ£ÔÎÏ.îÁ�ÒÉÍÅÒ ÄÌÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ Ó ÒÉÓ. 4⋄2 �ÏÌÕÞÁÅÍ (2; 9; 6; 1; 8; 3; 5; 7; 4) = 〈1; 2; 9; 4〉◦〈3; 6〉◦〈5; 8; 7〉 ; ÏÔ-ËÕÄÁ ÔÏÖÅ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ Þ£ÔÎÁ.4.2.úÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÇÒÕ��Ù An ⊂ Sn. þ£ÔÎÙÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊÇÒÕ��Å Sn �ÏÄÇÒÕ��Õ �ÏÒÑÄËÁ n!=2. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë Þ£ÔÎÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÔÁËÖÅ Þ£ÔÎÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ Å£ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÒÏ×ÎÏ ÉÚÔÅÈ ÖÅ ÓÁÍÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ, ÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ × ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ:õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.6. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Ë �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ:(g1g2 · · · gk)−1 = g−1k · · · g−12 g−11 :ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ Þ£ÔÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÔÁËÖÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Þ£ÔÎÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Þ£ÔÎÙÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×-ËÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÏÄÇÒÕ��Õ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏËg1, g2 �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ g1g−12 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Þ£ÔÎÏÊ, ×ÓÅ ÎÅÞ£ÔÎÙÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ ÓÍÅÖÎÏÍËÌÁÓÓÅ ÜÔÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÑ ÇÒÕ��Á �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂßÅÄÉÎÅ-ÎÉÅ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, É ÔÁË ËÁË ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Þ£ÔÎÙÈ É ÎÅÞ£ÔÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÉÍÅÅÔÓÑ �ÏÒÏ×ÎÕ.ðÏ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÉÞÉÎÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ �ÏÚÖÅ, ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÔÅÏÒÉÀ çÁÌÕÁ,�ÏÄÇÒÕ��Á Þ£ÔÎÙÈ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ2 An ⊂ Sn.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.7. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ �ÏÌÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ Ó S4, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍ × �ÒÉ-ÍÅÒÅ (n◦ 2.1.5), ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏ ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ
A4 ⊂ S4.1ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÎÉÔÉ, �ÒÉÞ£Í �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ: =\ , Á ÎÅ �Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ: )(2ÇÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÂÕË×Á �á�, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÁÑ × ÜÔÏÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ, �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÔ alternate



§ 4. áÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÇÒÕ��Ù É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. 254.2.1.ðÒÉÍÅÒ: Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ��Ù ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÎÁ A5. úÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á A5 ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÇÅÏÍÅ-

òÉÓ. 4⋄3. ïÄÉÎ ÉÚ �ÑÔÉ ËÕÂÏ×,ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÅ.

ÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÀ, �ÏÈÏÖÕÀ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÀ ÇÒÕ��Ù A4 ÉÚ Õ�Ò. 4.7, É ÏÓÎÏ×ÁÎÎÕÀ ÎÁÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 4⋄3) ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ 5ËÕÂÏ× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÏÓØÍÉ×ÅÒÛÉÎÎÙÊ ÛÅÓÔÉÇÒÁÎÎÉË,ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÙÍÉ ÎÁ ÒÉÓ. 4⋄3 Ä×ÅÎÁÄ�ÁÔØÀ ÄÉÁÇÏ-ÎÁÌÑÍÉ ÇÒÁÎÅÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÕÂÏÍ, ÉÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ ËÕÂÏ× É × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ �ÑÔØ.úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÜÔÉ ËÕÂÙ �ÉÆÒÁÍÉ 1, 2, 3, 4, 5 É ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕÄ×ÉÖÅÎÉÀ ÉÚ ÇÒÕ��Ù ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÍÕÀ ÉÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕËÕÂÏ×. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÇÒÕ��Ù ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ × ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ S5. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ (ÓÒ. Ó (n◦ 2.1.6)), ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÁÍÉ60 �Ï×ÏÒÏÔÏ× �ÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÕÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ 60 Þ£ÔÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË:6 · 4 = 24 �Ï×ÏÒÏÔÁ ÎÁ ÕÇÌÙ 2�k=5 Ó k = 1; 2; 3; 4 ×ÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, �ÒÏ-ÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, ÒÅÁ-ÌÉÚÕÀÔ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 5 (Ô. Å. ×ÓÅ 24 �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �É-ËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á ), 10 · 2 = 20 �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ÕÇÌÙ ±2�=3 ×ÏËÒÕÇÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, ÒÅ-ÁÌÉÚÕÀÔ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 3 (Ô. Å. ×ÓÅ 20 �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË�ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á ), 15 �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ 180◦ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈÒ£ÂÅÒ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÁÒÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ (Ô. Å. ×ÓÅ 10 �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË�ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á ); ÎÁËÏÎÅ�, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÅÒÅÊÄ£Ô × ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×-ËÕ. óÏÇÌÁÓÎÏ (n◦ 2.1.6) ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÅÔÓÑ ÛÅÓÔØÀÄÅÓÑÔØÀ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ�Ï×ÏÒÏÔÁÍÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÎÁÍÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊÇÒÕ��ÏÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ É ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ A5.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ �ÒÉÍÅÒÁ (n◦ 2.1.5) É Õ�Ò. 4.7 �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁË �ÏÌÎÏÊ ÎÅ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔ ÎÏ×ÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ËÕÂÏ×. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ �ÏÌÎÁÑ ÇÒÕ��ÁÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ G �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×: G = H ⊔ gH, ÇÄÅ H ⊂ G |�ÏÄÇÒÕ��Á ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ, Á g ∈ G r H | ÌÀÂÏÅ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ. âÅÒÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å g�ÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÅÎÔÒÁ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÕÀ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÕÂÏ× × ÓÅÂÑ, ÍÙÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G - S5 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ H - S5 É ÒÁ×ÅÎ
A5. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ g ∈ A5 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ �Ï×ÏÒÏÔÏ×É ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á S5 ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �ÏÌÎÏÊ ÇÒÕ��Å ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ.4.3.áÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÇÒÕ��Ù. éÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÇÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ, ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÔÁÂÌÉ�Õ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, É �ÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÅ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ, ÂÕÄÅÔ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÊ É × ÄÒÕÇÏÊ. þÔÏÂÙ ÉÍÅÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÔÏÞÎÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÉÉÚÕÞÁÔØ ÔÁËÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÅ �ÒÉÂÅÇÁÑ Ë Ñ×ÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÇÒÕ��Ù × ×ÉÄÅ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ËÏÎ-ËÒÅÔÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÔÏÇÏ-ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ, ÕÄÏÂÎÏ ××ÅÓÔÉ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÅ �ÏÎÑÔÉÅ ÇÒÕ��Ù.á ÉÍÅÎÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ (ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ) ÇÒÕ��ÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍÚÁÄÁÎÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ G × G - G, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (g1; g2) ∈ G × G ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g1g2 ∈ G, ÔÁË ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á:(fg)h = f(gh) ∀ f; g; h ∈ G (ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ) (4-4)

∃ e ∈ G : eg = ge = g ∀ g∈G (ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù) (4-5)
∀ g∈G ∃ g−1 ∈ G : gg−1 = g−1g = e ∀ g∈G (ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ) (4-6)üÌÅÍÅÎÔ e, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÓÔÕÌÉÒÕÅÔÓÑ × (4-5), Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ, �Ï-ÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× e′ É e′′ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á e′ = e′e′′ = e′′. ëÁËÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × n◦ 1.6.1, Ó×ÏÊÓÔ×Ï (4-6) ÍÏÖÎÏ ÏÓÌÁÂÉÔØ ÄÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏ-ÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G ÌÅ×ÏÇÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ f : fg = e É �ÒÁ×ÏÇÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ h: gh = e, ÎÅ ÔÒÅÂÕÑ�ÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÓÏ×�ÁÄÁÌÉ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ | ÜÔÏ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙËÌÁÄËÏÊ



26 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.f = fe = f(gh) = (fg)h = eh = h, �ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÅÊ ÚÁÏÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g−1 = f = hÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï g ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. íÉÎÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÇÒÕ��Õ ÍÏÖÎÏ É ÄÁÌØÛÅ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.10. ìÀÂÉÔÅÌÑÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ×ÙËÌÁÄÏË �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ × ÕÓÌÏ×ÉÉ (4-5) ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÏÄÎÏÊ ÔÏÌØËÏ ÌÅ×ÏÊ ÅÄÉÎÉ�Ù (Ô. Å. ÔÁËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ e, ÞÔÏ eg = g
∀ g ∈G), Á × ÕÓÌÏ×ÉÉ (4-6) | ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÔÏÌØËÏ ÌÅ×ÏÇÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ (ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÄ-ÇÌÑÄÅÔØ × ÓÎÏÓËÅ (1)).4.4.òÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÇÒÕ��ÏÊ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. ÷ÓÑËÁÑ ÇÒÕ��Á �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÊ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÂ-ÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÇÒÕ��ÙG ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙG '
- Aut (X) × ÇÒÕ��Ù Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÅ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ËÁË �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X. ÷ÓÑËÉÊ ÔÁËÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ' ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÉÌÉ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÕ��Õ G ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÇÒÕ��ÏÊ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ '(G) ⊂ Aut (X).4.4.1.ìÅ×ÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ. ðÒÉÍÅÒÏÍ ÔÏÞÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÅ×ÏÅÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å X ×ÙÓÔÕ�ÁÅÔ ÓÁÍÁ ÇÒÕ��Á G, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. üÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ�g : G h 7→gh

- G ; (4-7)ÕÍÎÏÖÁÀÝÅÅ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕ��Ù G ÓÌÅ×Á ÎÁ g. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �g ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ �g−1 : G h 7→g−1h
- G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÎÅÇÏ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ:

∀h∈G �g�g−1(h) = �g(g−1h) = gg−1h = h É �g−1�g(h) = �g−1(gh) = g−1gh = h :÷ÏÚÎÉËÁÀÝÅÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ2� : G g 7→�g
- Aut set(G) (4-8)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕ��, Ô. Å. ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ �g1g2 = �g1�g2 , Ô. Ë.

∀h∈G �g1g2(h) = g1g2h = �g1(g2h) = �g1 (�g2(h)) = �g1�g2(h) :çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ � ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, ÉÂÏ �ÒÉ g1 6= g2 �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �g1 É �g2 ÒÁÚÌÉÞÎÙ: ÅÓÌÉ �g1(h) =�g2(h) ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ h ∈ G, ÔÏ ÕÍÎÏÖÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g1h = g2h Ó�ÒÁ×Á ÎÁ h−1 , ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍg1 = g2.4.4.2.ðÒÁ×ÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ. îÁÒÑÄÕ Ó ÌÅ×ÙÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÍÏÖ-ÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÒÁ×ÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ% : G g 7→%g
- Aut set(G) ;ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ %g �ÒÁ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ g−1:%g : G h 7→hg−1

- G : (4-9)1 ÒÅÛÅÎÉÅ:�ÕÓÔØg

−1ÏÚÎÁÞÁÅÔ(ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ)ÌÅ×ÙÊÏÂÒÁÔÎÙÊËg,Áe|(ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ)ÌÅ×ÕÀÅÄÉÎÉ�Õ;ÔÏÇÄÁ�Ï ÉÈÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀg

−1gg−1=eg

−1=g

−1;ÕÍÎÏÖÁÑ�ÒÁ×ÕÀÉÌÅ×ÕÀÞÁÓÔØÓÌÅ×ÁÎÁÌÅ×ÙÊÏÂÒÁÔÎÙÊËg

−1,�ÏÌÕÞÁÅÍ gg

−1=e,Ô.Å.ÞÔÏg

−1Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÑ×ÌÑÅÔÓÑÉ�ÒÁ×ÙÍÏÂÒÁÔÎÙÍËgÜÌÅÍÅÎÔÏÍ;ÔÅ�ÅÒØÌÅÇËÏÕ×ÉÄÅÔØ,ÞÔÏe Ñ×ÌÑÅÔÓÑÔÁËÖÅÉ�ÒÁ×ÏÊÅÄÉÎÉ�ÅÊ:ge=g(g

−1g)=(gg

−1)g=eg=g2ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ set × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ Aut set(G) ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅÂÉÅË�ÉÉ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅ Ó ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ × G; ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �g, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÏÍ, Ô. Ë. �g(h1h2) = gh1h2 ÏÂÙÞÎÏ ÎÅ ÒÁ×ÎÏ �g(h1)�g(h2) = gh1gh2



§ 4. áÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÇÒÕ��Ù É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. 27ðÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÍÉÎÕÓ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÙÚ×ÁÎÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ %ÂÕÄÅÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕ��, Ô. Å. �ÅÒÅ×ÏÄÉÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ g1g2 × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ %g1%g2 :
∀h∈G %g1g2(h) = h(g1g2)−1 = hg−12 g−11 = %g1(hg−12 ) = %g1 (%g2(h)) = %g1%g2(h) ;ÔÏÇÄÁ ËÁË ÎÁÉ×ÎÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ %′g : h 7−→ hg, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÌÏ ÂÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ%′g1g2 = %′g2%′g1 ; Ô. Ë. ∀h∈G %′g1g2(h) = hg1g2 = %′g2(hg1) = %′g2 (%′g1(h)) = %′g2%′g1(h) ;Ô. Å. �ÅÒÅ×ÏÄÉÌÏ ÂÙ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ × �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ1.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.11. õÂÅÄÉÔÅÓØ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G %g

- G ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ ∀ g∈G É ÞÔÏ %g1 6= %g2 �ÒÉg1 6= g2.4.4.3.ïÔÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ ÏÂ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ. ÷ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï × ÈÏÄÕ Ä×ÅÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÌÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ××ÅÌÉ × (n◦ 1.5) É ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÓÀÄÕ× ÜÔÉÈ ÚÁ�ÉÓËÁÈ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ × Î£Í ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ËÓ×ÏÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ ÓÌÅ×Á É �ÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ Ó�ÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï:fg(x) def= f(g(x)) ; fgh(x) def= f(g(h(x))) É Ô. Ä.äÒÕÇÏÊ ÓÔÉÌØ | ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ �ÒÁ×ÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ | ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ Ë Ó×ÏÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ Ó�ÒÁ×Á É �ÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï:[fg℄�ÒÁ× : x f7−→ f(x) g7−→ g(f(x)) ; [fgh℄�ÒÁ× : x f7−→ f(x) g7−→ g(f(x)) h7−→ f(g(f(x))) É Ô. Ä.÷ ��ÒÁ×ÏÊ� ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÌÅ×ÏÅ É �ÒÁ×ÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �ÒÉÛÌÏÓØ ÂÙ ÚÁÄÁ-×ÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ, �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍÉ ÎÁÛÉÍ, Ô. Å. ÏÂÒÁÝÁÔØ g × ÌÅ×ÏÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÉ, É ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÁÍÏ g, Á ÎÅ g−1 × �ÒÁ×ÏÍ. þÉÔÁÔÅÌØ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÍÉÍÏ ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ ÚÁ�ÉÓÏË�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ É ÄÒÕÇÉÍÉ ÕÞÅÂÎÉËÁÍÉ, ÄÏÌÖÅÎ ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÔÅÍ, ËÁËÏÊ ÓÔÉÌØ × ÎÉÈ �ÒÉÎÑÔ, É �ÒÉÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔØ Ó �ÒÁ×ÏÇÏ ÑÚÙËÁ ÎÁ ÌÅ×ÙÊ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.4.4.4.ðÒÉÍÅÒ: ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÇÒÕ��Ù. þÉÓÌÏ×ÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z, Q, R Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÍÉ ÇÒÕ��ÁÍÉ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ2. ðÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÌÅ×ÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÉÚ n◦ 4.4 ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÏÓ-�ÒÉÎÉÍÁÔØ ÜÔÉ ÇÒÕ��Ù ËÁË ÇÒÕ��Ù ÓÄ×ÉÇÏ× ÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÒÑÍÏÊ: ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ g ∈ R × ÌÅ×ÏÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÄ×ÉÇÁ g : R x 7→g+x
- R. íÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ

Q∗ = Q r {0} É R∗ = R r {0} Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÇÒÕ��ÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ�ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÏÊ ÇÒÕ��Ù ÎÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ). ìÅ×ÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉ-ÒÕÅÔ ËÁÖÄÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ g ËÁË ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ g : R x 7→gx
- R. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁËÏ× {±1} ÉÚ �ÒÉÍÅÒÁ(n◦ 4.1.3) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ÷ÓÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ × ÜÔÏÍ �ÒÉÍÅÒÅ ÇÒÕ��ÙËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ (ÉÌÉ ÁÂÅÌÅ×Ù), Ô. Å. �ÏÍÉÍÏ Ó×ÏÊÓÔ× (4-4){(4-6) ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:

∀ g1; g2 ∈ G g1g2 = g2g1 (ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ) (4-10)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.12. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÄÉÜÄÒÁÌØÎÙÈ ÇÒÕ�� É ÇÒÕ�� �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× ËÏÍÍÕ-ÔÁÔÉ×ÎÁ ÔÏÌØËÏ ÇÒÕ��Á Ä×ÕÕÇÏÌØÎÉËÁ D2 (ÓÒ. Ó Õ�Ò. 4.2).4.5.ðÏÄÇÒÕ��Ù ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÇÒÕ��. îÅ�ÕÓÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï H ⊂ G (ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ) ÇÒÕ��ÙG ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ × G, ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ËÏ ×ÓÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÉÚ H, Á ÔÁËÖÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ H ÔÏÖÅ ÌÅÖÁÔ × H. ëÁË É × (n◦ 2.1) ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏÅÄÉÎÉ�Á ÇÒÕ��Ù G ÌÅÖÉÔ × H, �ÏÓËÏÌØËÕ e = hh−1 ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ×ÚÑÔÏÇÏ h ∈ H.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï H × ÇÒÕ��Å G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ∀ h1; h2 ∈ H h1h−12 ∈ H .1ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÕ�� G  
- G′, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ∀ g1; g2 ∈ G1 ÕÓÌÏ×ÉÀ  (g1g2) =  (g2) (g1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ2ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÏÊ ÇÒÕ��Ù ÎÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ



28 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.äÌÑ �ÏÄÇÒÕ�� ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÇÒÕ�� Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ×ÓÅ ÆÁËÔÙ, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ × §2 ÄÌÑ �ÏÄ-ÇÒÕ�� ÇÒÕ�� �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, Ó ËÁÖÄÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ H ⊂ G ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ Ä×Á ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù G : × ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÅ×ÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×1 gH = {gh | h ∈ H} É× ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÒÁ×ÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×2 Hg = {hg | h ∈ H} , �ÒÉÞ£Í ËÁÖÄÙÊ ÉÚÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÂÕÄÅÔ ÂÉÅËÔÉ×ÅÎ �ÏÄÇÒÕ��ÅH. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁìÁÇÒÁÎÖÁ:
|G=H| = [G : H℄ = |G|=|H| = |H\G| ;ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ G=H É H\G ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÌÅ×ÙÈ É �ÒÁ×ÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-ÎÏ. ó ËÁÖÄÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ g ∈ G ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ �ÉËÌÉÞÅÓËÕÀ �ÏÄÇÒÕ��Õ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÕÀ ×ÓÅ-ÍÉ �ÅÌÙÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÑÍÉ g. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G ÜÔÁ �ÏÄÇÒÕ��Á ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÁ: 〈g〉 =

{1; g; g2; : : : ; gn−1} ⊂ G , ÇÄÅ n = |〈g〉| ÒÁ×ÎÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏ-ÇÏ gn = e. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÒÑÄËÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ �ÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÁ�ÅÌÏ ÄÅÌÉÔ �ÏÒÑÄÏË ÇÒÕ��Ù |G|. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ∀ g∈G g|G| = e. ÷Ó£ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ ÌÉÂÏ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ, ÌÉÂÏ ÔÏÞÎÙÍ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á3.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.14. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÅÝ£ ÒÁÚ �ÅÒÅÇÏ×ÏÒÉÔÅ ÄÌÑ ÓÅÂÑ ×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÉÚ §2.

1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n◦ 2.2 É Õ�Ò. 2.13), ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÌÅ×ÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ ÌÉÂÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ2ÎÁ�ÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n◦ 2.2.3), ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á �ÒÁ×ÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ ÔÁËÖÅ ÌÉÂÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ3ÌÀÂÏÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ G ⊂ - Aut (X) (ÓËÁÖÅÍ, ÌÅ×ÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (n◦ 4.4.1)) �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔ×ÓÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÆÁËÔÙ × ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÁÍÉ × §2 ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï �ÏÄÇÒÕ��ÁÈ ÇÒÕ�� �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ



§5.óÔÒÏÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕ��Ù É ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù.5.1.óÔÒÏÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. ìÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ�� G '
- G′ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉ�Õ eÇÒÕ��Ù G × ÅÄÉÎÉ�Õ e′ ÇÒÕ��Ù G′. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ' (e)' (e) = ' (ee) = ' (e) É, ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉÎÁ ' (e)−1, �ÏÌÕÞÁÅÍ ' (e) = e′. äÁÌÅÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ ' (g−1)'(g) = ' (g−1g) = ' (e) = e′, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏg ∈ G ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ' (g−1) = '(g)−1. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G '

- G′im (') = '(G) = {g′ ∈ G′ | ∃ g ∈ G : '(g) = g′}Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ × G′ : ∀ '(g); '(f) ∈ im (') '(g)'(f)−1 = '(g)'(f−1) = '(gf−1) ∈ im (') .ðÏÌÎÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÅÄÉÎÉ�Ù e′ ∈ G′ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ' É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑker' def= '−1 (e′) = {g ∈ G ∣∣ '(g) = e′} :ñÄÒÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ × G : ∀ g; f ∈ ker(') gf−1 ∈ ker('), �ÏÓËÏÌØËÕ' (g) = ' (f) = e′ ⇒ '(gf−1) = '(g)'(f−1) = '(g)'(f)−1 = e′ (e′)−1 = e′ :ðÏÌÎÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g′ = '(g) ∈ im (') �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÓÍÅÖÎÙÊËÌÁÓÓ ÑÄÒÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G, �ÒÉÞ£Í ÜÔÏÔ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑËÁË ÌÅ×ÙÍ, ÔÁË É �ÒÁ×ÙÍ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ �ÏÄÇÒÕ��Ù ker('), Ô. Å.'−1('(g)) = g · ker(') = ker(') · g : (5-1)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ '(g) = '(f) ÓÌÅ×Á ÎÁ '(g)−1, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï e′ = '(g)−1'(f) = ' (g−1f), ËÏÔÏÒÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ g−1f ∈ ker('), ÉÌÉ f ∈ g · ker('). áÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÏ, ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ '(g) = '(f) ÎÁ '(g)−1 Ó�ÒÁ×Á, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ e′ = '(f)'(g)−1 = ' (fg−1),ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ fg−1 ∈ ker('), Ô. Å. f ∈ ker(') · g .óÕÍÍÉÒÕÅÍ ×Ó£ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ × ×ÉÄÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕ��.5.1.1.�åïòåíá. ïÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕ�� G '
- G′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÇÕ��ÏÊ × G′,Á ÑÄÒÏ | �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ × G. ìÅ×ÙÅ É �ÒÁ×ÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÑÄÒÁ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÉÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÌÏÑÍÉ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÁ G '

-- im (') : ∀ g∈G g · ker(') = ker(') · g = '−1('(g)) .÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, |im (')| = [G : ker(')℄ = |G| : | ker(')| . �5.1.2.óìåäó�÷éå. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ�� ÂÙÌ ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÓÏÓÔÏÑÌÏ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. �5.1.3.ðÒÉÍÅÒ: ÑÄÒÏ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÁ S4 '
-- S3 ÉÚ �ÒÉÍÅÒÁ (n◦ 4.1.2) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÒÁÝÅÎÉÊ,�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ × ÓÅÂÑ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÔÒ£È �ÁÒ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ1, É �ÏÔÏÍÕ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÇÒÕ��ÅÄ×ÕÕÇÏÌØÎÉËÁ D2, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÔÒ£È �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ 180◦ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ,�ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ. ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÒÕ��Ù S4ker(') = {(1; 2; 3; 4) ; (2; 1; 4; 3) ; (3; 4; 1; 2) ; (4; 3; 2; 1)} (5-2)ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ×ÓÅÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á . óÄÅÌÁÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ×�ÒÉÍÅÒÅ (n◦ 4.1.2) ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÌÏÉ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÁ ' ÓÏÓÔÏÑÔ ÒÏ×ÎÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È �Ï×ÏÒÏÔÏ×, ÏÂß-ÑÓÎÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ (n◦ 5.1.1). þÉÔÁÔÅÌÀ ÎÁÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ Ñ×ÎÏ �ÒÏÓÌÅÄÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÌÏÉÑ×ÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÌÅ×ÙÍÉ, ÔÁË É �ÒÁ×ÙÍÉ ÓÍÅÖÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ �ÏÄÇÒÕ��Ù (5-2).5.1.4.ðÒÉÍÅÒ: ÑÄÒÏ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÁ Sn sgn

-- {±1} ÉÚ �ÒÉÍÅÒÁ (n◦ 4.1.3) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊÇÒÕ��ÏÊ An. éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n◦ 5.1.1) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÓÄÅÌÁÎÎÙÅ × (n◦ 4.2) ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ Þ£ÔÎÙÅ1ÉÌÉ, ÅÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÔÒ£È ÏÔÒÅÚËÏ×, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ �ÅÎÔÒÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ29



30 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ × S5 �ÏÄÇÒÕ��Õ ÉÎÄÅËÓÁ 2, Á ÎÅÞ£ÔÎÙÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓÜÔÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù (ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ËÁË ÌÅ×ÙÊ, ÔÁË É �ÒÁ×ÙÊ).5.1.5.ðÒÉÍÅÒ: ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÏÌÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ × S5, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ × �ÒÉÍÅÒÅ (n◦ 4.2.1),ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÇÒÕ��Å {±1} É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, Á ÏÂÒÁÚÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ A5 ⊂ S5. ðÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ Þ£ÔÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÑÔÉ ËÕÂÏ× �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ �ÏÄÇÒÕ��Ù {±1} É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ × (n◦ 2.1.6), (n◦ 4.2.1)�Ï×ÏÒÏÔÏ×, Á ÔÁËÖÅ ÅÇÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ Ó �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÌÀÂÙÍ ×ÒÁÝÅÎÉÅÍ, �ÏÜÔÏÍÕ ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ, × ËÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÜÔÕ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÂÒÁÔØ | ÜÔÏ ÅÝ£ÒÁÚ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÅ×ÙÊ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÖÅ É �ÒÁ×ÙÍ, Á ÚÁÏÄÎÏ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔÓ�ÏÓÏÂ ÒÅÛÅÎÉÑ Õ�Ò. 4.9).5.1.6.ðÒÉÍÅÒ: ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÏ×ÏÀ �ÒÑÍÏÀ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕ�-
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RòÉÓ. 5⋄1. îÁËÒÙÔÉÅ R -- S1.

�Õ ×ÓÅÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ �Ï×ÏÒÏÔÁÍÉ ×ÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÕÇÌÙ, É ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ #� �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ �. üÔÁ ÇÒÕ��Á ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ. å£ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÔÏÞËÁÍÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S1 = {(x; y) | x2 + y2 = 1} (ÓÍ. ÒÉÓ. 5⋄1).á ÉÍÅÎÎÏ, �ÏÍÅÓÔÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Id = #0 × ÔÏÞ-ËÕ (1; 0) (ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ ÏÓÉ ÁÂÓ�ÉÓÓ), Á �Ï×ÏÒÏÔ#� | × ÔÏÞËÕ (
os�; sin�), ÄÌÑ �Ï�ÁÄÁÎÉÑ × ËÏÔÏÒÕÀ ÉÚ ÔÏÞËÉ #0 = IdÎÁÄÏ �ÒÏÊÔÉ �Ï ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÕÇÕ ÄÌÉÎÙ � �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ-×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, ÅÓÌÉ � > 0, É �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ, ÅÓÌÉ � < 0. ðÒÉ ÜÔÏÍËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ �Ï×ÏÒÏÔÏ× #�1#�2 ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈÉÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÄÕÇ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. éÍÅÅÔÓÑ ÚÁÍÅÞÁ-ÔÅÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÇÒÕ��Ù ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊÓÌÏÖÅÎÉÑ × ÇÒÕ��Õ �Ï×ÏÒÏÔÏ× S1. üÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÎÉ-×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ É ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÔ ËÁÖÄÏÍÕ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ� ∈ R �Ï×ÏÒÏÔ #� ÎÁ ÕÇÏÌ �:u : R �7→#�
- S1 ; (5-3)ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË �ÎÁÍÁÔÙ×ÁÎÉÅ� ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÒÑÍÏÊ R, �ÒÉÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ Ó×ÏÉÍ ÎÕÌ£Í Ë ÔÏÞËÅ #0 (ÓÍ. ÒÉÓ. 5⋄1), ÎÁÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ËÁË ÎÅÒÁÓÔÑÖÉÍÁÑ ÎÉÔØ ÎÁÍÁÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÁÔÕÛËÕ. õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏ, Á ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÕÇÌÏ×, �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÅÍ �ÌÏÓËÏÓÔÉ: ker(u) = 2� · Z = {� = 2�n | n ∈ Z} :ðÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ #� ∈ S1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÜÔÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÕÇÌÏ×,�Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �Ï×ÏÒÏÔÏÍ #�. ÷ÓÅ ÔÁËÉÅ ÕÇÌÙ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ � ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅÞÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏ×. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÔÉÈ ÕÇÌÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ �Ï×ÏÒÏÔÁ #a ∈ S1 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑArg (#�) def= u−1(#�) = {�+ 2�n | n ∈ Z} :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.1. ðÕÓÔØ H ⊂ G | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù G. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ∀ g∈GgH = Hg.5.1.7.ðÒÉÍÅÒ: Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍ Z -- ���n É ÇÒÕ��Á ×ÙÞÅÔÏ× Z=(n). üÔÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ×ÅÒÓÉÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÅ-ÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n > 1 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÇÒÕ��Ù �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÓÏ�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ × ÇÒÕ��Õ �Ï×ÏÒÏÔÏ× ���n ÉÚ �ÒÉÍÅÒÁ (n◦ 2.1.2)un : Z k 7→�k

- ���n ; (5-4)ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ �ÅÌÏÍÕ ÞÉÓÌÕ k �Ï×ÏÒÏÔ �k = #2�k=n ÎÁ ÕÇÏÌ 2�k=n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÑÄÒÏÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÞÅÒÅÚ (n) def= ker(un) = {zn | z ∈ Z} ⊂ Z :ïÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÒÁÔÎÙÈ n. óÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ k + (n) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ×ÙÞÅÔÏ×�Ï ÍÏÄÕÌÀ n É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ [k℄n ÉÌÉ k (mod n), Á �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ k;m ∈ Z ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕÖÅ ËÌÁÓÓÕ [k℄n = [m℄n ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ k ≡ m (mod n) (ÞÉÔÁÅÔÓÑ: �k ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó m �ÏÍÏÄÕÌÀ n�). ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ × ÇÒÕ��Å ���n ÍÏÖÅÔ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ ËÁË ÓÌÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× ×ÙÞÅÔÏ×, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ�ÒÁ×ÉÌÏÍ [k℄n + [m℄n def= [k +m℄n .



§ 5. óÔÒÏÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕ��Ù É ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù. 31õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.2.õÂÅÄÉÔÅÓØ �ÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ×ÙÂÉÒÁÑ× ËÌÁÓÓÁÈ ×ÙÞÅÔÏ× ÄÒÕÇÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ k′ É m′, ÔÁË ÞÔÏ [k′℄n = [k℄n É [m′℄n = [m℄n, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÏÔ ÖÅÓÁÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ [k′ +m′℄n = [k +m℄n.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ËÌÁÓÓÏ× ×ÙÞÅÔÏ× ÉÍÅÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Ï×ÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ÷ÏÚÎÉËÁÀÝÁÑÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÒÕ��Á ËÌÁÓÓÏ× ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ n ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Z=(n). ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÏÎÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÇÒÕ��Å �Ï×ÏÒÏÔÏ× ���n .5.2.îÏÒÍÁÌØÎÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (n◦ 5.1.1) �ÏÄÇÒÕ�-�Á H ⊂ G, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G '
- G′, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ |×ÓÑËÉÊ Å£ ÌÅ×ÙÊ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É �ÒÁ×ÙÍ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ, Ô. Å. ∀ g∈GgH = Hg, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÎÁÞÅ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ËÁË

∀ g∈G gHg−1 = H : (5-5)ðÏÄÇÒÕ��Ù H ⊂ G, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ (ÉÌÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ-ÍÉ) �ÏÄÇÒÕ��ÁÍÉ, ÞÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÁË H ⊳G.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Å ÌÀÂÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÎÏÒÍÁÌØÎÁ.÷ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Å ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ �ÏÄÇÒÕ��Õ.5.2.1.ðÒÉÍÅÒ: ÎÅÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ ÔÏÞËÉ Ó ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ÏÒÂÉÔÏÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å G = S4 �ÏÄÇÒÕ��ÕH = Stab(1), ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ×ÓÅÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔ1 × ÓÅÂÑ. üÔÁ �ÏÄÇÒÕ��Á ÎÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.4. ðÕÓÔØ g = g−1 = 〈1; 2〉 (ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× 1 É 2). õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏg · Stab(1) · g−1 = Stab(2) 6= Stab(1) :ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×S4=H,ËÏÔÏÒÏÅ �Ï (n◦ 3.1.2) ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÏÒÂÉÔÏÊ {1; 2; 3; 4} ÜÌÅÍÅÎÔÁ 1, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕ��Ï×ÏÊÓÔÒÕËÔÕÒÙ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ev1 : G4 g 7→g(1)
- {1; 2; 3; 4}Ñ×ÌÑÌÏÓØ ÂÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕ��.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.5. õÂÅÄÉÔÅÓØ × ÜÔÏÍ.5.2.2.ðòåäìïöåîéå. ðÏÄÇÒÕ��Á H ⊂ G ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G '

- G′, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÖÅ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ × (n◦ 5.1.1). äÏËÁÖÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ. ÷ÏÚØÍ£Í ×ËÁÞÅÓÔ×Å G′ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G=H ×ÓÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÌÅ×ÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× gH �ÏÄÇÒÕ��Ù H É ÚÁÄÁÄÉÍ ÎÁ Î£ÍÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕ��Ù ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÀÒØÅË�ÉÑ G g 7→gH
-- G=H ; (5-6)ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ g ∈ G ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ gH, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎ ÌÅÖÉÔ, ÂÙÌÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕ��.üÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÎÅ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÎÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ, ËÁË ÚÁÄÁÔØ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÎÁ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÆÏÒÍÕÌÏÊ(g1H) · (g2H) def= g1g2H : (5-7)îÅ�ÒÉÑÔÎÏÓÔØ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÍÏÖÅÔ �Ï-ÒÁÚÎÏÍÕ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØÓÑ ××ÉÄÅ gH | × ËÁÞÅÓÔ×Å g ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. úÁÍÅÎÑÑ g1 É g2 ÎÁ f1 É f2, ÔÁËÉÅÞÔÏ f1H = g1H É f2H = g2H, ÍÙ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÍ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (5-7), ÎÏ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÏÌÕÞÉÍËÌÁÓÓ f1f2H, ËÏÔÏÒÙÊ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÏÖÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ g1g2H, ÞÔÏ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, É �ÒÏÉÓÈÏÄÉÌÏ ×�ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ (n◦ 5.2.1).ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÄÇÒÕ��Á H ÎÏÒÍÁÌØÎÁ × G, ÔÏ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× f1H = g1H É f2H = g2H ×ÙÔÅËÁÅÔÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g1g2H = f1f2H, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÆÏÒÍÕÌÁ (5-7) ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÎÁÄ ËÌÁÓÓÁÍÉ.òÁ×ÅÎÓÔ×Á f1H = g1H É f2H = g2H ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ g−11 f1 É g−12 f2 ÏÂÁ ÌÅÖÁÔ × H. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ×ÓÅÈg ∈ G É h ∈ H × ÓÉÌÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ H ÉÍÅÅÔÓÑ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ghg−1 ∈ H, ÜÌÅÍÅÎÔ g−12 (g−11 f1) g2 (ËÏÔÏÒÙÊ



32 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÅÓÌÉ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å �ÏÌÏÖÉÔØ g = g−12 , h = g−11 f1) ÌÅÖÉÔ × H. õÍÎÏÖÁÑ ÅÇÏ Ó�ÒÁ×ÁÎÁ g−12 f2 ∈ H, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ g−12 (g−11 f1) g2 (g−12 f2) = g−12 g−11 f1f2 = (g1g2)−1 (f1f2) ∈ H . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,(g1g2)H = (f1f2)H , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.éÔÁË, ÍÙ ÚÁÄÁÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÌÅ×ÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× G=H ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ(5-6) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ïÓÔÁ£ÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔ G=H × ÇÒÕ��Õ, Ô. Å.ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ (4-4){(4-6). áÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (5-7) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × G:((g1H) · (g2H)) · (g3H) = (g1g2H) · (g3H) = (g1g2)g3H == g1(g2g3)H = (g1H) · (g2g3H) = (g1H) · ((g2H) · (g3H)) :éÚ �ÒÁ×ÉÌÁ (5-7) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ × G=H Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÅÄÉÎÉ�Ù eH = H,Á ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ gH Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ g−1H. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÄÏËÁÚÁÎÏ. �5.3.æÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n◦ 5.2.2) ÇÒÕ��Á G=H, ÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÎÁÑ ÌÅ×ÙÍÉ ÓÍÅÖÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ gH ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù H ⊳G Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ (5-7) :(g1H) · (g2H) def= g1g2H (5-8)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕ��ÏÊ G �Ï �ÏÄÇÒÕ��Å H ⊳ G, Á ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (5-6) , ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ ËÁ-ÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù × ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÅÇÏ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓG g 7→gH
-- G=H ;ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ �ÓËÌÅ-É×ÁÅÔ� ËÁÖÄÙÊ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ �ÏÄÇÒÕ��Ù H × ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ, Á ÆÏÒÍÕÌÁ (5-8) ÚÁÄÁ£Ô ÎÁ ÜÔÉÈÔÏÞËÁÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕ��Ù. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (5-8), Ô. Å. ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÁ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ g1, g2 × ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ �ÏÄÇÒÕ��ÁH ÎÏÒÍÁÌØÎÁ × G. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ (5-8) ËÏÒÒÅËÔÎÁ, ÔÏ G=H, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, Á×ÔÏÍÁ-ÔÉÞÅÓËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (5-6) | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕ�� Ó ÑÄÒÏÍ H. ðÏÜÔÏÍÕ�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (n◦ 5.1.1) �ÏÄÇÒÕ��Á H ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ.5.4.òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. �ÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (n◦ 5.1.1) ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ,ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ im (') ⊂ G2 �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕ�� G '

- G′ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕ��ÅG1= ker('). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÅ�ÕÓÔÙÍÉ ÓÌÏÑÍÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ' Ñ×ÌÑÀÔÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÍÅÖÎÙÅËÌÁÓÓÙ ÑÄÒÁ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÌÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ' ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÁÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ G '′′

-- G= ker('), ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G × ÅÇÏ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓg·ker(') = ker(')·g, É ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÁG= ker(') ≃ im (') ⊂
'′

- G′, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏ ËÌÁÓÓ g·ker(') =ker(') · g × ÜÌÅÍÅÎÔ '(g) ∈ im (') ⊂ G′. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ1ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÇÒÕ�� G '
- G′G= ker(') ≃ im (f)⊂

'′ -' ′′ -
-

(5-9)äÉÁÇÒÁÍÍÁ (5-9) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G '
- G′.5.5.÷ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. þÔÏÂÙ �ÒÏÑÓÎÉÔØ ÓÍÙÓÌ ÕÓÌÏ×ÉÑ gHg−1 = H, Ó×ÑÖÅÍ ÓËÁÖÄÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ g ∈ G ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅAd g : G h 7→ghg−1

- G ; (5-10)1ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ×ÄÏÌØ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ �ÕÔÅÊ, ×ÅÄÕÝÉÈ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÕÚÌÁ ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ × ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ Å£ ÕÚÅÌ ÏÄÉÎÁËÏ×Á;× ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (5-9) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ' = '′'′′



§ 5. óÔÒÏÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕ��Ù É ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù. 33ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅÍ1 �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ g (ÉÌÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÁÓÓÏ�ÉÉ-ÒÏ×ÁÎÎÙÍ Ó g).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.6. ÷ ÇÒÕ��Å G ×ÓÅÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �` É � (�)O ÏÓÅ×ÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ ` É �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ � ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ O. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÓÏ�ÒÑÇÁÑ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ g ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ g�`g−1 = �g(`) É g� (�)O g−1 = � (�)g(O). þÔÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉÄ×ÉÖÅÎÉÅ g ÂÕÄÅÔ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ?õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù H ⊂ G É ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏAd g(H) = gHg−1 = {ghg−1 | h ∈ H}ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ × G (ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÊ Ë H �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ g).ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ad g Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÔÉ×ÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ ÇÒÕ��Ù G × ÓÅÂÑ:Ad g(h1h2) = gh1h2g−1 = gh1g−1gh2g−1 = Ad g(h1)Ad g(h2) ;Ad−1g = Ad g−1 ; Ô. Ë. ∀h∈G Ad g−1Ad g(h) = Ad g−1(ghg−1) = g−1ghg−1g = h :ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ g, Ô. Å. Ad g1g2 = Ad g1Ad g2 , �ÏÓËÏÌØËÕ
∀h∈G Ad g1g2(h) = g1g2h(g1g2)−1 = g1g2hg−12 g−11 = Ad g1(g2hg−12 ) = Ad g1 (Ad g2(h)) :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ G Ad g

- G Ñ×ÌÑÅÔÓÑÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Ad : G g 7→Ad g
- Aut (G) : (5-11)üÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÇÒÕ��Ù G. ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÌÅ-×ÏÇÏ É �ÒÁ×ÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÇÒÕ��Á G ÁÂÅÌÅ×Á, ×ÓÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (5-10) ÂÕÄÕÔÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ, É ÑÄÒÏ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÊ ÇÒÕ�-�ÏÊ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ker(Ad ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× g ∈ G, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀghg−1 = h ∀h ∈G ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ, gh = hg. ðÏÄÇÒÕ��Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÈ ÓÏ×ÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÕ��Ù G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÏÍ ÇÒÕ��Ù G É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑZ(G) def= {g ∈ G | ∀h∈G gh = hg} :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ker(Ad ) = Z(G) | ÜÔÏ �ÅÎÔÒ ÇÒÕ��Ù G. ïÂÒÁÚ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÑ im (Ad ) = AdG ⊂ Aut (G) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÇÒÕ��Ù G ÉÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Int(G). á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ' ∈ Aut (G)r Int(G) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÎÅÛÎÉÍÉ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z(Sn) = {e}, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ.ïÒÂÉÔÙ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÕ��Ù G ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ. éÎÙ-ÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÌÁÓÓ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ AdG(f) = {gfg−1 | g ∈ G}ÄÁÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f ∈ G �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ �ÒÉÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ g ∈ G. óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f ∈ GÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÇÒÕ��ÁC(f) def= {g ∈ G | gfg−1 = f} = {g ∈ G | gf = fg} = {g ∈ G | fgf−1 = g} ;ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÉÎÁÞÅ Ï�ÉÓÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ Ó f , ÉÌÉ ËÁËÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÏÓÔÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ �ÒÉ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ f . üÔÁ �ÏÄÇÒÕ��Á1ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Ad Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅÍ ÏÔ adjun
tion



34 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f . éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ f , ÒÁ×ÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ
|AdG(f)| = |G|=|C(f)| (5-12)5.5.1.ðÒÉÍÅÒ: ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ × ÇÒÕ��Å �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË. ðÒÉ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÉ �ÉËÌÁ � = 〈i1; i2; : : : ; ik〉 ∈ Sn�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ g = (g1; g2; : : : ; gn) �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÉËÌg · 〈i1; i2; : : : ; ik〉 · g−1 = 〈g(i1); g(i2); : : : ; g(ik)〉 ; (5-13)�ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ g-ÏÂÒÁÚÙ ÔÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÌÉÓØ ÉÓÈÏÄÎÙÍ �ÉËÌÏÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉÜÌÅÍÅÎÔ m ∈ {1; 2; : : : ; n} ÌÅÖÉÔ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {g(i1); g(i2); : : : ; g(ik)} | ÓËÁÖÅÍ, m = g(i�), ÔÏ ÌÅ×ÁÑÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (5-13) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÎÅÇÏ ËÁËg(i�) g−1
7−→ i� �7−→ i�+1 g7−→ g(i�+1) ;Ô. Å. × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÁË �ÒÁ×ÁÑ. åÓÌÉ ÖÅ m 6∈ {g(i1); g(i2); : : : ; g(ik)}, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, g−1(m) 6∈ {i1; i2; : : : ; ik},ÔÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ (5-13), ÔÁË ÖÅ ËÁË É �ÒÁ×ÁÑ, ÏÓÔÁ×ÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ m ÎÁ ÍÅÓÔÅ:m g−1

7−→ g−1(m)
6∈

{i1; i2; : : : ; ik}�7−→ g−1(m) g7−→ m :ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÄÅÊÓÔ×ÉÅ Ad g ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ � ∈ Sn,ÒÁÓ�ÁÄÁÀÝÕÀÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÉËÌÏ× �1; �2; : : : ; �s, ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ × �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ �ÅÒÅÓÔÁ-ÎÏ×ËÉ g Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ �ÉËÌÏ×: g�1�2 · · · �sg−1 = g�1g−1 · g�2g−1 · · · · · g�s · g−1 . îÁ�ÒÉÍÅÒ,ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ� = (6; 5; 4; 1; 8; 3; 9; 2; 7) = 〈1; 6; 3; 4〉〈2; 5; 8〉〈7; 9〉 = 1 6 3 42 5 87 9�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ g = (2; 1; 5; 4; 3; 9; 8; 7; 6) ÂÕÄÅÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁAd g(�) = g�g−1 = 2 9 5 41 3 78 6 == 〈g(1); g(6); g(3); g(4)〉 · 〈g(2); g(5); g(8)〉 · 〈g(7); g(9)〉 = (3; 9; 7; 2; 4; 8; 1; 6; 5) :éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ ÓÅÂÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ × �ÒÉÍÅÒÅ (n◦ 3.2.1), ËÏÇÄÁ �ÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÌÉ ÞÉÓÌÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ �ÉËÌÏ×ÏÇÏÔÉ�Á: ÅÓÌÉ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ � ∈ Sn × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÉËÌÏ× É ÚÁ�ÉÓÁÔØÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÉÈ �ÉËÌÏ× �Ï ÓÔÒÏËÁÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÅÊ �ÉËÌÏ×ÏÊ ÔÉ� �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �, ÔÏ�ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ � Ë g�g−1 ÂÕÄÅÔ ÚÁËÌÀÞÁÔØÓÑ × �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ g ËÏ ×ÓÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÌÁÓÓ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ AdSn(�) �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, ÉÍÅÀ-ÝÉÈ ÔÏÔ ÖÅ �ÉËÌÏ×ÏÊ ÔÉ�, ÞÔÏ É �, É ÏÒÂÉÔÙ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù
Sn ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ � ×ÅÓÁ n. ïÒÂÉÔÁ AdSn(�), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÄÉÁ-ÇÒÁÍÍÅ � Ó m1 ÓÔÒÏËÁÍÉ ÄÌÉÎÙ 1, m2 ÓÔÒÏËÁÍÉ ÄÌÉÎÙ 2, . . . , mn ÓÔÒÏËÁÍÉ ÄÌÉÎÙ n ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ

|AdSn(�)| = n!z� = n!1m1 ·m1! · 2m2 ·m2! · · · · · nmn ·mn!�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, Á �ÅÎÔÁÌÉÚÁÔÏÒ C(�) ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÉÚ ÜÔÏÊ ÏÒÂÉÔÙ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ
|C(�)| = z� = 1m1 ·m1! · 2m2 ·m2! · · · · · nmn ·mn! = n∏�=1�m�m�!�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË.



§ 5. óÔÒÏÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕ��Ù É ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù. 35õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ g�g−1, ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ � = (�1; �2; : : : ; �n) ∈
Sn, ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ Ï�ÉÓÁÔØ ËÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÕÀ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g(i) ∈ {1; 2; : : : ; n} ×ÜÌÅÍÅÎÔ1 g(�i) .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÙ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ × ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÅ ÇÒÕ��Ù�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ G ⊂ Aut (X) , ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÇÏ ÏÄÎÕÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË × ÄÒÕÇÕÀ: ÅÓÌÉ y = g(x), ÔÏ Stab(y) = g · Stab(x) · g−1 .5.5.2.ðÒÉÍÅÒ: ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ × ÇÒÕ��ÁÈ ÆÉÇÕÒ. åÓÌÉ Ä×ÉÖÅÎÉÅ g �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÏÞËÉ A, B × ÔÏÞËÉ ó = g(A) ÉD = g(B), ÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ g�g−1, ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÅ Ë �Ï×ÏÒÏÔÕ � ×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ AB ÎÁ ÕÇÏÌ � �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊÓÔÒÅÌËÉ (ÅÓÌÉ ÓÍÏÔÒÅÔØ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ −−→AB), �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ �Ï×ÏÒÏÔ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ CD ÎÁ ÕÇÏÌ� �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ (ÅÓÌÉ ÓÍÏÔÒÅÔØ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ −−→óD), ËÏÇÄÁ Ä×ÉÖÅÎÉÅ g ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ,É ÎÁ ÕÇÏÌ −�, ËÏÇÄÁ g ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ g × ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��ÅÆÉÇÕÒÙ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÁÖÄÙÊ �Ï×ÏÒÏÔ � × �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÕÇÏÌ, ÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ�ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ g Ë ÏÓÉ �Ï×ÏÒÏÔÁ � .5.5.3. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ �ÒÉÍÅÒÙ �Ï-ËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ gHg−1 = H ÄÌÑ �ÏÄÇÒÕ��Ù H ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÇÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ G ⊂Aut (X) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ H �ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ� �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ËÏ ×ÓÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍ ÉÚ G × ÔÏÍÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × H ÉÍÅÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ËÁË-ÔÏ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏ ×ÅÄÕÝÅÅ ÓÅÂÑ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀË ËÁËÏÍÕ-ÌÉÂÏ ÎÁÂÏÒÕ ÔÏÞÅË x1; x2; : : : ; xm, ÔÏ × H ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ É �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÓÔÏÌØ ÖÅÓ�Å�ÉÁÌØÎÏ ×ÅÄÕÝÉÅ ÓÅÂÑ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ËÏ ×ÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ ÔÏÞÅË ×ÉÄÁ g(x1); g(x2); : : : ; g(xm) ÓÌÀÂÙÍÉ g ∈ G. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ × �ÒÉÍÅÒÅ (n◦ 5.3) �ÏÄÇÒÕ��Á H = Stab(1) ⊂ S4 ÎÅ ÂÙÌÁ ÉÎ-×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÄÁ×ÁÌÁÓØ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, �ÒÉ×ÑÚÁÎÎÙÍ Ë ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÞËÅ 1. óÏ�ÒÑÖÅÎÉÅÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÅÊ g = 〈1; 2〉 �ÅÒÅ×ÏÄÉÌÏ ×ÓÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÉÚ H × �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÔÅÍÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÎÏ ÕÖÅ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÔÏÞËÅ 2. îÁ�ÒÏÔÉ×, ÄÉÜÄÒÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á D2 ⊂ S4, ÓÏ-ÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË (1; 2; 3; 4) ; (2; 1; 4; 3) ; (3; 4; 1; 2) ; (4; 3; 2; 1) É Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑÑÄÒÏÍ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÁ S4 -- S3 ÉÚ (n◦ 4.1.2), ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀËÏ ×ÓÅÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ ÞÉÓÅÌ 1; 2; 3; 4, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É×ÓÅÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á (2; 2).õ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÏÄÇÒÕ��Á H ⊂ G ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ, × �ÒÏÓÔÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �ÏÍÏÇÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÇÅÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n◦ 5.2.2):õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÄÇÒÕ��Á H ⊂ G ÎÏÒÍÁÌØÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù G ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X, × ËÏÔÏÒÏÍ H ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ ×ÓÅÈ �ÒÅÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÊ, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÎÁ ÍÅÓÔÅ.5.6.ðÒÏÓÔÙÅ ÇÒÕ��Ù. çÒÕ��Á G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ �ÏÄ-ÇÒÕ��, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ {e} É G. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÌÀÂÁÑ ÇÒÕ��Á �ÒÏÓÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �ÒÏÓÔÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÏÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉËÁËÉÈ �ÏÄÇÒÕ�� ËÒÏÍÅ {e} É G. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÀ (n◦ 5.2.2) �ÒÏÓÔÏÔÁ ÇÒÕ��Ù G ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ G - G′ ÌÉÂÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÌÉÂÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ×ÓÀ ÇÒÕ��Õ G × ÅÄÉÎÉ�Õ e′ ∈ G′.ïÄÎÉÍ ÉÚ ËÒÕ�ÎÙÈ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ XX ×ÅËÁ ÂÙÌÏ ÓÏÚÄÁÎÉÅ �ÏÌÎÏÇÏ Ó�ÉÓËÁ ×ÓÅÈ ËÏ-ÎÅÞÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÇÒÕ��. ÷ ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÍÎÏÇÉÅ ÉÚ ÉÄÅÊ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÈÓÑ �ÒÉ �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ Ó�ÉÓËÁ, Á ÔÁËÖÅ ×ÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÇÒÕ��Ù ÍÏÖÎÏ �ÓÏÂÉÒÁÔØ�ÉÚ �ÒÏÓÔÙÈ. ïÄÎÁËÏ, ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÞÕÔØ �ÏÚÖÅ, Á �ÏËÁ ÞÔÏ ÍÙ ÚÁËÏÎÞÉÍ ÎÁÛÅ �ÅÒ×ÏÅ ÚÎÁËÏÍÓÔ×ÏÓ ÇÒÕ��ÁÍÉ ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÅÒÉÉ �ÒÏÓÔÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ��, ÉÇÒÁÀÝÅÊ ×ÁÖÎÕÀÒÏÌØ × ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.5.6.1.ðòåäìïöåîéå. úÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á A5 �ÒÏÓÔÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ H ⊳ A5. �ÏÇÄÁ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ g ∈ H × �ÏÄÇÒÕ��Õ H ×ÏÊÄÕÔ É×ÓÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ g × A5. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ g × �ÏÌÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å

S5 | ÜÔÏ ×ÓÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÔÏÇÏ ÖÅ �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á, ÞÔÏ É g (ÓÍ. �ÒÉÍÅÒ (n◦ 5.5.1)). �ÁË ËÁË g Þ£ÔÎÁ, Å£1�ÏÓËÏÌØËÕ g(i), ÔÁË ÖÅ ËÁË É i, �ÅÒÅÂÉÒÁÅÔ ÂÅÚ �Ï×ÔÏÒÏ× ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; 2; : : : ; n}, Ï�ÉÓÁÎÉÅg(i) 7−→ g(�i) �ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÈÕÖÅ� Ï�ÉÓÁÎÉÑ i 7−→ �i | ÏÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÅÇÏ ��ÅÒÅÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÍ� ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ g



36 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.�ÉËÌÏ×ÏÊ ÔÉ� �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ ×ÅÓÁ 5 Ó Þ£ÔÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÓÔÒÏË Þ£ÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ(ÓÍ. (n◦ 4.1.3)). ÷ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ 4 ÔÁËÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ;ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÉËÌÁÍ ÄÌÉÎÙ 5, �ÉËÌÁÍ ÄÌÉÎÙ 3, �ÁÒÁÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ É ÔÏ-ÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ. åÓÌÉ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ A5 Ó ÇÒÕ��ÏÊ ×ÒÁÝÅÎÉÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ(ÓÍ. �ÒÉÍÅÒ (n◦ 4.2.1)), ÔÏ ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÜÔÉ ËÌÁÓÓÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ËÁË �Ï×ÏÒÏÔÙ ÎÁ ÕÇÌÙ 2�k=5 ×Ï-ËÒÕÇ ÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, �Ï×ÏÒÏÔÙ ÎÁ ÕÇÌÙ ±2�=3 ×ÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ,�ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, É �Ï×ÏÒÏÔÙ ÎÁ 180◦ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅ-ÒÅÄÉÎÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ Ò£ÂÅÒ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÁÑ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ �ÁÒÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ A;BÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÅÒÅ×ÅÄÅÎÁ ×ÒÁÝÅÎÉÅÍ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ × ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ÔÁËÕÀ �ÁÒÕ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É × �ÁÒÕ B;A),×ÓÅ �Ï×ÏÒÏÔÙ ÎÁ ±2�=3 ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ × ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Å ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ×ÓÅ�ÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 3 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÉÎ ËÌÁÓÓ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ × S5, ÎÏ É × A5. ðÏ ÔÅÍ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÁÍÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ × A5 É ×ÓÅ �ÁÒÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ. á ×ÏÔ ×ÒÁÝÅÎÉÑ �ÑÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓ�ÁÄÁÀÔÓÑ ÎÁ Ä×Á ÒÁÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ: 12 ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ ×ÒÁÝÅÎÉÊ ÎÁ ÕÇÌÙ ±�=5 É 12ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ ×ÒÁÝÅÎÉÊ ÎÁ ÕÇÌÙ ±2�=5.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.12. îÅ �ÒÉÂÅÇÁÑ Ë ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÕ A5 Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, Á �ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÏÌØËÏÑ×ÎÙÍÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ × ÇÒÕ��Å �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË × ÓÔÉÌÅ �ÒÉÍÅÒÁ (n◦ 5.5.1), ÄÁÊÔÅ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Ï ÔÏÍÕ, ÞÔÏ × A5 ×ÓÅ �ÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 3, Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅ �ÁÒÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ, Á �ÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 5 ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Á ËÌÁÓÓÁ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ �Ï 12 ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× É ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÚ �ÉËÌÏ×, ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ 〈1; 2; 3; 4; 5〉, É �ÉËÌÏ×, ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ
〈2; 1; 3; 4; 5〉.éÔÁË, × ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕ��Å A5 ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ 5 ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ: ËÌÁÓÓ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÉÊ 1 ÜÌÅÍÅÎÔ, ËÌÁÓÓ �ÉËÌÏ× ÄÌÉÎÙ 3, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ 20 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÌÁÓÓ �ÁÒ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ,ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ 15 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É Ä×Á ËÌÁÓÓÁ �ÉËÌÏ× ÄÌÉÎÙ 5, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ �Ï 12 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÏÓËÏÌØËÕ e ∈ H,Á ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÏ× ÌÉÂÏ ×ÈÏÄÉÔ × H �ÅÌÉËÏÍ, ÌÉÂÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó H, �ÏÒÑÄÏË�ÏÄÇÒÕ��Ù H ÒÁ×ÅÎ

|H| = 1 + 12"1 + 12"2 + 20"3 + 15"4 ; (5-14)ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× "k ÒÁ×ÅÎ ÌÉÂÏ 1, ÌÉÂÏ 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ (n◦ 2.2.1)
|H| Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ |A5| = 3 · 4 · 5.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.13. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (5-14) ÄÅÌÉÔ 3 ·4 ·5 ÒÏ×ÎÏ × Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÑÈ: ËÏÇÄÁ×ÓÅ "k = 1 É ËÏÇÄÁ ×ÓÅ "k = 0�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù × A5 ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÀÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ É ×ÓÅÊ ÇÒÕ��ÏÊ A5,ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÇÒÕ��Ù An Ó n > 5 ÔÏÖÅ �ÒÏÓÔÙ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ. ÷ÌÏÖÉÔÅ An−1 × An ËÁË ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÓÉÍ×ÏÌÁ n, É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ-ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á × An ÏÂÑÚÁÎÁ ÉÍÅÔØ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó An−1 (Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ × An−1, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÍÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ Ï �ÒÏÓÔÏÔÅ An−1).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÏÄÇÒÕ��Õ ÉÎÄÅËÓÁ 2 × ÇÒÕ��Å×ÓÅÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÇÒÕ��Ù A5 .õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÓÑËÉÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ A5 �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ �ÉËÌ ÄÌÉÎÙ 5 × �ÉËÌ ÄÌÉÎÙ 5 É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ �ÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 5 × ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ �ÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 5.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.16∗. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ×ÎÅÛÎÉÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù S6.õËÁÚÁÎÉÅ. îÁÊÄÉÔÅ × S6 Ä×Á ÒÁÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÓÔÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É�Ï�ÙÔÁÊÔÅÓØ ��ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ� ÉÈ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ.



§6.ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ËÏÌØ�Á É �ÏÌÑ. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.6.1.ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ É ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ó×Ï£ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Ï Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÙ ÎÁÞÁÌÉÓ ÆÏÒÍÕÌ É ÓÔÒÕËÔÕÒ, ÏÔÎÏÓÉ×ÛÉÈÓÑ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ó ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÄÏÌÅÊ ÕÓÌÏ×ÎÏÓÔÉÜÔÕ ÞÁÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ,ËÏÔÏÒÁÑ × ÎÅÊ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ | ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ | ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ. ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ�ÏÚÎÁËÏÍÉÍÓÑ Ó ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ | ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ É ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ, ÇÌÁ×ÎÙÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÕÀ-ÝÉÍÉ ÌÉ�ÁÍÉ × ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂßÅËÔÙ ÔÉ�Á ÞÉÓÅÌ É ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ É �ÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÂÅ ÜÔÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ. ðÒÏÓÔÅÊ-ÛÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÞÉÓÅÌ É ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ |ÜÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ËÏÌØ�Á É �ÏÌÑ. ðÒÉÍÅÒÁÍÉ �ÏÌÅÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ �ÏÌÑ Q É R, Á �ÒÉÍÅ-ÒÁÍÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅ� | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Z, Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Z[x℄, Q[x℄ É R[x℄ Ó �ÅÌÙÍÉ,ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ É ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.ïÇÏ×ÏÒÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÄÅÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ �ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ� É �ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ� ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÉÓ-ËÕÓÓÔ×ÅÎÎÏ. íÙ ÕÖÅ ×ÉÄÅÌÉ × �ÒÉÍÅÒÅ (n◦ 4.4.4), ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÇÒÕ��Ù ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁËÇÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÒÑÍÏÊ. ÷ÁÖÎÅÊÛÉÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ï ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-ÎÙÈ ËÏÌØ�ÁÈ É �ÏÌÑÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ (ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÙ), ËÏÔÏÒÙÅ ÓÁÍÉ �Ï ÓÅÂÅ ÖÉ×ÕÔ × ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍ ÍÉÒÅ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÇÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ËÁË ÇÒÕ��Ù Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÞÁÓÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Õ×ÉÄÅÔØ ÔÁËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÙ �ÒÉ ÄÒÕÇÏÍ Å£ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ. �ÁË ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÊ É ÎÅËÏÍÍÕÔÁ-ÔÉ×ÎÙÊ ÍÉÒÙ ÔÅÓÎÏ �ÅÒÅ�ÌÅÔÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ.óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÄÁÌÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÁÌÉÚÕÀÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÞÉÓÅÌ.6.2.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÏÌÑ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ Î£Í ÚÁÄÁÎÙ Ä×Å Ï�ÅÒÁ�ÉÉ
F× F - F :ÓÌÏÖÅÎÉÅ (a; b) 7−→ a+ b É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (a; b) 7−→ ab ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:1) ÁËÓÉÏÍÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑÁ) ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ (�ÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ): a+ b = b+ a ∀ a; b∈FÂ) ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ (ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ): a+ (b+ 
) = (a+ b) + 
 ∀ a; b; 
∈F×) ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ÎÕÌÑ): ∃ 0∈F : a+ 0 = a ∀ a∈FÇ) ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÇÏ: ∀ a∈F ∃ (−a)∈F : a+ (−a) = 02) ÁËÓÉÏÍÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÁ) ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ: ab = ba ∀ a; b∈FÂ) ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ: a(b
) = (ab)
 ∀ a; b; 
∈F×) ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ÅÄÉÎÉ�Ù): ∃ 1∈F : a · 1 = a ∀ a∈FÇ) ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ: ∀ a∈F; a 6= 0 ∃ a−1∈F : a · a−1= 13) ÁËÓÉÏÍÁ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔÉ (ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ): a(b+ 
) = ab+ a
 ∀ a; b∈F4) ÁËÓÉÏÍÁ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÓÔÉ: 0 6= 1ðÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ ÁËÓÉÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÔ, ÞÔÏ ×Ó£ �ÏÌÅ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÓÌÏÖÅÎÉÑ1, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F∗ def= F r {0} ×ÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ F �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ1ÇÒÕ��Ï×ÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ × ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ;ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÓÌÕÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ 0 (× ÁÄÄÉÔ×ÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ),ÁÄÄÉÔ×ÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍÉ; ÎÏ×ÙÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙÏÔÌÉÞÁÔØ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕ��Ï×ÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÏÔ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ × ËÏÔÏÒÏÊÓÌÕÖÉÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ; ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕ�� (�ÅÄÉÎÉ�Á�, �ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ�) ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÌÑÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ 37



38 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ðÏÓÌÅÄÎÉÅ Ä×Å ÁËÓÉÏÍÙ ÒÅÇÕÌÉÒÕÀÔ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ×ÉÄÅÌÉ × (n◦ 4.3), ÉÚ ÁËÓÉÏÍ ÇÒÕ��Ù ×ÙÔÅËÁÅÔ,ÞÔÏ ÅÄÉÎÉ�Á É ÎÕÌØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙ, Á �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ É ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ −a É a−1 Ë ÄÁÎÎÏÍÕÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ F ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �Ï a.éÚ ÁËÓÉÏÍ �ÏÌÑ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÕÀÔ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÒÕÇÉÅ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÏÖÉÄÁÅÍÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÄÅÊÓÔ×ÉÊ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ �ÏÌÅ F ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ F ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 0 · Á = 0 É(−1) ·a = (−a) (�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÁÑ a ÎÁ ÞÉÓÌÏ, �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÅ ÅÄÉÎÉ�Å, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍÞÉÓÌÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÅ a, ÞÅÇÏ a priori ÎÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ; ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÇÌÑÄÅÔØ × ÓÎÏÓËÅ (1)).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ Á 6= 0 × ÁËÓÉÏÍÅ (2Ç) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÁÞÅ ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÂÙ1 = 0 · 0−1 = 0, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÁËÓÉÏÍÅ2.ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ �ÏÌÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅ F2, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× 0 É 1, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ 0 + 1 =1 · 1 = 1, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ (×ËÌÀÞÁÑ 1 + 1 = 0). üÌÅÍÅÎÔÙÜÔÏÇÏ �ÏÌÑ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË �ÌÏÖØ� É �ÉÓÔÉÎÕ�, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ�ÒÅ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, × ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ �ÉÓËÌÀÞÁÀÝÅÅ ÉÌÉ� É �É�. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÆÏÒÍÕÌÙ É ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ × �ÏÌÅ F2 | ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÁÌÇÅÂÒÏÊ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ�.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.2. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ F2 ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ É ÎÁ�ÉÛÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x, ÒÁ×ÎÙÊ�ÎÅ x�, Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x É y, ÒÁ×ÎÙÊ �x ÉÌÉ3 y�.ðÒÉÍÅÒÏÍ �ÏÌÑ, �ÏÓÌÕÖÉ×ÛÉÍ �ÅÒ×ÏÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÄÌÑ ××ÅÄÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ �ÏÎÑÔÉÑ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅ ÒÁ-�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ×ÙÒÁ-ÖÅÎÉÊ ×ÉÄÁ p=q Ó p; q ∈ Z É q 6= 0, ÇÄÅ Ä×Á ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ p=q É r=s ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ps = qr × Z. óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉpq + rs = ps+ qrqs ; pq · rs = prqs (6-1)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.3. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙ (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ×ËÌÁÓÓÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ) É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ �ÏÌÑ.âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ �ÏÌÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R. õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R ÉÍÅÅÔ-ÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ4. íÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÚÎÁËÏÍ Ó ÜÔÉÍÉÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ É �ÏÎÉÍÁÅÔ, �ÏÞÅÍÕ ÏÎÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁËÏÅ ÂÙ ÉÚÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ, ÚÁÄÁÎÉÅ ÎÁ R Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÔÒÅ-ÂÕÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÅÒØ£ÚÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ, É �ÒÏ×ÅÒËÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÁËÓÉÏÍ �ÏÌÑ ÄÌÑ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÅÏÒÅÍ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÁÎÁÌÉÚÁ. íÙ �ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌØÚÎÁÅÔ ÜÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ.6.3.ðÏÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ R2 Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ OXY Ó ÎÁÞÁ-ÌÏÍ × ÔÏÞËÅ ï = (0; 0) É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏÓÑÍÉ OX É OY , ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ ×ÄÏÌØ ×ÅËÔÏÒÏ× (1; 0)É (0; 1), ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ 1 é i (ÓÍ. ÒÉÓ. 6⋄1). �ÏÞËÉ z ÜÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, Á ÓÁÍÕ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C.ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x; y) ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Re (z) = x, Im (z) = y É ÎÁÚÙ-×ÁÀÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÑÍÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ëÁÖÄÏÍÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕz ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ x · 1+ y · i | ÜÔÏ ×ÅËÔÏÒ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ÔÏÞËÅ O É ËÏÎ�ÏÍ1 ÒÅÛÅÎÉÅ:ÏÂÏÚÎÁÞÁÑÁ·0ÞÅÒÅÚb,ÂÕÄÅÍÉÍÅÔØb+a=a·0+a=a·0+a·1=a(0+1)=a·1=a;�ÒÉÂÁ×ÌÑÑËÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍÜÔÏÇÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Á(−Á),�ÏÌÕÞÁÅÍb=0;ÎÁËÏÎÅ�,(−1)·a+a=(−1)·a+1·a=((−1)+1)·a=0·a=0, ÏÔËÕÄÁ(−1)·a=−a2ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÁËÓÉÏÍÁ (4) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÀ F 6= {0} : �ÒÉ 0 = 1 ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÂÙ ∀ a∈F a = a ·1 = a ·0 = 03ÚÄÅÓØ ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ �ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÀÝÅÅ ÉÌÉ�, Ô. Å. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÏÌÖÅÎ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁ×ÎÁ 14ÔÒÉ ÎÁÉÂÏÌÅÅ Õ�ÏÔÒÅÂÉÔÅÌØÎÙÈ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ (ÉÌÉ �ÒÉ×ÑÚÁÎÎÙÈ Ë ÌÀÂÏÊÄÒÕÇÏÊ �ÏÚÉ�ÉÏÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ä×ÏÉÞÎÙÈ) ÄÒÏÂÅÊ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÄÅËÉÎÄÏ×ÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á Q, Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ



§ 6. ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ËÏÌØ�Á É �ÏÌÑ. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. 39× ÔÏÞËÅ z, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÅÍ ÖÅ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ z, ÞÔÏ É ÓÁÍÕ ÔÏÞËÕ. �ÏÞËÅ O = (0; 0)�ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ 0.
X

Y

O

S1 = {(x, y) | x2 + y2 = 1}

z = x · 1 + y · i

z−1

i

1

α

−α

x = Re(z)

y = Im(z)

|z| =
√

x2 + y2

Arg(z) = α + 2πk , k ∈ Z

∣∣z−1
∣∣ =

1

|z| , Arg
(
z−1

)
= −α + 2πk , k ∈ Z6⋄1. áÔÒÉÂÕÔÙ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z = x · 1 + y · i.ëÁÖÄÙÊ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ z = x·1+y ·i ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ |z| = √x2 + y2 , ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÍÏÄÕÌÅÍÞÉÓÌÁ z, É ÁÒÇÕÍÅÎÔ Arg (z) def= {� + 2�k | k ∈ Z} ⊂ R , �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈÕÇÌÏ×1, �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏ×ÍÅÝÁÅÔ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÓÉ OX Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÁz (×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÕÇÌÙ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÌÎÙÈ ÏÂÏÒÏÔÏ× É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ�ÏÄÇÒÕ��Ù 2�Z ⊂ R ÉÚ �ÒÉÍÅÒÁ (n◦ 5.1.6)).
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b

a

b

a +
b =

b +
a

a c

b

(a + b) + c = a + (b + c)

b +
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a +
b

6⋄2. ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ É ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ×.óÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÉÍ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÏ×:ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË z1 É z2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ, ÒÁÄÉÕÓ ×ÅËÔÏÒ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ z1+z2 ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÏ× ÔÏÞÅË z1 É z2. ÷ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÜÔÏ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ(x1 · 1 + y1 · i) + (x2 · 1 + y2 · i) = (x1 + x2) · 1 + (y1 + y2) · i :óÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ×, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ É ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏ (ÓÍ. ÒÉÓ. 6⋄2), ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅÊ-ÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ z = 0, É Õ ×ÓÑËÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÅÓÔØ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ.1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÕÇÌÙ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÉÚÍÅÒÑÀÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ (ÓÒ. Ó �ÒÉÍÅÒÏÍ (n◦ 5.1.6)), Á ÉÍÅÎÎÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÌÕÞÁ OZ Ó ÏÓØÀ OX �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁ×ÅÎ ÄÌÉÎÅ �ÕÔÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÄÏ �ÒÏÊÔÉ �Ï ÅÄÉÎÉÞ-ÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ï ÏÔ ÔÏÞËÉ Å£ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÌÕÞ£Í OX ÄÏ ÔÏÞËÉ Å£ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÌÕÞ£Í OZ,�ÒÉÞ£Í ÄÌÉÎÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ �+�, ÅÓÌÉ Ä×ÉÖÅÎÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, É ÓÏ ÚÎÁËÏÍ �−�, ÅÓ-ÌÉ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ; ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÄÕÇÁ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ | ÏÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÀÂÏÇÏ�ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÂÏÒÏÔÏ×; �ÏÜÔÏÍÕ ÕÇÏÌ ÎÅ ÅÓÔØ ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÏ �ÅÌÏÅ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ Ó ÒÁÚÎÏÓÔØÀ 2�; ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ �ÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØArg (∡XOZ) = {� + 2�k | k ∈ Z}, ÇÄÅ � | ËÁËÏÅ-ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÕÇÌÁ, É ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ ÌÕÞÁ OZ (×ÓÔÁÒÉÎÕ ÓËÁÚÁÌÉ ÂÙ, ÞÔÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ ÌÕÞÁ OZ, Á ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÑÄÒÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÏ×ÏÀ �ÒÑÍÏÀ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × �ÒÉÍÅÒÅ(n◦ 5.1.6))



40 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z1 É z2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ z1z2, ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ ËÏÔÏÒÏÇÏÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ
|z1z2| def= |z1| · |z2| ; Arg (z1z2) def= Arg (z1) + Arg (z2) (6-2)(ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÈ ÍÏÄÕÌÉ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ, Á ÁÒÇÕÍÅÎÔÙÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ). üÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ É ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏ. åÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍÄÌÑ ÎÅÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ 1 ∈ C (ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ ÏÓÉ OX), Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ 0 · z = 0 ∀ z ∈ C . ïÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ zÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ z−1 Ó

|z−1| = 1=|z| ; Arg (z−1) = −Arg (z) (6-3)(ÓÍ. ÒÉÓ. 6⋄1). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÖÅÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕ��Õ.ìÅ×ÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÍ. n◦ 4.4.1)ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ: ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a ∈ C�a : C z 7→az
- C�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ �Ï×ÏÒÏÔÎÕÀ ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ1 �ÌÏÓËÏÓÔÉ C ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁÕÇÏÌ Arg (a) Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ |a|. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÑ ÍÅÖÄÕ ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔÎÕÌÑ ÔÏÞËÁÍÉ a ∈ C É �Ï×ÏÒÏÔÎÙÍÉ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ. üÔÁ ÂÉÅË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕ�� | ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ�Ï×ÏÒÏÔÎÙÈ ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ �a É �b ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ �Ï×ÏÒÏÔÎÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ �ab (ÇÄÅ �ÏÄ ab �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÏÅ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (6-2)) Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ |a||b| ÎÁ ÕÇÏÌArg (a) + Arg (b).6.3.1.ðòåäìïöåîéå. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÌÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ×ÓÅÈ Ó×ÏÊÓÔ× �ÏÌÑ ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØ (3). îÁ ÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÆÏÒÍÕÌÁ a(b + 
) = ab + a
 �ÅÒÅ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË �a(b + 
) = �a(b) + �a(
) É ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ �Ï×ÏÒÏÔÎÙÅ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÉÌÉ | ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ | ÞÔÏ ÌÀ-ÂÁÑ �Ï×ÏÒÏÔÎÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ �a �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ × �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ. îÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË,�ÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÑËÉÊ �Ï×ÏÒÏÔ É ×ÓÑËÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ × �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ. �6.3.2.áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÓØOX × �ÏÌÅ C ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó �ÏÌÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R | ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÓÉ OX, × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍÞÉÓÅÌ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÒÑÍÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ z = x · 1 + y · i ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÁ z�Ï ÂÁÚÉÓÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÁÍ 1 = (1; 0) É i = (0; 1) Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ x = Re (z)É y = Im (z) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ × �ÏÌÅ C | ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅÍÏÇÕÔ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ ËÁË ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. óÌÅÄÕÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÔÒÁÄÉ�ÉÉÏ�ÕÓËÁÔØ ÚÎÁËÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ, ÆÏÒÍÕÌÕ z = x·1+y ·i ÏÂÙÞÎÏ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÄÏ z = x+ iy.ðÏÌØÚÕÑÓØ ÁËÓÉÏÍÏÊ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ i2 = −1, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z1 = x1 + iy1 É z2 = x2 + iy2, ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ ÎÁÍÉÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (6-2), �Ï ÏÂÙÞÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË:z1z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2) = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1) : (6-4)ïÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÞÉÓÌÕ z = x+ iy ÞÉÓÌÏ z−1 ÔÁË ÖÅ ÌÅÇËÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ x É y:z−1 = 1x+ iy = x− iy(x+ iy)(x− iy) = x− iyx2 + y2 = x

|z|2 − iy
|z|2 ; (6-5)1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �Ï×ÏÒÏÔÎÏÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ O ÎÁ ÕÇÏÌ � Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ % > 0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ �Ï×ÏÒÏÔÁ ÎÁ ÕÇÏÌ � ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ O É ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ × % ÒÁÚ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ O (�ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó �Ï×ÏÒÏÔÁÍÉ, ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ, × ËÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÜÔÁ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ)



§ 6. ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ËÏÌØ�Á É �ÏÌÑ. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. 41ÏÔËÕÄÁ Re (z−1) = Re (z)=|z|2 É Im (z−1) = −Im (z)=|z|2. þÉÓÌÏ z def= x−iy ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍ Ë ÞÉÓÌÕ z = x+ iy. ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ z−1 = z=|z|2. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ
C

z 7→z
- C�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ OX. óÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÏÌÑ C, Ô. Å.

∀ z∈C z = z É ∀ z1; z2 ∈ C z1 + z2 = z1 + z2, z1z2 = z1z2 .6.3.3.ðÒÉÍÅÒ: ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁz1 = 
os'1 + i sin'1 ; z2 = 
os'2 + i sin'2 ;ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S1 = {z : |z| = 1}. �ÏÇÄÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ z1z2 , ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÏÅ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(6-2) É ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÏÅ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (6-4) , ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ
os('1 + '2) + i sin('1 + '2) = z1z2 = (
os'1 
os'2 − sin'1 sin'2)+ i(
os'1 sin'2 + sin'1 
os'2) ;ÏÔËÕÄÁ 
os('1 + '2) = 
os'1 
os'2 − sin'1 sin'2 É sin('1 + '2) = 
os'1 sin'2 + sin'1 
os'2 . �ÅÍ ÓÁ-ÍÙÍ, ÎÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÜÔÉÆÏÒÍÕÌÙ, ÎÏ É ×Ó£ ËÁÚÕÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÚÏÂÉÌÉÅ ÆÏÒÍÕÌ ÛËÏÌØÎÏÊ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÉ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÂÅÓ-ÆÏÒÍÅÎÎÙÊ ÛÌÅÊÆ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ ÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÌÅ É×ÙÞÉÓÌÑÔØ Ó ÎÉÍÉ ÍÏÖÎÏ �Ï ÏÂÙÞÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ �ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË�.÷ÏÔ ÅÝ£ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ z = 
os' + i sin'. �ÏÇÄÁ zn = 
os(n') + i sin(n') ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ,ÒÁÓËÒÙ×ÁÑ ÓËÏÂËÉ × (
os'+ i sin')n �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (1-9) ÉÚ §1. íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
os(n') + i sin(n') == 
osn'+ i(n1) 
osn−1' sin'−
(n2) 
osn−2' sin2'− i(n3) 
osn−3' sin3'+ · · · == ((n0) 
osn'−

(n2) 
osn−2' sin2'+(n4) 
osn−4' sin4'− · · ·
)++ i · ((n1) 
osn−1' sin'−

(n3) 
osn−3' sin3'+(n5) 
osn−5' sin5'− · · ·
)ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ËÒÁÔÎÙÈ ÕÇÌÏ×:
os(n') = (n0) 
osn'−

(n2) 
osn−2' sin2'+(n4) 
osn−4' sin4'− · · ·sin(n') = (n1) 
osn−1' sin'−
(n3) 
osn−3' sin3'+(n5) 
osn−5' sin5'− · · ·õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ n ÆÕÎË�ÉÑ sin(n')= sin' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ sin2'.îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÓÔÅ�ÅÎØ, ËÏÒÎÉ É ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ. ÷Ù�ÉÛÉÔÅ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ñ×ÎÏ ÄÌÑ n = 3 Én = 5. îÁËÏÎÅ�, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ n ÔÏÖÄÅÓÔ×Ïsin(n')sin' = (−4)n−12 n−12∏�=1 (sin2'− sin2 2��n )6.3.4.ðÒÉÍÅÒ: ËÏÒÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ zn = a. òÅÛÉÍ × �ÏÌÅ C ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ zn = 1. óÒÁ×ÎÉ×ÁÑÍÏÄÕÌÉ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ |zn| = |z|n = 1, ÏÔËÕÄÁ |z| = 1 . ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ ' ÕÇÏÌ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÁ z Ó ÏÓØÀ OX É ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍn' ∈ Arg (1) = {2�k | k ∈ Z} ;ÏÔËÕÄÁ ' ∈ {2�k=n | k ∈ Z} . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ zn = 1 ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ n ËÏÒÎÅÊ z0; z1; : : : ; zn−1,ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ×�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÁË,ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ z0 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÔÏÞËÅ 1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 6⋄3, ÇÄÅ n = 5; 6):zk = 
os(2�k=n) + i sin(2�k=n) ; ÇÄÅ k = 0; 1; : : : ; (n− 1) :
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X

Y

O z0 = z5

1
= 1

z1 = cos
(

2π

5

)
+ i sin

(
2π

5

)

z2 = z2

1
= z−1

3

z3 = z3

1
= z−1

2

z4 = z4

1
= z−1

1

X

Y

O z0 = z6

1
= 1

z1 = cos
(

π

3

)
+ i sin

(
π

3

)
z2 = z2

1
= z−1

4

z2 = z3

1
= −1

z4 = z4

1
= z−1

2
z5 = z5

1
= z−1

16⋄3. ëÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ z5 = 1 É z6 = 1.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕ��Õ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.üÔÁ ÇÒÕ��Á ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ���n É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ ËÏÒÎÅÊ n-ÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ 1. íÙ ÕÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÎÅÀ× �ÒÉÍÅÒÁÈ (n◦ 2.1.2), (n◦ 2.2.2) É (n◦ 5.1.7). ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ËÏÒÅÎØ z1 = 
os(2�=n) + i sin(2�=n). �ÏÇÄÁ zk = zk1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ k = 0; 1; : : : ; (n − 1) . ïÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÇÒÕ��Ù���n ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù. îÁ ÒÉÓ. 6⋄3 ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ 1ËÏÒÎÑ �ÑÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ, Á ÓÒÅÄÉ ËÏÒÎÅÊ 6-ÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù�ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ z1 É z5 = z−11 .íÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ n-ÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ 1 É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ, ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÄÅÌÅÎÉÑ ËÒÕÇÁ ÎÁ n ÞÁÓÔÅÊ (ÉÌÉ n-ÔÙÍ �ÉËÌÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ). îÁ�ÒÉÍÅÒ,�ÑÔÙÊ É ÛÅÓÔÏÊ �ÉËÌÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÒÁ×ÎÙf5(z) = (z − z1)(z − z2)(z − z3)(z − z4) = z4 + z3 + z2 + z + 1f6(z) = (z − z1)(z − z4) = z2 − z + 1 :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.5∗. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ n ∈ N �ÉËÌÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ fn(z) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ-×ÏÄÉÍÙÍ1 ÎÁÄ Q ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ '(n) (ÇÄÅ '(n) | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ n É ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ Ó n).ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ: üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ �ÏÌÅÚÎÙÍÉ ÆÁËÔÁÍÉ Ï �ÉËÌÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ (×ËÌÀÞÁÑÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ Ñ×ÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ÎÉÈ) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × �ÚÁÄÁÞÁÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏ×� × ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÌÉÓÔËÅ 6 12 .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.6. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ sin(2�=5) É 
os(2�=5) × ÒÁÄÉËÁÌÁÈ ÏÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.ðÏÄÓËÁÚËÁ: ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÛÉÔØ × ÒÁÄÉËÁÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÅÌÅÎÉÑ ËÒÕÇÁ z4+ z3+ z2+ z+1 = 0, ËÏÔÏÒÏÅÓ×ÏÄÉÔÓÑ Ë Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÎÁ z2 É ÚÁÍÅÎÏÊ t = z + z−1.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ zn = a. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ËÁË É ×ÙÛÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍ
|z| = n√|a| ; n' ∈ Arg (a) = {�+ 2�k | k ∈ Z} ;ÇÄÅ � | ÕÇÏÌ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÁ a Ó ÏÓØÀ OX. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ' ∈

{ �n + 2�kn ∣∣ k ∈ Z
} , Ô. Å. ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑzn = a ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ×�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ n√|a| Ó�ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ ÔÁË, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ �=n Ë ÏÓÉ OX.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.7. ñ×ÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ É ÍÎÉÍÙÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÒÎÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ z2 = aÞÅÒÅÚ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÌÁ a �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÞÅÔÙÒ£È ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÉÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.6.4.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á. íÎÏÖÅÓÔ×Ï K Ó Ä×ÕÍÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÉÍÉ ×ÓÅÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ �ÏÌÑ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ,ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ. åÓÌÉ, ËÒÏÍÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔ-ÎÏÇÏ, ÉÚ Ó�ÉÓËÁ ÁËÓÉÏÍ �ÏÌÑ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÅÝ£ ÁËÓÉÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù, Á Ó ÎÅÀ É ÁËÓÉÏÍÕ0 6= 1, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÏÓÔÁ×ÛÉÍÓÑ ÁËÓÉÏÍÁÍ, ÂÕÄÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏ ËÏÍ-ÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ. íÏÄÅÌØÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ ËÏÌÅ� Ó ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ �ÏÌÑÍÉ | ÜÔÏËÏÌØ�Ï �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z, Á ÔÁËÖÅ ËÏÌØ�Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ËÏÍÍÕ-ÔÁÔÉ×ÎÏÍ ËÏÌØ�Å Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ. ðÒÉÍÅÒÙ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅ� ÂÅÚ ÅÄÉÎÉ�Ù ÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ Þ£ÔÎÙÅ1Ô. Å. ÎÅ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÀÝÉÍÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ



§ 6. ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ËÏÌØ�Á É �ÏÌÑ. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. 43�ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó Þ£ÔÎÙÍÉ �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ Ó×ÏÂÏÄ-ÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ É ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × ÌÀÂÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍ ËÏÌØ�Å.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÉÚ Õ�Ò. 6.1 ÏÓÔÁÀÔÓÑ × ÓÉÌÅ × ÌÀÂÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍ ËÏÌØ�Å ÓÅÄÉÎÉ�ÅÊ.ëÁË Ñ×ÓÔ×ÕÅÔ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÏÔÌÉÞÉÅÍ ËÏÌÅ� ÏÔ �ÏÌÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØ�Á ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë ÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. üÌÅÍÅÎÔa ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ × ÜÔÏÍ ËÏÌØ�Å ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔa−1, ÞÔÏ a−1a = 1. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÍ. �ÁË, × ËÏÌØ�Å ZÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ 1 É −1. ÷ ËÏÌØ�Å Q[x℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�Å-ÎÉ ÎÕÌØ). ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ b, ÅÓÌÉ × ËÏÌØ�Å ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÜÌÅÍÅÎÔ q, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ a = bq. üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË b|a (ÞÉÔÁÅÔÓÑ �b ÄÅÌÉÔ a�)ÉÌÉ ËÁË a ... b (ÞÉÔÁÅÔÓÑ �a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b�).6.4.1.ðÒÉÍÅÒ: ÇÁÕÓÓÏ×Ù �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × �ÏÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
Z[i℄ def= {z = x+ iy | x; y;∈ Z} :þÉÓÌÁ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ × ÔÏÞËÁÈ Ó �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔÁÍÉ É ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÁÕÓÓÏ×ÙÍÉ �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. ïÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ÷ Z[i℄ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ 4 ÏÂÒÁÔÉÍÙÈÜÌÅÍÅÎÔÁ: ±1 É ±i.ëÏÌØ�Ï Z[i℄ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ × ÜÔÏÍ ËÏÌØ�Å ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÏÑÓÎÑÀÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÎÕÌØ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÖÅ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×).ó×ÑÚÁÎÏ ÜÔÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ x2 + y2 ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ Z[i℄ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ: x2+y2 = (x+iy)(x−iy), É ÚÁÄÁÞÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙË×ÁÄÒÁÔÏ× Ä×ÕÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÁËÜÌÅÍÅÎÔÁ Z[i℄) × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÝÉÈ × Z[i℄. ïÔÓÀÄÁÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ m = m1m2, ÏÂÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ × ËÏÔÏÒÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ × ×ÉÄÅÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×:m1 = a21 + b21 = (a1 + ib1)(a1 − ib1) = z1z1 ; m2 = a22 + b22 = (a2 + ib2)(a2 − ib2) = z2z2 ;ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×:m = z1z2 · z1z2 = |z1z2|2 = (a1b1 − a2b2)2 + (a1b2 + a2b1)2 :åÓÌÉ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ËÏÌØ�Á Z[i℄ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ(ÞÔÏ ×ÓËÏÒÅ ÂÕÄÅÔ ÎÁÍÉ ÓÄÅÌÁÎÏ), ÔÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ó×ÅÄ£Ô ÚÁÄÁÞÕ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ × ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× Ë ×Ï�ÒÏÓÕ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÓÔÁÀÔÓÑ�ÒÏÓÔÙÍÉ × Z[i℄, Á ËÁËÉÅ ÎÁÞÉÎÁÀÔ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÔØÓÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. íÙ ÅÝ£ ×ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ×�ÒÉÍÅÒÅ1 (n◦ 10.3.8).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ n ∈ N × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× �ÅÌÙÈÞÉÓÅÌ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÉÍÅÌÏ ×ÉÄ n = p1 ·p2 · · · · ·ps ·k2 , ÇÄÅ k ∈ Z| ÌÀÂÏÅ,Á p1; p2; : : : ; ps | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.10∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÏÅ p ∈ N ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈË×ÁÄÒÁÔÏ×, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÏÓÔÁÔÏË 1 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 4.6.5.çÏÍÏÍÒÆÉÚÍÙ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÌÅ� A '

- B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ�ÁÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1; a2 ∈ A × ËÏÌØ�Å B ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:f(a1 + a2) = f(a1) + f(a2)f(a1a2) = f(a1)f(a2) : (6-6)1ÌÀÂÏÚÎÁÔÅÌØÎÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ ËÎÉÖËÅ: ë. áÊÜÒÌÅÎÄ, í. òÏÕÚÅÎ. ëÌÁÓ-ÓÉÞÅÓËÏÅ ××ÅÄÅÎÉÅ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÞÉÓÅÌ. í., �íÉÒ�, 1987 (ÉÌÉ ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅ), ÇÄÅ ÎÁÊÄ£Ô ËÁËÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÉÓÔÏÒÉÉ, ÔÁË É ÒÁÚÎÙÅ ÄÒÕÇÉÅ ÉÚÑÝÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ÇÁÕÓÓÏ×ÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ



44 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ (ÉÌÉ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ) ÇÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ A × ÎÕÌØ ËÏÌØ�Á B.ìÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅ�, ÂÕÄÕÞÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕ��, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ×ÓÅÍÉ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍÉ, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÍÉ ÎÁÍÉ × (n◦ 5.1). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (6-6) Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ '(0) = 0 É ∀ a∈A '(−a) = −'(a).ïÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅ� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄËÏÌØ�ÏÍ × B. ðÒÏÏÂÒÁÚ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁker(') def= '−1(0) = {a ∈ A | '(a) = 0}ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅ�. ñÄÒÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄËÏÌØ�ÏÍ × A É ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a ∈ ker(') ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁËÖÅ É ×ÓÅ ËÒÁÔÎÙÅ ÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ab (
 ÌÀÂÙÍÉ b ∈ A) :'(a) = 0 ⇒ ∀ b∈A '(ab) = '(a)'(b) = 0 :ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × (n◦ 5.1), �ÒÏÏÂÒÁÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ '(a) ∈ im (') Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÍÅÖÎÙÍËÌÁÓÓÏÍ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ker(') ⊂ A:'−1 ('(a)) = a+ ker(') = {b ∈ A | b− a ∈ ker(')} :éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ a; b ∈ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔËÏÌØ�Á B , ËÏÇÄÁ a− b ∈ ker(') :'(a) = ' (b) ⇐⇒ ' (b− a) = ' (b)− '(a) = 0 :÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅ� ÂÙÌ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ,ÞÔÏÂÙ ker(' = {0} (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ' ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ).6.5.1.ðòåäìïöåîéå. ìÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ �ÏÌÑ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ '(a) = 0 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ a 6= 0, ÔÏ ∀ b∈A ' (b) = ' (ba−1a) = ' (ba−1)'(a) = 0 .ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ �ÏÌÑ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ. �



§7.ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ É ×ÙÞÅÔÙ.7.1.ëÏÌØ�Ï ×ÙÞÅÔÏ× Z=(n). üÌÅÍÅÎÔÏÍ ÜÔÏÇÏ ËÏÌØ�Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀn, Ô. Å. �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × Z, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÅ ×ÓÅÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÄÁÀÝÉÍÉ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n. íÙ ÕÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ËÌÁÓÓÁÍÉ ×ÙÞÅÔÏ× × �ÒÉÍÅÒÅ (n◦ 5.1.7), ÇÄÅ ÏÎÉ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉ-ÒÏ×ÁÌÉÓØ ËÁË ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù Z �Ï �ÏÄÇÒÕ��Å (n) = {nk | k ∈ Z}, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊÉÚ ÞÉÓÅÌ, ËÒÁÔÎÙÈ n . ÷ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ n ÔÁËÉÈ ËÌÁÓÓÏ×, ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ nÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÏÓÔÁÔËÁÍ:[0℄n; [1℄n; : : : ; [(n− 1)℄n ; ÇÄÅ [a℄n = a (mod n) = a+ (n) = {a+ kn | k ∈ Z} :óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× ×ÙÞÅÔÏ× ÚÁÄÁ£ÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌÁÍÉ:[a℄ + [b℄ def= [a+ b℄ ; [a℄ · [b℄ def= [ab℄ : (7-1)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.1. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (Ô. Å. ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ËÌÁÓÓÏ× [a + b℄ É [ab℄ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ a ∈ [a℄ É b ∈ [b℄), Á ÔÁËÖÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ × Z=(n) ×ÓÅÈ ÁËÓÉÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏËÏÌØ�Á.îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ × ËÌÁÓÓÅ ÉÎÏ-ÇÄÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÏÔÕÀÓÔÅ�ÅÎØ ËÌÁÓÓÁ 2007 (mod 2008) ÎÅÔ ÎÕÖÄÙ ×ÏÚ×ÏÄÉÔØ × 100-À ÓÔÅ�ÅÎØ ÞÉÓÌÏ 2007, �ÏÓËÏÌØËÕ[2007℄2008 = [−1℄2008 É ÓÏÇÌÁÓÎÏ Õ�Ò. 7.1 ÍÙ ÉÍÅÅÍ 2007100 ≡ (−1)100 ≡ 1 (mod 2008).7.2.äÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ É ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÙ. ÷ ËÏÌØ�ÁÈ Z=(n) ÍÙ ÓÔÁÌËÉ×ÁÅÍÓÑ Ó ÒÑÄÏÍ Ñ×ÌÅÎÉÊ,ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÎÁÂÌÀÄÁÀÔÓÑ ÎÉ × �ÏÌÑÈ, ÎÉ × ËÏÌØ�Å �ÅÌÙÈ (ÉÌÉ ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ �ÅÌÙÈ) ÞÉÓÅÌ. �ÁË, ×ËÏÌØ�Å Z=(10) �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× [2℄ É [5℄ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, ÈÏÔÑ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ,Á × ËÏÌØ�Å Z=(27) ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÌÁÓÓ [3℄ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ËÕÂ [3℄3 = [27℄ = [0℄.îÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ËÏÌØ�Á K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÅÓÌÉ ab = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ b ∈ K. îÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ËÏÌØ�Á K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÏÍ, ÅÓÌÉ an = 0 ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ∈ N. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ.ëÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÌÏÓÔÎÙÍ. ëÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÂÅÚ ÎÉÌØ-�ÏÔÅÎÔÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÍ. ÷ÓÑËÏÅ �ÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.2. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÔÁÂÌÉ�Ù ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × ËÏÌØ�ÁÈ Z=(n) ÄÌÑ n = 3; 4; 5; 6; 7; 8. îÁÊ-ÄÉÔÅ × ÜÔÉÈ ËÏÌØ�ÁÈ ×ÓÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ, ×ÓÅ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÙ, É ×ÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. äÌÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÏÓÔÁ×ØÔÅ ÔÁÂÌÉ�Õ ÏÂÒÁÔÎÙÈ. ëÁËÉÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÏÌÅ� Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÑÍÉ?îÁÌÉÞÉÅ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÍ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÅÍ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ËÏÌØ�Ï ÂÙÌÏ �Ï-ÌÅÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÉËÁËÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ a ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÒÁÔÉÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÓÌÏ×ÉÊ




b 6= 0ab = 0aa−1 = 1ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ: ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ a−1 ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ b = 0, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅ-ÞÉÔ �ÅÒ×ÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a = 0. éÍÅÎÎÏ �ÏÜÔÏÍÕ �ÎÁ ÎÏÌØ ÄÅÌÉÔØ ÎÅÌØÚÑ�, É × ÁËÓÉÏÍÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ × �ÏÌÅ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ a 6= 0 (ÓÍ. ÁËÓÉÏÍÕ (2Ç) ÎÁ ÓÔÒ. 37).7.2.1.ðÒÉÍÅÒ: ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅ� ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌØ�Ï ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅ� Ó ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ A '
- B, ×ÏÏÂÝÅÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔØ ÅÄÉÎÉ�Õ × ÅÄÉÎÉ�Õ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Z '

- Z=(6), ÏÔ�ÒÁ×ÌÑÀÝÅÅ×ÓÅ Þ£ÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ × ÎÕÌÅ×ÏÊ ËÌÁÓÓ, Á ×ÓÅ ÎÅÞ£ÔÎÙÅ | × ËÌÁÓÓ [3℄6, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅ�, É'(1) = [3℄6 6= [1℄6 . �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÚ (n◦ 5.1) : '(1) = '(1 · 1) = '(1)'(1) ×ÌÅÞ£Ô × ËÏÌØ�Å ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï '(1)('(1)−1) = 0. åÓÌÉ × ËÏÌØ�Å B ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ '(1) = 0,45



46 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.É ÔÏÇÄÁ ∀ a ∈A '(a) = '(1 · a) = '(1)'(a) = 0, ÌÉÂÏ '(1) = 1 . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÊ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ × × �ÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ×Ó£-ÔÁËÉ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉ�Õ × ÅÄÉÎÉ�Õ.7.3.ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á Z=(n). ëÌÁÓÓ [m℄n ÏÂÒÁÔÉÍ × ËÏÌØ�Å Z=(n) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × ËÏÌØ�Å �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x É y ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅmx+ ny = 1 : (7-2)÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ËÌÁÓÓÁ [m℄n ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ [x℄n, ÞÔÏ[m℄n[x℄n = [mx℄n = [1℄n ;Á ÜÔÏ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (7-2). þÔÏÂÙ �ÏÎÑÔØ, ÄÌÑ ËÁËÉÈm;n ∈ Z ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÅ (7-2) ÏÂÌÁÄÁÅÔ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ m É n É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ×ÓÀ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ mx+ny Ó �ÅÌÙÍÉ x, y. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Å£ ÞÅÒÅÚ(m;n) def= {mx+ by | x; y ∈ Z} : (7-3)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (m;n) ⊂ Z ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:Á) ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ z ∈ (m;n) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ m É nÂ) m;n ∈ (m;n) ×) z ∈ (m;n) ⇒ kz ∈ (m;n) ∀ k∈Z Ç) z1; z2 ∈ (m;n) ⇒ z1 ± z2 ∈ (m;n)ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ d ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ × (m;n). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ d, ËÁË É ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ× (m;n), �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ d = mx + ny É ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ m Én. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÀÂÏÅ z ∈ (m;n) (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, z = m;n) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÅÌÑz ∈ (m;n) ÎÁ d Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï z = kd+r, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÓÔÁÔÏË r = z−kd ÌÅÖÉÔ× (m;n) �Ï Õ�Ò. 7.3 É ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × �ÒÅÄÅÌÁÈ 0 6 r 6 (d − 1). ÷ ÓÉÌÕ ×ÙÂÏÒÁ d ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØr = 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (m;n) = (d) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÞÉÓÅÌ, ËÒÁÔÎÙÈ d, É d = ÎÏÄ(m;n)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ1 m É n.éÔÁË, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (7-2) ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ d = ÎÏÄ(a; n) = 1, Á ÚÎÁÞÉÔ,ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØ�Á Z=(n) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÙ [m℄n Ó ÎÏÄ(m;n) = 1.ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á Z=(n) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. üÔÁ ÇÒÕ��ÁÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ n É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Z=(n)∗. ðÏÒÑÄÏË ÜÔÏÊÇÒÕ��Ù ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ '(n) É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ üÊÌÅÒÁ ÞÉÓÌÁ n ∈ N. éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ '(n) ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ n É ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ Ó n.éÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ (n◦ 3.3.1) ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ×ÙÞÅÔÁ[a℄ ∈ Z=(n)∗ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï [a'(n)℄ = [a℄'(n) = [1℄. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï7.3.1.ðòåäìïöåîéå (�åïòåíá üêìåòá). åÓÌÉ ÎÏÄ(a; n) = 1 , ÔÏ a'(n) ≡ 1 (mod n) . �7.3.2.óìåäó�÷éå (íáìáñ �åïòåíá æåòíá). åÓÌÉ p �ÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ap ≡ a (mod p) ∀ a∈Z .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÔÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ap ≡ a (mod p) ÎÕÌÅ×ÙÅ. åÓÌÉ a ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ p, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÉÍÅÎÉÔØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. �ÁË ËÁË '(p) = p− 1 ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÇÏ p, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍap−1 ≡ 1 (mod p), Á ÚÎÁÞÉÔ, ap ≡ a (mod p) . �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.4. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 200720082009 ÎÁ 11.7.4.áÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ. ðÒÁËÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (7-2) �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ n > m. ðÏÌÏÖÉÍE0 = n ; E1 = m; Ek = ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ Ek−2 ÎÁ Ek−1 (�ÒÉ k > 1). (7-4)þÉÓÌÁ Ek ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÀÔ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ËÁËÏÅ-ÔÏ Er ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÉÔ ÎÁ�ÅÌÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ Er−1,× ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ Er+1 ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ × ÎÕÌØ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Er �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ1ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �Ï ÈÏÄÕ ÄÅÌÁ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÁ�ÅÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ



§ 7. ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ É ×ÙÞÅÔÙ. 47Ek É ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÅÌ (m;n), �ÒÉÞ£Í ÏÎ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ �ÏÌÕ-ÞÉÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍ × ×ÉÄÅ Er = x · E0 + y · E1, ÅÓÌÉ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÇÏ Ek ÍÙ ÂÕÄÅÍ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ Ek = x · E0 + y · E1.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.5. éÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï k ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ Ek �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ Ek = x ·E0+ y ·E1(É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ m É n) , Á ÚÁÔÅÍ, ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ïk, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÊÓÑ Ó k = r + 1 ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ Ek (×ËÌÀÞÁÑ E0 = n É E1 = m) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ Er(É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, Er = ÎÏÄ(m;n)).îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ n = 10 203 É m = 4687 ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÏÓØÍÉ ÛÁÇÏ×:E0 =10 203E1 = 4687E2 = 829 = E0 − 2E1 = +1E0 −2E1E3 = 542 = E1 − 5E2 = −5E0 +11E1E4 = 287 = E2 − E3 = +6E0 −13E1E5 = 255 = E3 − E4 = −11E0 +24E1E6 = 32 = E4 − E5 = +17E0 −37E1E7 = 31 = E5 − 7E6 = −130E0 +283E1E8 = 1 = E6 − E7 = +147E0 −320E1(E9 = 0 =E7 − 31E8 =−4 687E0+10 203E1)(×ÚÑÔÁÑ × ÓËÏÂËÉ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÓÌÕÖÉÔ ÄÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ), É ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ ÉÚ ÎÅÇÏ, ÞÔÏÎÏÄ(10 203; 4 687) = 1 = 147 · 10 203− 320 · 4 687 ;ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ [10 203℄ ÏÂÒÁÔÉÍ × Z=(4 687) É[10 203℄−1 = [147℄ (mod 4 687) ;Á ËÌÁÓÓ [4 687℄ ÏÂÒÁÔÉÍ × Z=(10 203) É [4 687℄−1 = −[320℄ (mod 10 203) .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Er+1 = q0E0+ q1E1 = 0, �ÏÌÕÞÁ-ÀÝÅÅÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ å×ËÌÉÄÁ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ÓÅÂÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÅÌ E0 = m ÉE1 = n, Á ÉÍÅÎÎÏ ÎÏË(m;n) = |q0E0| = |q1E1| (Ô. Å. �ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ� q0, q1 ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏÎÏÄ(q0; q1) = 1).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ó ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ �ÁÒÙÞÉÓÅÌ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍÏ ÍÅÎÅÅ ÔÒÕÄÏ£ÍËÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÞÅÍÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ1, × Þ£Í ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, �Ï�ÒÏÂÏ×Á×ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÞÉÓÌÁ n = 10 203 É m = 4687 .7.5.ðÒÑÍÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÇÒÕ�� É ËÏÌÅ�. éÚ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÇÒÕ�� G1; G2; : : : ; Gm ÍÏÖÎÏÉÚÇÏÔÏ×ÉÔØ ÎÏ×ÕÀ ÇÒÕ��Õ
∏� G� = G1 ×G2 × · · · ×G� = {(g1; g2; : : : ; gm) | g� ∈ G� ∀ �} ;ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÇÒÕ�� G� É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ×(g1; g2; : : : ; gm) Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÏËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÏ:(g1; g2; : : : ; gm) · (h1; h2; : : : ; hm) = (g1 · h1; g2 · h2; · · · ; gm · hm) : (7-5)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.7. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÔÁË Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÁ É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÄÉÎÉ�ÅÊ e =(e1; e2; : : : ; em) (ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ e� | ÜÔÏ ÅÄÉÎÉ�Á ÇÒÕ��Ù G�), Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g =1ÎÁÊÔÉ Ä×Á ÂÏÌØÛÉÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÚÁ ÒÁÚÕÍÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÁÖÅ ÎÁÍÏÝÎÏÍ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÅ; ÜÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÖÉÔ × ÏÓÎÏ×Å ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÓÉÓÔÅÍÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ



48 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.(g1; g2; : : : ; gm) ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÊ g−1 = (g−11 ; g−12 ; : : : ; g−1m ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÓÅÇÒÕ��Ù G� ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ, ÔÏ ÇÒÕ��Á ∏G� ÔÏÖÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÇÒÕ��, ÎÏ É ÄÌÑ ÌÀ-ÂÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÇÒÕ�� G� , ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ � ∈ X �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X. óÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ ∏�∈XG� . ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÇÒÕ��ÙG1; G2; : : : ; Gm ËÏÎÅÞÎÙ, ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ É ÉÍÅÅÔ �ÏÒÑÄÏË |∏G� | = ∏ |G� |.áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÌÅ� {K�}�∈X ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ �ÒÑÍÏÅ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ∏K� , �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ×(: : : ; a� ; : : : ) ; ÇÄÅ a� ∈ K�É �ÏËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (7-5):(: : : ; a� ; : : : ) + (: : : ; b� ; : : : ) def= (: : : ; a� + b� ; : : : )(: : : ; a� ; : : : )(: : : ; b� ; : : : ) def= (: : : ; a�b� ; : : : ) :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.8. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ∏K� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØ�ÏÍ, �ÒÉÞ£Í ÅÓÌÉ ×ÓÅK� ÂÙÌÉ ËÏÌØ�ÁÍÉ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ,ÔÏ ∏K� ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ËÏÌØ�ÏÍ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ�Á-�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ a = (a1; a2; : : : ; am) ∈ K1 ×K2 × · · · ×Km ÏÂÒÁÔÉÍÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÅÇÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ a� ∈ K� ÏÂÒÁÔÉÍÁ × Ó×Ï£Í ËÏÌØ�ÅK� . ðÏÜÔÏ-ÍÕ ÇÒÕ��Á ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØ�Á ∏K� ÂÕÄÅÔ �ÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÇÒÕ�� ÏÂÒÁÔÉÍÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌÅ� K� : (∏K�)∗ = ∏K∗� (7-6)ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ × �ÒÑÍÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ËÏÌÅ� ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ: ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕ-ÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÎÕÌÅ×ÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,(0; 1; 1; : : : ; 1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ(0; 1; 1; : : : ; 1)(1; 0; 0; : : : ; 0) = (0; 0; 0; : : : ; 0) = 0 :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÌÅ� ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÏÌÅÍ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÏÌÅÊ. óËÁÖÅÍ, ÅÓÌÉ Fp É Fq | ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÌÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ p Éq ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ × ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ Fp×Fq ÂÕÄÅÔ ÒÏ×ÎÏ (p− 1)(q− 1) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (a; b),ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕ��Õ F∗p × F∗q É p+ q − 2 ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÎÕÌÑ, ÉÍÅÀÝÉÈ ×ÉÄ (a; 0)É (0; b) Ó a; b 6= 0.7.6.÷ÚÁÉÍÎÁÑ �ÒÏÓÔÏÔÁ. óÄÅÌÁÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÁÖÎÙÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ Ï ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍÕ ËÏÌØ�Õ K Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ. üÌÅÍÅÎÔÙ a; b ∈ K ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ�ÒÏÓÔÙÍÉ, ÅÓÌÉ ax+ by = 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x; y ∈ K : (7-7)åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a É b ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ mb Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ m ∈ K ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ aÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÍÎÏÖÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (7-7) ÎÁ m, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍm = amx+ bmy ; (7-8)É ÅÓÌÉmb ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a, ÔÏ É m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a. üÔÏ ÖÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉm ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ a É ÎÁ b, ÔÏ m ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ab (�ÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (7-8)ÄÅÌÑÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁ ab).äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ K ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× b1; b2; : : : ; bn, ÔÏ ÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏ�ÒÏÓÔ É Ó ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÉÅxi; yi ∈ K, ÞÔÏ axi + biyi = 1, ÔÏ, �ÅÒÅÍÎÏÖÉ× ×ÓÅ ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÉÄÁ1a · x+ (b1b2 · · · bn) · (y1y2 · · · yn) = 1 ;1× �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ ÓÏÂÒÁÎÙ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ a, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÞÌÅÎ ÎÅÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ



§ 7. ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ É ×ÙÞÅÔÙ. 49ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÅÅ ×ÚÁÉÍÎÕÀ �ÒÏÓÔÏÔÕ a É b1b2 · · · bn.7.6.1.ðÒÉÍÅÒ: ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ n ∈ Z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ m �Ï�ÁÒ-ÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ: n = n1n2 · · ·nm . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÌØ�Ï ×ÙÞÅÔÏ× Z=(n)ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÑÍÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ËÏÌÅ� ×ÙÞÅÔÏ× Z=(ni), Ô. Å. �ÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÏÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ
Z=(n) '

- (Z=(n1))× (Z=(n2))× · · · × (Z=(nm)) ;ÞÔÏ ∀ a; b ∈ Z=(n) '(a+ b) = '(a) + '(b) É '(ab) = '(a)'(b) × ∏
Z=(ni). úÁÄÁÄÉÍ ' �ÒÁ×ÉÌÏÍ' ([z℄n) def= ([z℄n1 ; [z℄n2 ; : : : ; [z℄nm) ∀ z∈Z :üÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÞÉÓÌÁ z ∈ Z × ËÌÁÓÓÅ [z℄n ⊂ Z), �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï[z1℄n = [z2℄n ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ z1− z2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n = n1n2 · · ·nm, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÁ ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ ËÁÖÄÏÅni, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï [z1℄ni = [z2℄ni . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ:' ([z℄n + [w℄n) = ' ([z + w℄n) = ([z + w℄n1 ; [z + w℄n2 ; : : : ; [z + w℄nm) == ([z℄n1 + [w℄n1 ; [z℄n2 + [w℄n2 ; : : : ; [z℄nm + [w℄nm) == ([z℄n1 ; [z℄n2 ; : : : ; [z℄nm) + ([w℄n1 ; [w℄n2 ; : : : ; [w℄nm) = ' ([z℄n) + ' ([w℄n)É ÒÏ×ÎÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ �ÒÏÉÚÏÊÄ£Ô Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ', ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ËÁË ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕ��, ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÁÓÓ [z℄n ∈ ker('). ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ i ËÌÁÓÓ [z℄ni ÎÕÌÅ×ÏÊ, z ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ni, Á ÔÁË ËÁË ×ÓÅ ni �Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÔÏ z ÄÏÌÖÅÎÄÅÌÉÔØÓÑ É ÎÁ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (ÓÍ. n◦ 7.6), ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÎÏ n. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ [z℄n = 0, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.éÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ (n◦ 5.1.2) ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕ�� ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏ-ÖÅÎÉÅÍ. á ÔÁË ËÁË ÏÂÁ ËÏÌØ�Á Z=(n) É ∏

Z=(ni) ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× n = ∏ni, ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ ' ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÂÉÅË�ÉÅÊ. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ËÁË ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ , �ÏÓËÏÌØËÕÎÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÏÎ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÏÓÔÁÔËÏ× r1; r2; : : : ; rm ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ �Ï-�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ n1; n2; : : : ; nm ÍÏÖÎÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ z, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÁ£Ô ÏÓÔÁÔÏËri ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ni, �ÒÉÞ£Í ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÞÉÓÌÁ z1, z2, ÒÅÛÁÀÝÉÅ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ, ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ�ÅÌÏÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÌÁ n = n1n2 · · ·nk .äÌÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z �ÏÌÅÚÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ 'ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÅ �ÒÉÂÅÇÁÑ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÇÒÕ��. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ×ÚÁÉÍÎÏÊ�ÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ ni Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ n� ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ni ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏ É Ó ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ mi = ∏� 6=in�(ÓÍ. n◦ 7.6), Ô. Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ xi; yi ∈ Z, ÞÔÏ nixi +miyi = 1. þÉÓÌÁ bi = miyi ÏÂÌÁÄÁÀÔ,ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:[bi℄ni = [1℄ni É ∀ � 6= i [bi℄n� = [0℄n� : (7-9)ðÏÜÔÏÍÕ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÞÉÓÌÁ z, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏÓÑ × ÚÁÄÁÎÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ [ri℄ni �ÒÉ ×ÓÅÈ i, ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØz = r1b1 + r2b2 + · · ·+ rmbm :äÌÑ ÄÅÍÏÎÓÔÒÁ�ÉÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÁÊÄ£Í, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,ÉÍÅÀÝÅÅ ÏÓÔÁÔËÉ r1 = 2, r2 = 7 É r3 = 43 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÁ n1 = 57, n2 = 91 É n3 = 179.óÎÁÞÁÌÁ ÎÁÊÄ£Í y1 ∈ Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ 91 · 179 · y1 ≡ 1 (mod 57) . ðÏÓËÏÌØËÕ 91 · 179 ≡ 34 · 8 ≡ −13 (mod 57) ,ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ Ë E0 = 57 É E1 = 13. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÍ 22 · 13− 5 · 57 = 1.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÏ b1 = −22 · 91 · 179 (≡ 22 · 13 (mod 57))ÄÁ£Ô �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 57, 91 É 179 ÏÓÔÁÔËÉ (1; 0; 0). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÈÏÄÉÍ ÞÉÓÌÁb2 = −33 · 57 · 179 (≡ 33 · 11 (mod 91))b3 = −45 · 57 · 91 (≡ 45 · 4 (mod 179))ÄÁÀÝÉÅ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 57, 91 É 179 ÏÓÔÁÔËÉ (0; 1; 0) É (0; 0; 1) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ ÏÓÔÁÔËÉ (2; 7; 43)ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÞÉÓÌÏz = 2 b1 + 7 b2 + 43 b3 = −(2 · 22 · 91 · 179 + 7 · 33 · 57 · 179 + 43 · 45 · 57 · 91) == −(716 716 + 2 356 893+ 10 036 845) = −13 110 454 ;



50 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÔÁËÉÍÉ ÏÓÔÁÔËÁÍÉ ÂÕÄÕÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ z ÎÁ �ÅÌÙÅ ËÒÁÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁn = 57 · 91 · 179 = 928 473 :îÁÉÍÅÎØÛÉÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ z + 15n = 816 641 .7.7.îÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÅÌÏÓÔÎÏÅ1 ËÏÌØ�Ï K. îÅÎÕÌÅ-×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a; b ∈ K ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a, É a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b.éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× a = mb É b = na ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a −mb = a −mna = a(1 −mn) = 0, ÏÔËÕÄÁ2mn = 1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a É b ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ a É b �Ï-ÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ�Á. îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ËÏÌØ�Å �ÅÌÙÈÞÉÓÅÌ Z ÞÉÓÌÁ a É b ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a = ±b.÷ÓÑËÏÅ d ∈ K, ÄÅÌÑÝÅÅ a É b É ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÄÅÌÑÝÉÊ a É b, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a É b É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÏÄ(a; b) . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉÍÅÎÉ-ÔÅÌØÎÏ Ë �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ �ÅÌÏÓÔÎÏÍÕ ËÏÌØ�Õ K ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÉËÏÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔÎÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ, ÎÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ. åÓÌÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÅ ÏÂÝÉÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÔÏ ×ÓÅ ÏÎÉ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁ�ÉÓØ ÎÏÄ(a; b) = dÎÅ ×�ÏÌÎÅ ËÏÒÒÅËÔÎÁ, ÎÏ ÅÊ ×Ó£-ÔÁËÉ �ÒÉÎÑÔÏ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ, ÉÍÅÑ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ d × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ó�Å�ÉÁÌØ-ÎÙÈ ËÏÌÅ� K ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÏÖÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÏÓÏÂÙÅÓ×ÏÊÓÔ×Á ËÏÌØ�Á K. �ÁË, × ËÏÌØ�Å �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÉÚ Ä×ÕÈ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÏÄ(a; b) = ±dÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ �ÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ.ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÏÄ(a; b) = 1 ÎÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ a É b ×ÚÁÉÍÎÏ�ÒÏÓÔÙ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ËÏÌØ�Å Q[t1; t2℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ t1, t2 ÜÌÅÍÅÎÔÙ a = t1 É b = t2 ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ÎÏÄ(t1; t2) = 1, ÏÄÎÁËÏ t1 · x + t2 · y 6= 1 ÎÉ�ÒÉ ËÁËÉÈ x; y ∈ Q[x; y℄, Ô. Å. ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ t1 É t2 ÎÅ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ. üÔÏÔ ÖÅ �ÒÉÍÅÒ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ,ÞÔÏ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ËÏÌØ�Å ÎÏÄ(a; b) (ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ) ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØÓÑ× ×ÉÄÅ ax+ by.òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÉÚ (n◦ 7.3) É (n◦ 7.4) ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ:7.7.1.ðòåäìïöåîéå. ÷ ËÏÌØ�Å �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÞÉÓÌÁ a, b ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ3, �ÒÉÞ£Í ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ × ×ÉÄÅ ÎÏÄ(a; b) = ax + by. ÷ÚÁÉÍÎÁÑ�ÒÏÓÔÏÔÁ ÞÉÓÅÌ a; b ∈ Z ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÎÏÄ(a; b) = 1 . �7.8.òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. üÌÅÍÅÎÔ q �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏËÏÌØ�Á K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ, É ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á q = mn ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏÏÄÉÎ ÉÚ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ m, n ÏÂÒÁÔÉÍ. åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ q ∈ K ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÔÏ ÎÏÄ(a; q) = 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏa ∈ K, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ q. îÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z| ÜÔÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ.éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n◦ 7.7.1) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏ Ó ÌÀÂÙÍ �ÅÌÙÍÞÉÓÌÏÍ a, ÎÅ ÄÅÌÑÝÉÍÓÑ ÎÁ p. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ�ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ÔÏÌØËÏ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, É ÅÓÌÉËÁËÏÅ-ÔÏ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ m ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ p1; p2; : : : ; pm , ÔÏ nÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. éÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ Ó×ÏÊÓÔ× ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ�ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ×ÙÂÏÒÁ ÚÎÁËÏ×Õ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.7.8.1.ðòåäìïöåîéå. ëÁÖÄÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n 6= ±1 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ�ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÒÉÞ£Í ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÔÁËÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ p1p2 · · · pk = n = q1q2 · · · qm ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ k = m, É ÜÔÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙpi = ±qi ÄÌÑ ×ÓÅÈ i .1ÎÁ�ÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n◦ 7.2) ÞÔÏ ËÏÌØ�Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÌÏÓÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ × Î£Í ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ2ÚÄÅÓØ ÍÙ �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ × K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ3É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ; ÏÂÙÞÎÏ ÜÔÏÔ ÚÎÁË ×ÙÂÉÒÁÀÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ É ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ



§ 7. ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ É ×ÙÞÅÔÙ. 51äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. åÓÌÉ n �ÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. åÓÌÉÎÅÔ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ n = m1m2 Ó |m1|; |m2| < |n|. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÉÍÅÀÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ,ÔÁËÖÅ ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÉÈ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÅÎØÛÉÈ �Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ É Ô. Ä. ðÏÓËÏÌØËÕÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÎÅ�ÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ×Ó£ ×ÒÅÍÑ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ, ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ ËÏÇÄÁ-ÔÏ ÄÏÌÖÅÎÚÁËÏÎÞÉÔØÓÑ É ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ p1p2 · · · pk =q1q2 · · · qm, ÇÄÅ ×ÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ �ÒÏÓÔÙ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÉÚ �ÒÏÓÔÏÔÙ p1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p1. ðÕÓÔØ ÜÔÏ q1 = sp1. ðÏÓËÏÌØËÕ q1 ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, sÏÂÒÁÔÉÍ, Ô. Å. q1 = ±p1 . ÷ÙÎÏÓÑ p1, �ÏÌÕÞÉÍ p1(p2 · · · pk ± q2 · · · qm) = 0, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï p2p3 · · · pk = (±q2)q3 · · · qm É Ô. Ä. �7.9.ðÏÌÅ Fp = Z=(p). éÚ ÄÁÎÎÏÇÏ × (n◦ 7.3) Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØ�Á Z=(n) ×Ù-ÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÌØ�Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n = p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍÞÉÓÌÏÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ n = mk ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ, ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÌÁÓÓÙ [m℄; [k℄ ∈ Z=(n) ÂÕÄÕÔ ÄÅÌÉÔÅÌÑ-ÍÉ ÎÕÌÑ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÉÈ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ. îÁ�ÒÏÔÉ×, ÅÓÌÉ p �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÏÄ(m; p) = 1 ÄÌÑ×ÓÅÈ m ÎÅ ËÒÁÔÎÙÈ p, Á ÚÎÁÞÉÔ, ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÌÁÓÓ [m℄ ∈ Z=(p) ÏÂÒÁÔÉÍ. ïÂÒÁÔÎÙÊ ËÌÁÓÓ[m℄−1 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ Ë E0 = p É E1 = m.ðÏÌÅ Z=(p), ÇÄÅ p �ÒÏÓÔÏÅ, �ÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Fp. ÷ �ÏÌÅ Fp ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸p ÒÁÚ = 0 :÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ∀ a; b ∈ Fp ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï (a + b)p = ap + bp. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÉ ÒÁÓËÒÙ-ÔÉÉ ÓËÏÂÏË × ÂÉÎÏÍÅ (a + b)p ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ akbp−k ×ÏÚÎÉËÁÀÔ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÌÏ×,ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ k ÂÕË× a É (p − k) ÂÕË× b, É �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÏÚÎÁÞÁÅÔ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÙ × ×ÉÄÅ akbp−k · (1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸p!k!(p−k)! ÒÁÚ ) :ðÏÓËÏÌØËÕ p!k!(p−k)! ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p �ÒÉ �ÒÏÓÔÏÍ p É 1 6 k 6 (p− 1) (ÉÂÏ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÁÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ | ÎÅÔ), ÓÕÍÍÁ × ÓËÏÂËÁÈ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ �ÒÉ ×ÓÅÈ k 6= 0; p. üÔÏ ÄÁ£Ô ÅÝ£ ÏÄÎÏÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ (ÓÍ. n◦ 7.3.2):[a℄p = ([1℄ + [1℄ + · · · + [1℄︸ ︷︷ ︸a ÒÁÚ )p = [1℄p + [1℄p + · · · + [1℄p︸ ︷︷ ︸a ÒÁÚ = [1℄ + [1℄ + · · · + [1℄︸ ︷︷ ︸a ÒÁÚ = [a℄ :7.9.1.ðÒÉÍÅÒ: ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. íÎÏÇÉÅ �ÏÎÑÔÉÑ É ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ R2 ÉÌÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R3 ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ Ó×ÏÊ ÓÍÙÓÌ �ÏÓÌÅÚÁÍÅÎÙ �ÏÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ k. á ÉÍÅÎÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ�ÌÏÓËÏÓÔØÀ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ k ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ k :
k2 def= k× k = {(x; y) | x; y ∈ k} :üÌÅÍÅÎÔÙ (x; y) ÜÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÏÞËÁÍÉ. îÁÒÑÄÕ Ó ÔÏÞËÁÍÉ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÀÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÙ, ÔÁËÖÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÓÏÂÏÀ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ �ÁÒÙ ÞÉÓÅÌ (a1; a2) ∈ k×k. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï×ÅËÔÏÒÏ× ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÏÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÔÏÞÅË. ÷ÅËÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ É ÕÍÎÏ-ÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÉÚ �ÏÌÑ k: ÅÓÌÉ a = (a1; a2), b = (b1; b2) É � ∈ k, ÔÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ a+ b = (a1 + a2; b1 + b2)É � · a = (�a1; �a2) . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÅËÔÏÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕ��Õ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ.üÔÁ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÔÏÞÅÞÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å k2 �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÓÄ×ÉÇÁ: ËÁÖÄÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕv = (v1; v2) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÄ×ÉÇ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ v�v : k2 (x;y) 7→(x+v1;y+v2)

- k2(�ÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÓÄ×ÉÇÏ× ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ×, Ô. Å. �v�w = �v+w). ðÒÑÍÕÀ ÎÁ �ÌÏÓËÏ-ÓÔÉ k2 ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÌÉÂÏ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË (x; y), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ



52 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ax + by = 
, × ËÏÔÏÒÏÍ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× a, b ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÌÉÂÏ ËÁË ÔÒÁ-ÅËÔÏÒÉÀ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÉ z0 = (x0; y0) Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v = (v1; v2), Ô. Å.ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ×ÉÄÁ zt = z0 + tv = (x0 + tv1; y0 + tv2), ÇÄÅ �×ÒÅÍÑ� t �ÒÏÂÅÇÁÅÔ �ÏÌÅ k.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ä×Á Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ax + by = 
 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ ÌÀÂÏÊ Ó×ÏÅÊ ÔÏÞËÉ, ×Ù�ÕÝÅÎÎÏÊ ÓÏ ÓËÏÒÏ-ÓÔØÀ (−b; a), É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÔÏÞËÉ (x0; y0), ×Ù�ÕÝÅÎÎÏÊ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v = (v1; v2), ÚÁÄÁ£ÔÓÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ v2x− v1y = v2x0 − v1y0.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.10. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ k2 ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ k ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×Ù ÁËÓÉÏÍÙÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ:Á) ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ;Â) ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ �ÒÑÍÁÑ;×) ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ÄÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, �ÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ �ÒÑÍÁÑ, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ ÓÄÁÎÎÏÊ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÙÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ1 ÛËÏÌØÎÏÊ �ÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ
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òÉÓ. 7⋄1. ûÅÓÔØ�ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÑÍÙÈ ÎÁ�ÌÏÓËÏÓÔÉ F25.

ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ FpÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.ðÌÏÓËÏÓÔØ F2p ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Fp ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ p2 ÔÏÞÅË. ëÁÖÄÁÑ ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ ÎÅÊ�ÒÑÍÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ p ÉÚ ÎÉÈ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÉ z + t1v É z + t2vÒÁÚÌÉÞÎÙ �ÒÉ t1 6= t2. �ÁË ËÁË ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ �ÁÒÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË �ÒÏÈÏÄÉÔÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ, ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ (p2 −1)=(p− 1) = p+1 �ÒÑÍÙÈ2, Á ×ÓÅÇÏ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ F2p ÂÕÄÅÔ (p22 )=(p2) = p(p+1)�ÒÑÍÙÈ3.îÁ ÒÉÓ. 7⋄1 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ×ÓÅ 25 ÔÏÞÅË �ÌÏÓËÏÓÔÉ F25. îÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ�ÏÍÅÞÅÎÏ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ +, ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏÓÉÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÔÏÞÅË, �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ �0� É �∞� ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏÞ-ËÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÑÍÙÈ y = kx, ÇÄÅk ≡ 0; 1; : : : ; 5, ÔÁËÖÅ �ÏÍÅÞÅÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÉÆÒÏÊ k (×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏÓØ x = 0 ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÀ k =∞).ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ �3�, ÔÁËÖÅ ËÁË É ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ�2�, ÔÏÖÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÄÎÕ �ÒÑÍÕÀ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÞËÏÊ �+�.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.11. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ F25 ËÏÎÉËÉ y = x2, x2 + y2 = 1 É x2 + y2 = −1.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.12. óËÏÌØËÏ �ÒÑÍÙÈ É �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ × ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å F3p ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÉÚ pÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É ÓËÏÌØËÏ ÉÚ ÎÉÈ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ?7.10.ðÏÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ. ó�ÏÓÏÂ, ËÏÔÏÒÙÍ �ÏÌÅ Q �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ËÏÌØ�Á Z, ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØ�Ï K. á ÉÍÅÎÎÏ, Ó K ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ �ÏÌÅ QK É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍK ⊂
�
- QK (7-10)ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ K ⊂

'
- F × �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ F ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ �ÏÌÅÊ QF e'

- F, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ' = '̃◦� :K �
- QK

F
�

e''
-�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÌÅ QK ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ �ÏÌÅÍ, × ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ×ÌÏÖÉÔØËÏÌØ�Ï K.1Ô. Å. ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ×ÚÁÉÍÎÏÍÕ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÔÏÞÅË É �ÒÑÍÙÈ É ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÅ �ÏÎÑÔÉÊ ÉÚ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÁËÉÈ ËÁË ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÉÌÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÕÇÌÏ×2�ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ z ∈ F2p ÉÍÅÅÔÓÑ p2 − 1 ÚÁ�ÉÓÅÊ (z; w) Ó w 6= z, w ∈ F2p, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ z�ÒÑÍÏÊ ` ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ p− 1 Ó�ÏÓÏÂ ÚÁ�ÉÓÁÔØ Å£ × ×ÉÄÅ (z; w) Ó w 6= z, w ∈ `3×ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ `p22 ´ ÚÁ�ÉÓÅÊ (z; w) Ó z; w ∈ F2p É w 6= z, É ËÁÖÄÁÑ �ÒÑÍÁÑ ` ÒÏ×ÎÏ `p2´ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ××ÉÄÅ (z; w) Ó z; w ∈ ` É w 6= z



§ 7. ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ É ×ÙÞÅÔÙ. 53ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ �ÏÌÅ QK Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÇÏ Ó �, × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ K �′
- Q′K ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ  : QK ∼

- Q′K , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ�′ =  ◦�. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × ÓÉÌÕ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ � , ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �′ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ �′ =  ◦�, Á × ÓÉÌÕ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �′ , ÇÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ � ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ � =  ′◦�′, �ÒÉÞ£Í ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ′◦ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÁÍÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ � × ×ÉÄÅ � =  ′◦ ◦�. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ� = IdQK ◦�, ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ  ′◦ = IdQK . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ�ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ  ◦ ′ = IdQ′K . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,  ′ É  Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÁÍÉ, ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÌÏÓØ.õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ �ÏÌÅQK ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ �ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ�ÁK. äÌÑ ÅÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ a=b, × ËÏÔÏÒÙÈ a; b ∈ K É b 6= 0. úÁÄÁÄÉÍ ÎÁÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÓÍ. (n◦ 1.4.3)), �ÏÌÁÇÁÑa1b1 ∼ a2b2 ⇐⇒ a1b2 − a2b1 = 0 : (7-11)üÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ. åÓÌÉ a1=b1 ∼ a2=b2 É a2=b2 ∼ a3=b3, ÔÏÕÍÎÏÖÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a1b2 − a2b1 = 0 ÎÁ b3 É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a2b3 − a3b2 = 0 ÎÁ b1 É ×ÙÞÉÔÁÑ ×ÔÏÒÏÅÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a1b3 − a3b1 = 0, ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ a1=b1 ∼ a3=b3. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ,ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (7-11) ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÄÒÏÂÅÊ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉÞÅÒÅÚ QK É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ �ÒÁ×ÉÌÁÍÉa1b1 + a2b2 = a1b2 + a2b1b1b2 a1b1 · a2b2 = a1a2b1b2 :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.13. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙ (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ×ËÌÁÓÓÁÈ: ÅÓÌÉ a′b′′ − a′′b′ = 0, ÔÏ (a′=b′) · (
=d) ∼ (a′′=b′′) · (
=d) É (a′=b′) + (
=d) ∼ (a′′=b′′) + (
=d) ÄÌÑÌÀÂÏÊ ÄÒÏÂÉ (
=d)) É ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ QK ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a=b ∈ QK Ó a 6= 0 ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ b=a, ËÏÌØ�Ï QKÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ. úÁÄÁÄÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (7-10) �ÒÁ×ÉÌÏÍ� : K ⊂
a7→a=1

- QK (7-12)(a ∈ K �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ËÌÁÓÓ ÄÒÏÂÉ a=1). ïÎ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ. åÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ K '
- F ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ QK e'

- F, ÔÏ ÔÁËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÂÏ ÏÂÑÚÁÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØÓÑ �ÒÁ×ÉÌÏÍ'̃(a=b) = '̃ (ab−1) = '̃(a) · '̃ (b−1) = '(a)'(b)−1 ∈ F :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.14. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ É × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ.ðÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ËÏÌØ�Õ K = Z ÜÔÁ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë �ÏÌÀ QZ = Q, É ÅÇÏ ÕÎÉ-×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÞÔÏ �ÏÌÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÌÀÂÏÅ �ÏÌÅ F, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ Z × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄËÏÌØ�Á. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÏ ÏÓÔÁ£ÔÓÑÎÁ ÍÅÓÔÅ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÅ F - F ÔÁËÏÇÏ �ÏÌÑ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÏÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÅÊ
R É C ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ �ÏÌÅ Q ÎÁ ÍÅÓÔÅ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.15. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Q - Fp.



§8.òÑÄÙ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ.8.1.ëÏÌØ�Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ×. ðÕÓÔØ K | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ-�Ï Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁf(x) = a0 + a1x+ a2x2 + · · · ; ÇÄÅ ai ∈ K ;ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K. ðÅÒ×ÙÊÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ai ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÌÁÄÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ ÒÑÄÁ, Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ a0 |Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ. ä×Á ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÁf(x) = a0 + a1x+ a2x2 + · · ·g(x) = b0 + b1x+ b2x2 + · · ·
(8-1)ÒÁ×ÎÙ, ÅÓÌÉ ai = bi ÄÌÑ ×ÓÅÈ i. òÁÄÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÒÏÍÅ a0 ÎÕÌÅ×ÙÅ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ.òÑÄ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ai ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏÍ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÏÍ. îÏÍÅÒ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ deg(f).íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÏÂÙÞÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ ËÁË f(x) = anxn + an−1xn−1 + · · · + a1x+ a0 .óÕÍÍÁ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÑÄÏ× (8-1) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ÏÂÙÞÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏËÉ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÕÍÍÁ f(x) + g(x) = s0 + s1x + s2x2 + · · · É�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ f(x)g(x) = p0 + p1x+ p2x2 + · · · , �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÉÍÅÀÔ �ÒÉ xm ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙsm = am + bm É pm = a0bm + a1bm−1 + · · · + am−1b1 + amb0 = m∑i=0 aibm−i : (8-2)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.1. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, ÎÕÌ£ÍÉ ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÁÑ É ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.ëÏÌØ�Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑK[[x℄℄. ëÏÌØ�Ï K ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × K[[x℄℄ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄËÏÌØ�Á ËÏÎÓÔÁÎÔ. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÔÁËÖÅÏÂÒÁÚÕÀÔ × K[[x℄℄ �ÏÄËÏÌØ�Ï. ïÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌØ�ÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ K[x℄.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÌÁÄÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÑÄÏ× ÒÁ×ÅÎ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÍÌÁÄÛÉÈ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ × ËÏÌØ�Å K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÉÈ ÎÅ ÂÕÄÅÔ É ×K[[x℄℄. äÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, �ÏÜÔÏÍÕ × ËÏÌØ�Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÄ �ÅÌÏÓÔÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍK Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

∀ f; k ∈ K[x℄ deg(fg) = deg(f) + deg(g) : (8-3)ëÏÌØ�Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× K[[x1; x2; : : : ; xn℄℄ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÔÓÑ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ ËÁË ËÁË ËÏÌØ�Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xn Ó ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁÍÉ × ËÏÌØ�Å K[[x1; x2; : : : ; xn−1℄℄ :K[[x1; x2; : : : ; xn℄℄ def= K[[x1; x2; : : : ; xn−1℄℄[[xn℄℄ :òÑÄÙ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÀ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ×ÉÄÁf(x1; x2; : : : ; xn) = ∑�1;:::;�n>0a�1:::�nx�11 x�22 · · ·x�nn :ïÔÄÅÌØÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ a�1:::�nx�11 x�22 · · ·x�nn ÔÁËÏÊ ÓÕÍÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁÍÉ, Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑx�11 x�22 · · ·x�nn | ÍÏÎÏÍÁÍÉ. óÕÍÍÁ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ �1+�2+· · ·+�n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÍÏÎÏÍÁ.54



§ 8. òÑÄÙ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. 558.2.ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌÅ� K[x℄ É K[[x℄℄. ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ×ËÏÌØ�Å K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (8-3) ÎÉËÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÒÁÔÉÍ × K[x℄, Á ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ Ë ËÏÎÓÔÁÎÔÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÔÏÌØËÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. ðÏÜÔÏÍÕ × ËÏÌØ�Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÄ �ÅÌÏÓÔÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ. åÓÌÉ K | �ÏÌÅ, ÔÏ ÔÁËÏ×ÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.÷ ËÏÌØ�Å ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× K[[x℄℄ ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÉÎÁÞÅ.8.2.1.ðòåäìïöåîéå. òÑÄ f(x) = a0+a1x+a2x2+ · · · ∈ K[[x℄℄ ÏÂÒÁÔÉÍ × ËÏÌØ�Å K[[x℄℄ ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ a0 ÏÂÒÁÔÉÍ × K. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÏÂÒÁÔÉÍÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØ × K[[x℄℄ .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÑÄ f−1(x) = b0+ b1x+ b2x2+ · · · ∈ K[[x℄℄, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(x) · f−1(x) = 1, ÔÏa0b0 = 1, Ô. Å. a0 ∈ K ÏÂÒÁÔÉÍ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ a0 ∈ K ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ x × �ÒÁ×ÏÊ É ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f(x)·f−1(x) = 1, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙbi ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ a0b0 = 1a0b1 + a1b0 = 0a0b2 + a1b1 + a2b0 = 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·a0b� + a1b�−1 + · · ·+ a�b0 = 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ;ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÉ ×ÓÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �Ï ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ b0 = 1=a0 É ÄÁÌÅÅ, ÄÌÑ ×ÓÅÈk > 1, bk = −(a1bk−1 + a2bk−2 + · · ·+ akb0)=a0. �8.2.2.ðÒÉÍÅÒ: ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ. îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÏ×ÅÒËÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏÍ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ Ä×ÕÞÌÅÎÕ 1− x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ11− x = 1 + x+ x2 + x3 + · · · = ∑k>0 xk ; (8-4)ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.2. ñ×ÎÏ ×Ù�ÉÛÉÔÅ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÑÄÏ× Á) 1=(1+x) Â) 1=(1±xm) ×) 1=(1+x+x2)8.3.áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ n-ÁÒÎÏÊ1 ÁÌ-ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÎÁÄ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ ÌÀÂÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÎÁÂÏÒÕ ÒÑÄÏ×f1; f2; : : : ; fn ÎÏ×ÙÊ ÒÑÄ g, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ f1; f2; : : : ; fn ÔÁË, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÅÇÏ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏÄÅÌÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÉ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÜÔÉÈ ÒÑÄÏ×.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÒÑÄÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÉÎÁÒÎÙÍÉ (Ä×ÕÈÍÅÓÔÎÙÍÉ) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-ÓËÉÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÎÁ ×Ó£Í ËÏÌØ�Å K[[x℄℄, Á ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÒÑÄÁ | ÕÎÁÒÎÏÊ(ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÏÊ) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÒÑÄÏ× Ó ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ Ó×ÏÂÏÄ-ÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ. îÁ�ÒÏÔÉ×, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÑÄÁ f(x) ∈ K[[x℄℄ × ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÔÏÞËÅ x = � ∈ KÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÒÑÄ f ÎÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.á ×ÏÔ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÒÑÄ f(x) = a0+ a1x+ a2x2 + · · · ∈ K[[x℄℄ ×ÍÅÓÔÏ x ÌÀÂÏÇÏÒÑÄÁ g(x) = b1x + b2x2 + · · · Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ,�ÏÓËÏÌØËÕ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÔÁËÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÑÄf(g(x)) = ∑k>0 a�(b1x+ b2x2 + · · · )k ∈ K[[x℄℄ ;× ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ xm ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÌÉÑÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅm ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ�ÅÒ×ÙÈ m ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÊ ÓÕÍÍÙ, É �ÏÔÏÍÕ ÜÔÏÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅÞÉÓÌÏ ÓÌÏÖÅÎÉÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ.1ÉÌÉ n-ÍÅÓÔÎÏÊ



56 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.8.3.1.ðÒÉÍÅÒ: ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× É ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ K = C. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÆÏÒÍÕÌÕÄÌÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ (8-4) ×ÍÅÓÔÏ x ÏÄÎÏÞÌÅÎ �x Ó � ∈ C , ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ11− �x = 1 + �x+ �2x2 + �3x3 + · · · = ∑k>0�kxk : (8-5)ðÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÏÖÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÒÑÄÙ, ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ ×ÉÄÁf(x) = 1 + a1x+ a2x2 + · · · + anxn = n∏i=1(1− �ix) ; (8-6)ÇÄÅ ×ÓÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ �i ∈ C �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ 1=f(x) × ÓÕÍÍÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ�ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ: 1(1− �1x)(1− �2x) · · · (1− �nx) = �11− �1x + �21− �2x + · · · + �n1− �nx : (8-7)þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ �i ∈ C, ÕÍÎÏÖÉÍ ÌÅ×ÕÀ É �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔÉ (8-7) ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ1 = n∑i=1 ∏� 6=i(1− ��x) · �iÉ �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ × ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x = �−1i . �ÏÇÄÁ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ËÒÏÍÅ i-ÔÏÇÏ, ÏÂÒÁÔÑÔÓÑ × ÎÕÌØ, É ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ�i = ∏� 6=i 1(1− (��=�i)) = �n−1i∏� 6=i(�i − ��) :ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ËÁÖÄÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (8-7) �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (8-5) É ÓÌÏ-ÖÉÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ: 1=f(x) = ∑(�1�k1 + �2�k2 + · · · + �n�kn) · xk .üÔÕ ÔÅÈÎÉËÕ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÄÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ �ÆÏÒÍÕÌÙ k-ÔÏÇÏ ÞÌÅÎÁ� �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ zk, ÚÁÄÁÎ-ÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ n-ÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ:zk + a1zk−1 + a2zk−2 + · · · + anzk−n = 0 ; (8-8)ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ a1; a2; : : : ; an ∈ C | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. îÁÊÄ£Í, Ë �ÒÉÍÅÒÕ,Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ k ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ zk, ËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉz0 = 0 ; z1 = 1 ; zk = zk−1 + zk−2 �ÒÉ k > 2 ;É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÒÅÛÁÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁzk − zk−1 − zk−2 = 0 :úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÍÕ ÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ �ÒÉ ×ÓÅÈ k > 2 É ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÞÉÓÅÌ b0; b1 ∈ CËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁb0 + b1x1− x− x2 = z0 + z1x+ z2x2 + · · · (8-9)(ÕÍÎÏÖÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ 1− x− x2 É ÓÒÁ×ÎÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ xk ÄÌÑ k > 2).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ b0; b1; : : : ; bn−1 ∈ C ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁb0 + b1x+ · · ·+ bn−1xn−11 + a1x+ a2x2 + · · · + anxk = z0 + z1x+ z2x2 + · · ·ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ �ÒÉ k > n ÏÂÝÅÍÕ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (8-8).óÒÁ×ÎÅÎÉÅ × (8-9) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÒÉ x0 É x1 �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ b0 = z0 É b1 = z1 − z0, ËÏÔÏÒÙÅ�ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ z0 = 0, z1 = 1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÒÑÄÁz(x) = x1− x− x2 ;



§ 8. òÑÄÙ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. 57�ÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÉÚ (8-9) �ÒÉ b0 = 0, b1 = 1 . þÔÏÂÙ Ñ×ÎÏ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ,�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ:x1− x− x2 = x(1− �+x)(1− �−x) = �+1− �+x + �−1− �−x ; (8-10)ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ �±, ÂÕÄÕÞÉ ËÏÒÎÑÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ1 t2 − t− 1 = 0 , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ�± = 1±√52 ; �+�− = −1 ; �+ + �− = 1 ;�ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ËÏÔÏÒÙÈ, ÕÍÎÏÖÁÑ ÄÒÏÂÉ × (8-10) ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ É �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ x = �±, ÎÁÈÏÄÉÍ�+ = −�− = 1=(�+ − �−) = 1=√5 . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,z0 + z1x+ z2x2 + · · · = x1− x− x2 = 1√5 ( 11− �+x − 11− �−x) = ∑k>0 �k+ − �k−√5 · xk ;Ô. Å. k-ÔÏÅ ÞÉÓÌÏ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ zk = (1 +√5)k − (1−√5)k2k√5 .8.4.äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ. åÓÔØ Ä×Á �ÏÄÈÏÄÁ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔ ÆÕÎË-�ÉÉ R f
- R, �ÏÞÔÉ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÍÙÅ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕÎÁÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ f 7→ f ′ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍ ËÏÌØ�Å K.óÏÇÌÁÓÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′(x) ÆÕÎË�ÉÉ R f

- R ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑÞÁÓÔØ �ÒÉÒÁÝÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÔÏÞËÅ x, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙf(x+ Æ) = f(x) + f ′(x) · Æ + o(x; Æ)× ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÑ o(x; Æ) = f(x + Æ) − f(x) − f ′(x) · Æ �ÒÉ Æ → 0 ÄÏÌÖÎÁ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë ÎÕÌÀÂÙÓÔÒÅÅ, ÞÅÍ Æ (É ÔÏÌØËÏ �ÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÔÅ�ÅÒØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄf(x) = a0 + a1x+ a2x2 + · · · ∈ K[[x℄℄ (8-11)É, ÓÞÉÔÁÑ ÓÉÍ×ÏÌ Æ ×ÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÚÁ�ÉÛÅÍ f(x+ Æ) ∈ K[[x; Æ℄℄ × ×ÉÄÅ ÆÏÒÍÁÌØ-ÎÏÇÏ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÏÔ Æ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K[[x℄℄:f(x+ Æ) = ∑k>0 ak(x+ Æ)k = ∑k>0 k∑�=1 ak(k�)x�Æk−� = ∑m>0 fm(x) · Æm ;ÇÄÅ fm(x) = ∑k>m( km)akxk−m ÄÌÑ ×ÓÅÈ m > 0 (8-12)òÑÄ f1(x) = a1+2a2x+3a3x2+ · · · ∈ k[[x℄℄, ÓÔÏÑÝÉÊ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (8-12) × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ�ÒÉ Æ1 , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÉÌÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔ ÒÑÄÁ (8-11) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑf ′(x) def= f1(x) = a1 + 2a2x+ 3a3x2 + · · · = ∑k>1 k · akxk−1 : (8-13)1ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ a0an 6= 0 ÒÁ×ÅÎÓÔ×Átn + a1tn−1 + · · · + an−1t+ an = n
Yi=1(t− �i)1 + a1x+ · · · + an−1xn−1 + anxn = n
Yi=1(1− �ix)ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÏÄÎÏ ÄÒÕÇÏÍÕ, Ô. Ë. �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÚÁÍÅÎÏÊ x = 1=t É ÄÏÍÎÁÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ
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òÉÓ. 8⋄1. ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ É ÓÅËÕÝÁÑ.

ÞÅÍ ÉÓÈÏÄÎÙÊ.óÏÇÌÁÓÎÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, �ÒÏÉÚ×ÏÄ-ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ R f
- R × ÔÏÞËÅ x ÅÓÔØ ÎÁËÌÏÎ ËÁÓÁÔÅÌØ-ÎÏÊ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÔÏÞËÅ Ó ÁÂÓ�ÉÓÓÏÊ x. ëÁ-ÓÁÔÅÌØÎÁÑ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË �ÒÅÄÅÌ ÓÅ-ËÕÝÉÈ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÇÒÁÆÉË × ÔÏÞËÁÈ Ó ÁÂÓ�ÉÓÓÁÍÉ t1É t2, ËÏÇÄÁ ÏÂÅ ÏÎÉ ÓÌÉ×ÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÕ x (ÓÍ. ÒÉÓ. 8⋄1).�. Ë. ÎÁËÌÏÎ ÓÅËÕÝÅÊ ÒÁ×ÅÎ (f(t2)− f(t1))=(t2− t1), �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÅÓÔØ �ÒÅÄÅÌ ÜÔÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÉ t1; t2 → x (ÉÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ ÜÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ).äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ (8-11) ÓÔÏÑÝÁÑ× ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÎÁËÌÏÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ f(t2)−f(t1)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÏÌØ�Á K[[t1; t2℄℄ É ÎÁ�ÅÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ× ÜÔÏÍ ËÏÌØ�Å ÎÁ t2 − t1, �ÏÓËÏÌØËÕtn2 − tn1t2 − t1 = tn−11 + tn−21 t2 + tn−31 t22 + · · · + t1tn−22 + tn−11 ;É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ f(t2)− f(t1)t2 − t1 = ∑k>1 ak( tk−11 + tk−21 t2 + tk−31 t22 + · · · + t1tk−22 + tk−12︸ ︷︷ ︸k ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ) : (8-14)÷ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ t1 = t2 = x, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÑÄ (8-13).�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, �ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ� Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó �ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ�. ïÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÍÕ ÒÑÄÕ ÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �Ï�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ��x : K[[x℄℄ f 7→f ′

- K[[x℄℄ : (8-15)8.4.1.ìåííá. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ K É ÌÀÂÙÈ f; g ∈ K[[x℄℄ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á(a)′ = 0 ; (af)′ = a · f ′ ; (f + g)′ = f ′ + g′ ; (fg)′ = f ′ · g + f · g′ : (8-16)ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÒÑÄ g ÎÅ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÔÏ(f(g(x))′ = g′(x) · f ′(g(x)) ; (8-17)Á ÅÓÌÉ ÒÑÄ f ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ (1=f)′ = −f ′=f2 .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÙÅ ÔÒÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (8-16) ×ÙÔÅËÁÀÔ �ÒÑÍÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÆÏÒÍÕÌÙ (8-13). þÅÔ×£Ò-ÔÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï2 × (8-16) É �ÒÁ×ÉÌÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ (8-17) ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ �ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ�Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ: ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÑ × K[[x; Æ℄℄f(x+ Æ) = f(x) + Æ · f ′(x) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ Æ2)g(x+ Æ) = g(x) + Æ · g′(x) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ Æ2) ;ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÏÎÏÍÏ×, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ Æ2 ,f(x+ Æ)g(x+ Æ) = f(x)g(x) + Æ · (f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ Æ2) ;ÏÔËÕÄÁ (fg)′ = f ′ · g + f · g′. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÍÅÅÍf(g(x+ Æ)) = f(g(x) + Æ · g′(x) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ Æ2)) :1ÓÍ. �ÒÅÄÕ�ÒÅÖÄÅÎÉÅ (n◦ 8.4.2) ÎÉÖÅ2ÅÇÏ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÒÁ×ÉÌÏÍ ìÅÊÂÎÉ�Á



§ 8. òÑÄÙ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. 59ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÒÑÄ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ Ë g(x) × ÁÒÇÕÍÅÎÔÅ f , ÞÅÒÅÚ"(x; Æ) = Æ · g′(x) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ Æ2) ;�ÏÌÕÞÁÅÍf(g(x+ Æ)) = f(g(x) + "(x; Æ)) == f(g(x)) + "(x; Æ) · f ′(g(x)) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ "(x; Æ)2) == f(g(x)) + Æ · g′(x) · f ′(g(x)) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ Æ2) ;ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ. îÁËÏÎÅ�, ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ (1=f)′ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ×ÚÑÔÉÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f · f−1 = 1. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.4. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× 1(1− x)2 ; 1(1− x)3 ; : : : ; 1(1− x)m ÉÎÁ�ÉÛÉÔÅ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ k-ÔÏÇÏ ÞÌÅÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ak, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÅÍ: a0 = 1, a1 = −1 É ak = 2ak−1 − ak−2 �ÒÉ k > 2.8.4.2.ðÒÅÄÏÓÔÅÒÅÖÅÎÉÅ: f ′ = 0 ; f = 
onst ! äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊÏ�ÅÒÁ�ÉÅÊ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØ�Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× K. ðÒÉ ÒÁÂÏÔÅ × ÔÁËÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ k, �ÏÑ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (8-13) �ÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÒÏ×ÁÎÉÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ (akxk)′ = k · akxk−1 ;É ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ �ÒÉ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ t1 = t2 = x × �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (8-14), �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÏÂÏÀ ÓÕÍÍÕ n ÅÄÉÎÉ� ËÏÌØ�Á K. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ × ËÏÌØ�Å K ÓÕÍÍÁ n ÅÄÉÎÉ� ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ (ËÁËÜÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ËÏÌØ�Å ×ÙÞÅÔÏ× K = Z=(n)), ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ,ÓÔÅ�ÅÎØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n, ÂÕÄÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ:1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸n ÅÄÉÎÉ� = 0 ⇒ (xmn)′ = 0 ∀m∈N :îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ xp − 1 ∈ Fp[x℄ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Fp = Z=(p) ÉÍÅÅÔ �Ï ÜÔÏÊ �ÒÉÞÉÎÅÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÅ×ÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ Fp[x℄ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f ′(x) = 0 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏf(x) = g(xp) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ Fp[x℄.÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÅÝ£ ×ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ Ñ×ÌÅÎÉÀ, ÏÄÎÁËÏ �ÏËÁ, ÄÏ ËÏÎ�Á ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ, ÅÓÌÉÓ�Å�ÉÁÌØÎÏ ÎÅ ÏÇÏ×ÁÒÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌØ�Ï ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× KÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ:K ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄËÏÌØ�Á �ÏÌÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q (8-18)÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÅÄÉÎÉ� ÏÂÒÁÔÉÍÁ, É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÁÌØ-ÎÙÈ ÒÑÄÏ× É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ �ÏÈÏÖÅ ÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÁÎÁÌÉÚÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ f ′ = 0 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏf = 
onst. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ8.4.3.ðòåäìïöåîéå (æïòíõìá �üêìïòá). ðÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ (8-18) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏÒÑÄÁ f(x) ∈ K[[x℄℄ × ËÏÌØ�Å K[[x; Æ℄℄ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïf(x+ Æ) = ∑m>0 1m! f (m)(x) · ÆmÇÄÅ f (m)(x) = ( ��x)m f(x) ÅÓÔØ m-ÔÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ f .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ (8-18) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ fm(x) × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (8-12), ÄÁÀÝÅÊ ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÅ ÒÑÄÁ f(x+ Æ) �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ Æ, �ÅÒÅ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (8-12) × ×ÉÄÅfm(x) = ∑k>m( km)akxk−m = 1m! ∑k>m k(k − 1) · · · (k −m+ 1)︸ ︷︷ ︸m ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ akxk−m = 1m!f (m)(x) ;



60 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. �8.4.4.ðÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ÒÑÄ. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ (8-13) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅ-ÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ (8-18) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ f(x) = a0+a1x+a2x2+ · · · ∈ K[[x℄℄ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊÒÑÄ ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ F (x) = ∫ f(x) dx def= ∑k>1 ak−1k xk (8-19)ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F ′(x) = f(x). ïÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÉÌÉ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÏÔ f .8.5.üËÓ�ÏÎÅÎÔÁ É ÌÏÇÁÒÉÆÍ. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á K, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏ (8-18), ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ
N (K) def= x ·K[[x℄℄ É U (K) def= 1 + x ·K[[x℄℄ (8-20)ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÑÄÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ É Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

N (K) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÒÑÄÏ×, Á U (K) | ÁÂÅÌÅ×ÏÊÇÒÕ��ÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. æÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄex def= ∑k>0 xkk! = 1 + x+ 12x2 + 16x3 + · · · ∈ U (Q) (8-21)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÏÊ. ïÎ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌÅÎ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ Ó×ÏÅÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ: (ex)′ = ex .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.6. õÂÅÄÉÔÅÓØ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ex | ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÒÑÄ ÉÚ U (Q), ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ.ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ex ×ÍÅÓÔÏ x ÌÀÂÏÊ ÒÑÄ �(x) ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÑÄ e�(x) ÓÏ Ó×Ï-ÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ 1, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÏÊ ÒÑÄÁ �(x). ðÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ÒÑÄ ÏÔ ÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉln(1 + x) def= ∫ dx1 + x = ∑k>1 (−1)k−1k xk = x− 12x2 + 13x3 − · · · ∈ N (Q) (8-22)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ u(x) ∈ U (K), ÒÑÄ u(X)−1, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÍÏÖÎÏ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ×ÍÅÓÔÏ x × ÒÑÄ ln(1 + x). ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÑÄ ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ lnu(x) ,ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÒÑÄÁ u(x). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÍÉ ÁÂÅÌÅ×Ù ÇÒÕ��Ù (8-20) ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ:exp : N (K) � 7→e�
- U (K)

N (K) � u 7→lnu U (K) : log (8-23)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.7. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (8-17) ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ, ÞÔÏ ∀ u ∈ U (K) ×Ù�ÏÌ-ÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï (lnu)′ = u′=u (ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔ u).8.5.1.�åïòåíá. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (8-23) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÇÒÕ��,Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÑÄÏ× u; u1; u2 ∈ U (K) , �; �1; �2 ∈ N (K) ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á:ln e� = � ; elnu = u ; ln(u1u2) = ln(u1) + ln(u2) ; e�1+�2 = e�1e�2 :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÒÑÄÏ× �1; �2 ∈ N (K) ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �1 = �2 É � ′1 = � ′2 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ðÏÜÔÏÍÕÒÑÄÙ ln(ex) É x, ÌÅÖÁÝÉÅ × N (Q) É ÉÍÅÀÝÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÙÅ ÅÄÉÎÉ�Å �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ln(ex) = x ×ÍÅÓÔÏ x �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ∀ � ∈
N (K) ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ln e� = � . äÌÑ ÒÑÄÏ× u1; u2 ∈ U (K) ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ u1 = u2 É u′1 = u′2 ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÑÄÙ ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ln(u1u2) É lnu1 + lnu2, ÔÁËÖÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ:(ln(u1u2))′ = (u1u2)′u1u2 = u′1u2 + u1u′2u1u2 = u′1u1 + u′2u2 = (lnu1)′ + (lnu2)′ = (lnu1 + lnu2)′ ;



§ 8. òÑÄÙ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. 61ÔÏÖÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ U (K) log
- N (K) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÕÌØÔÉ-�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù × ÁÄÄÉÔÉ×ÎÕÀ É ÏÂÒÁÔÎÏ ÓÌÅ×Á Ë ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÀ, ÉÚ ÞÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÏÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ ÒÑÄÙu1; u2 ∈ U (K) �Ï�ÁÒÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:u1 = u2 ⇐⇒ ln(u1) = ln(u2) ⇐⇒ (lnu1)′ = (lnu2)′ (8-24)ïÂÅ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÉ �⇒� ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙ, É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ �ÅÒ×ÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÚ ÔÒÅÔØÅÇÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏÕ�Ò. 8.7 ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ u1(x)′ · u2(x) = u′2(x) · u1(x). ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ u1 = a0 + a1x + a2x2 + · · · Éu2 = b0+ b1x+ b2x2+ · · · É ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ x �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑa1 · 1 = 1 · b12a2 + a1b1 = a1b1 + 2b2

· · · · · · · · ·k · ak + k−1∑m=1m · ambk−m−1 = k−1∑m=1(k −m) · am−1bk−m + k · bk
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÎÕÖÎÙÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ak = bk. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕ��, Á ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ | ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÎÅÍÕ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀u∈U (K) ln(1=u) = −u, Á ÔÁËÖÅ �ÒÏ×ÅÒØÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á e�1+�2 = e�1e�2É elnu = u, ÓÒÁ×ÎÉ× ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ.8.6.óÔÅ�ÅÎØ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ. ÷ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ËÏÌØ�ÏK ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ (8-18) ÓÏ ÓÔÒ. 59 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ∈ K ÒÑÄ(1 + È)� def= e� ln(1+x) ∈ U (K) :ïÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÉÎÏÍÏÍ Ó �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ �. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÂÉÎÏÍ ×ÍÅÓÔÏ x �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ�(x) = u(x) − 1 ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁ ÇÒÕ��Å ÒÑÄÏ× Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÞÌÅÎÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × �-ÔÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ

U (K) u 7→u�=e� lnu
- U (K) ;ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÏÖÉÄÁÅÍÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÓÔÅ�ÅÎØ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÑÄÏ× u; v ∈

U (K) É ÞÉÓÅÌ �; � ∈ K ÂÕÄÕÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Áu� · u� = u�+� ; (u�)� = u�� ; (uv)� = u�v� : (8-25)õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.9. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.þÔÏÂÙ ÏÔÙÓËÁÔØ Ñ×ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÂÉÎÏÍÁ (1+x)� = a0+a1x+a2x2+ · · · , ×ÏÚØÍ£ÍÏÔ ÎÅÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ:((1 + x)�)′(1 + x)� = (ln e� ln(1+x))′ = (� ln(1 + x))′ = �1 + x :ðÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ((1 + x)�)′ · (1 + x) = � · (1 + x)�. óÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÒÉ xk−1 ×�ÒÁ×ÏÊ É ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÁ£Ô ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á kak + (k − 1)ak−1 = �ak−1 , ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈak = ak−1k (�− k + 1) = �(�− 1) · · · (�− k + 1)k!(ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ a0 = 1, �ÏÓËÏÌØËÕ (1 + x)� ∈ U (Q)). ëÁË É × ÆÏÒÍÕÌÅ (1-7) ÎÁ ÓÔÒ. 6 ÜÔÉ ÞÉÓÌÁÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ
(�k) def= �(�− 1) · · · (�− k + 1)k! ∈ K



62 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.(× ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ É × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÓÔÏÉÔ �Ï k �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÍÎÏÖÉÔÅ-ÌÅÊ, ÏÄÎÁËÏ �ÒÉ � 6∈ N ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ �ÒÉ ×ÓÅÈ k).8.6.1.óìåäó�÷éå (æïòíõìá îøà�ïîá). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á K, ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ (8-18) ÓÏ ÓÔÒ. 59 × ËÏÌØ�Å K[[x℄℄ , �ÒÉ ×ÓÅÈ � ∈ K Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï(1 + x)� = ∑�>0(��)x� = 1 + �x+ �(�− 1)2 x2 + �(�− 1)(�− 2)6 x3 + · · · :
�8.6.2.ðÒÉÍÅÒ: ÍÅÔÏÄ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ. óÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ f(x) = a0 + a1x + a2x2 + · · · ∈ K[[x℄℄ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a0; a1; a2; · · · ∈ K. ÷ ÓÉÔÕ-Á�ÉÉ, ËÏÇÄÁ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a�) ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÉÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍÉÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ÎÁ f(t), ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅË-ÔÉ×ÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÉÚÕÞÅÎÉÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÜÔÏ, ÎÁÊÄÑ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌëÁÔÁÌÁÎÁ, ËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ðÕÓÔØ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÕÍÍÙ (n + 1) ÞÉÓÅÌ a0 + a1 + a2 + · · · + an × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÁÚ-ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. �ÏÇÄÁ ÔÁËÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÒÁÚÏÂØ£ÔÓÑ ÎÁ n �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈÛÁÇÏ×, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÕÄÅÔ ×ÙÞÉÓÌÑÔØÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅÞÅÇÏ ×ÓÅ ÚÎÁËÉ �+� ÏËÁÖÕÔÓÑ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÔÅÍ, × ËÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÏÎÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ.ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÊ (ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÒÁÓÓÔÁÎÏ-×ÏË n + 1 �ÁÒ ÓËÏÂÏË × ÎÁÛÅÊ ÓÕÍÍÅ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ëÁÔÁÌÁÎÁ 
n. îÁ�ÒÉÍÅÒ, 
1 = 1, 
2 = 2,
3 = 5, 
4 = 14, . . .þÔÏÂÙ Ñ×ÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ 
n ÞÅÒÅÚ n �ÏÌÏÖÉÍ 
0 = 1 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ 
(x) =∑k>0 
kxk. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ÏË ÓËÏÂÏË, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÓÌÅÄÎÉÍ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ i-ÔÙÊ ÓÌÅ×ÁÚÎÁË �+� ÒÁ×ÎÏ 
i−1
n−i−1, n-ÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ëÁÔÁÌÁÎÁ 
n ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ
n = 
0
n−1 + 
1
n−2 + · · · + 
n−2
1 + 
n−1
0 :üÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ 
(x) − 1 = x
(x)2 (ÎÁ�ÉÓÁÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ�ÒÉ xn × ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ). ÷ �ÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØ�Å Q[[x℄℄ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ xt2− t−1 = 0 ÉÍÅÅÔ Ä×ÁÒÅÛÅÎÉÑ 1±√1− 4x2x , ÇÄÅ √1− 4x = (1−4x)1=2 = ∑k>0 (−1)k! k−1

· 4k· 12 ·(12 − 1) · · ·
(12 − k + 1)·xk . ðÏÓËÏÌØËÕ
0 = 1, ÉÓËÏÍÁÑ ÎÁÍÉ ÆÕÎË�ÉÑ Ó(x) �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÒÉ ×ÙÂÏÒÅ �ÅÒÅÄ ÒÁÄÉËÁÌÏÍ ÚÎÁËÁ �+�. ðÏÌÕÞÁÅÍ1
(x) = 12x ∑k>0 (−1)k! k−1

· 4k · 12 (12 − 1) · · ·
(12 − k + 1)

︸ ︷︷ ︸k xk == ∑k>1 2k−1 · 1 · (2 · 1− 1) · (4 · 1− 1) · · · · · (2(k − 1)− 1)k! xk−1 == ∑k>1 (2k − 2)!k!(k − 1)! · xk−1 = ∑k>0(2kk ) xkk + 1éÔÁË, 
n = 1n+ 1(2nn ) . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ó �ÅÒ×ÏÇÏ ×ÚÇÌÑÄÁ ÄÁÖÅ ÎÅ ×�ÏÌÎÅ �ÏÎÑÔÎÏ, �ÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ.
1�ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ËÏ ×ÔÏÒÏÊ ÍÙ ÕÍÎÏÖÉÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ k ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ ÄÒÏÂÉ ÎÁ 2,ÏÔÝÅ�É× ÜÔÉ k Ä×ÏÅË ÉÚ 4k, É ÓÍÅÎÉÌÉ ÚÎÁË �ÏÓÌÅÄÎÉÈ (k − 1) ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ; �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏÞËÉ ËÔÒÅÔØÅÊ | ÄÏÍÎÏÖÉÌÉ É ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÁ (k − 1)!, ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó 2k−1 ÄÏ�ÏÌÎÑÅÔ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÄÏ �ÏÌÎÏÇÏÆÁËÔÏÒÉÁÌÁ



§9.íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ.÷ÓÀÄÕ × ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ K �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÉ-�ÅÊ, Á ÞÅÒÅÚ k | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ.9.1.÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ × ÔÏÞËÅ. ìÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) = a0 + a1x + · · · +anxn ∈ K[x℄ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ � ∈ K, �ÏÄÓÔÁ×É× × f ×ÍÅÓÔÏ x ÚÎÁÞÅÎÉÅ x = �. ÷ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑev� : K[x℄ ev�
- K ; f 7−→ f(�) def= a0 + a1�+ · · ·+ an�n ∈ K : (9-1)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌØÚÕÑÓØ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØÀ, f(�) ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÁ 2n Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÎÅ �ÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÑ ×ÓÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ �k �Ï-ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ:f(�) = a0 + � ·

(a1 + � ·
(a2 + · · · + � ·

(an−2 + � · (an−1 + � · an)) · · ·)) : (9-2)9.2.äÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f ∈ K[x℄ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ ÅÄÉÎÉ�Á ÎÁÚÙ×Á-ÀÔÓÑ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÍÉ ÉÌÉ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍÉ.9.2.1.ðòåäìïöåîéå. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f É ÌÀÂÏÇÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ u ÎÁÄ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ K Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅ�ÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ q ∈ K[x℄ É ÏÓÔÁÔÏË r ∈K[x℄, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ: f(x) = u(x) · q(x) + r(x) É deg(r) < deg(u) ÉÌÉ r = 0 : (9-3)åÓÌÉ ËÏÌØ�Ï K �ÅÌÏÓÔÎÏÅ, ÔÏ ÔÁËÉÅ q É r ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ f).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ �ÄÅÌÅÎÉÑ ÕÇÏÌËÏÍ�: �ÏÌÁÇÁÅÍr0 = f , q0 = 0 É ÄÁÌÅÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k = 1; 2; : : : ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ deg(rk−1) > deg(u) ÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙqk(x) = (ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ rk−1) · xdeg(rk−1)−deg(u) É rk = rk−1 − qku ;ÓÔÅ�ÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ Ó ËÁÖÄÙÍ ÛÁÇÏÍ ÓÔÒÏÇÏ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ. ëÏÇÄÁ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ `-ÔÏÍ ÛÁÇÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍdeg(r`) < deg(u) , ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (9-3) ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÄÌÑ r = r` É q = q1+q2+ · · · +q` . åÓÌÉ p É s| ÄÒÕÇÁÑ�ÁÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ deg(s) < deg(u) É f = up+s , ÔÏ ÉÚ uq+r = up+s ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ u(q−p) = r−s.åÓÌÉ ×K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, �ÒÉ p 6= q ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ deg(u(q−p)) = deg(u)+deg(q−p) > deg(u) > deg(r−s),ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ u(q − p) = r − s. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, p− q = 0, Á ÚÎÁÞÉÔ, É r − s = 0 . �9.2.2.óìåäó�÷éå. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f , g Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÌÅ kÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÁÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× q; r ∈ k[x℄, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ × ËÏÌØ�Å k[x℄ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f = g · q + r É deg(r) < deg(g) ÉÌÉ r = 0 .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁ�ÉÓÙ×ÁÑ g × ×ÉÄÅ g = a · u, ÇÄÅ a ∈ k | ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g, a u ∈ k[x℄ÕÎÉÔÁÒÅÎ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ f = g ·q+r ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ f = u · (aq)+r×ÉÄÁ (9-3). �9.2.3.ðÒÉÍÅÒ: ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÔÏÞËÅ ËÁË ÏÓÔÁÔÏË. ïÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁf(x) = anxn + an−1xn−1 + · · · + a1x+ a0ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ä×ÕÞÌÅÎ u(x) = x − � | ÜÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÒÁ×ÎÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÀ f(�) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f × ÔÏÞËÅ � , ×Þ£Í ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ×ÙÞÉÓÌÉ× ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f(x) = (x − �) · q(x) + r �ÒÉ x = �. ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ,ÏÄÎÁËÏ, Õ×ÉÄÅÔØ ÜÔÏ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÅÓÔÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÑ ÏÓÔÁÔÏË �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÄÅÌÅÎÉÑ É ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÜÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ó ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (9-2) ÓÏ ÓÔÒÁÎÉ�Ù 63:r1(x) = (an−1 + �an)xn−1 + an−2xn−2 + · · · + a1x+ a0r2(x) = (an−2 + �(an−1 + �an))xn−2 + an−3xn−3 + · · · + a1x+ a0r3(x) = (an−3 + �(an−2 + �(an−1 + �an)))xn−2 + an−4xn−4 + · · · + a1x+ a0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·rn(x) = a0 + � ·

(a1 + � ·
(a2 + · · · + � ·

(an−2 + � · (an−1 + � · an)) · · ·)) = f(�) (9-4)
63



64 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.þÉÔÁÔÅÌÀ ÎÁÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ �ÒÏÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ × ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ: ÒÁÚÄÅÌÉÔØ × Z[x; y℄ = Z[x℄[y℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ yn − xn ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ä×ÕÞÌÅÎ (y − x).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.1. îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x179 + x57 + x2 + 1 × Z[x℄ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙÁ) x2 − 1 Â) x2 + 1 ×) x2 + x+ 1 .9.2.4.ðÒÉÍÅÒ: ÎÏÄ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ. ÷ ËÏÌØ�Å k[x℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ�ÏÌÅ k Õ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× f1; f2; : : : ; fn ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ1, �ÒÉÞ£Í ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÎÏÄ(f1; f2; : : : ; fn) = f1h1 + f2h2 + · · ·+ fnhn (9-5)Ó �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ hi ∈ k[x℄ . äÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË É ÄÌÑ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ (f1; f2; : : : ; fn) def= {f1h1 + f2h2 + · · ·+ fnhn | hi ∈ k[x℄} (9-6)ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ (9-5) Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ f1; f2; : : : ; fn É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉh1; h2; : : : ; hn ∈ k[x℄, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ d(x) ∈ (f1; f2; : : : ; fn) ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÅÊÓÑ × (f1; f2; : : : ; fn) ÓÔÅ�ÅÎÉ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (f1; f2; : : : ; fn) ⊂ k[x℄ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:Á) ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ (f1; f2; : : : ; fn) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f1; f2; : : : ; fnÂ) f1; f2; : : : ; fn ∈ (f1; f2; : : : ; fn) ×) g1; g2 ∈ (f1; f2; : : : ; fn) ⇒ g1 ± g2 ∈ (f1; f2; : : : ; fn)Ç) g ∈ (f1; f2; : : : ; fn) ⇒ gh ∈ (f1; f2; : : : ; fn) ∀ h ∈ k[x℄Ä) ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ (f1; f2; : : : ; fn) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d(x)éÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ, (f1; f2; : : : ; fn) = (d) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ËÒÁÔÎÙÈ d. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ d = ÎÏÄ(f1; f2; : : : ; fn) É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ (9-5).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ Õ �ÁÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f; g ∈ k[x℄ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ2ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÉÈ ×ÚÁÉÍÎÏÊ �ÒÏÓÔÏÔÅ, Ô. Å. ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù ËÏÌØ�Á× ×ÉÄÅ 1 = fh1 + gh2 Ó �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ h1; h2 ∈ k[x℄.äÌÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ �Á-ÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÌÅ k �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ, ÞÔÏ É ÄÌÑ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÒ. Ó n◦ 7.4). á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ �ÁÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f1(x) É f2(x) Ódeg(f1) > deg(f2) �ÏÌÏÖÉÍ E0 = f1, E1 = f2, É Ek = ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ Ek−2 ÎÁ Ek−1 �ÒÉ k > 1 . óÔÅ�ÅÎÉÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×Ek ÂÕÄÕÔ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙ×ÁÔØ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ËÁËÏÊ-ÔÏ Er ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÉÔ ÎÁ�ÅÌÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÊ Er−1,× ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ Er+1 ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ × ÎÕÌØ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Er ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ ÎÏÄ(f1; f2),�ÒÉÞ£Í ÅÓÌÉ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÇÏ Ek ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ Ek = h(k)1 f1 + h(k)2 f2, ÔÏEr = ÎÏÄ(f1; f2) É Er+1 = 0 ÔÏÖÅ �ÏÌÕÞÁÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ×ÙÒÁÖÅ-ÎÉÉ Er+1 = 0 = h(r+1)1 f1 + h(r+1)2 f2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ h(r+1)1 É h(r+1)2 ÂÕÄÕÔ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ,ÄÏ�ÏÌÎÑÀÝÉÍÉ f1 É f2 ÄÏ ÉÈ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ ÎÏË(f1; f2) = h(r+1)1 f1 = −h(r+1)2 f2.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.3. äÏËÁÖÉÔÅ ×ÓÅ ÜÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ f1 = x7+3x6+4x5+x4+5x2+3x3+3x+4 , f2 = x5+5x4+11x3+12x2+7x+4 �ÅÒ×ÙÊÛÁÇ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ �ÒÉ×ÏÄÉÔ ËE0 = x7 + 3x6 + 4x5 + x4 + 5x2 + 3x3 + 3x+ 4E1 = x5 + 5x4 + 11x3 + 12x2 + 7x+ 4E2 = −4x4 − 13x3 − 21x2 − 10x− 8 = E0 − (x2 − 2x+ 3)E1ÄÁÌØÛÅ ÕÄÏÂÎÅÅ ÄÅÌÉÔØ ÎÁ E2 ÎÅ E1, Á 16E1, Á ÚÁÔÅÍ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ 1/16:E3 = 116 (x3 + 5x2 + 10x+ 8) = 116 (16E1 + (4x+ 7) E2) = 4x+ 716 E0 − 4x3 − x2 − 2x+ 516 E1ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ ÕÖÅ ÄÁ£Ô ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØE4 = −16 (x2 + 3x+ 4) = E2 + 16 (4x− 7) E3 = 16 (x2 − 3) E0 − 16 (x4 − 2x3 + 2x− 2) E11ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ2Ô. Å. ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔ É ÎÅ ËÒÁÔÎÙÈ ÓÁÍÉÍ ÜÔÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ



§ 9. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ. 65�ÏÓËÏÌØËÕE5 = E3 + x+ 2256 E4 = 0 = x3 + 2x2 + x+ 116 E0 − x5 + x2 + 116 E1 :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÎÏÄ(f1; f2) = x2 + 3x+ 4 = −
(x2 − 3) f1(x) + (x4 − 2x3 + 2x− 2) f2(x)ÎÏË(f1; f2) = (x3 + 2x2 + x+ 1) f1(x) = (x5 + x2 + 1) f2(x) :9.3.òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. îÁ�ÏÍÎÉÍ (ÓÍ. (n◦ 8.2)), ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØ-�Á K[x℄ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ � ∈ K. ïÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ËÏÎÓÔÁÎ-ÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p ∈ K[x℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ1, ÅÓÌÉ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á p = fg ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ f , g Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ p ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ. åÓÌÉ K = k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ, ÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ k[x℄ ÏÚÎÁÞÁÅÔÅÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ f = gh Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉdeg(g); deg(h) < deg(f).9.3.1.ðòåäìïöåîéå. ÷ÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÌÅ k Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, �ÒÉÞ£Í ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÔÁËÉÈ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ p1p2 · · · pk = f = q1q2 · · · qm ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ k = m, É ÜÔÉ ÓÏ-ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ∀ i pi = siqi, ÇÄÅ si ∈ k | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. çÏÄÑÔÓÑ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÅ ÖÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ, ÞÔÏ É ÄÌÑ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÒ. Ó n◦ 7.8.1). ðÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ: ÅÓÌÉ f ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÔÏ ÏÎ ÓÁÍ É ÂÕÄÅÔ Ó×ÏÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ f �ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÔÏ ÏÎÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ËÏÔÏÒÙÅ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÉÌÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÉÌÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ É Ô. Ä. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÅ ÍÏÖÅÔÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ, ÍÙ × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× �ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÅÇÏÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï p1p2 · · · pk = q1q2 · · · qm ; (9-7)× ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ p1 ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÉÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ×ÉÄÁ s · p1 Ó s ∈ k. åÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÒÅÄÉ qi ÎÅÔ, ÔÏ ∀ i ÎÏÄ(p1; qi) = 1, Á ÚÎÁÞÉÔ p1×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ qi, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É Ó ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ. îÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï h1p1+h2q1 · · · qm = 1ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ × ÓÉÌÕ (9-7) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p1. éÔÁË, ÏÄÉÎ ÉÚ qi | ÎÁÚÏ×£Í ÅÇÏ q1 |ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ q1 = s1p1 Ó s1 ∈ k. �ÏÇÄÁ (9-7) ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ p1(p2 · · · pk + s1 · q2 · · · qm) = 0,ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï p2p3 · · · pk = (s1q2)q3 · · · qm (× ËÏÔÏÒÏÍ s1q2 ÔÏÖÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ),Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÉÍÅÎÉÍÏ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. �9.4.ëÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. üÌÅÍÅÎÔ � ∈ K, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ K[x℄, ÅÓÌÉf(�) = 0. ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × �ÒÉÍÅÒÅ (n◦ 9.2.3), ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ f(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ×K[x℄ ÎÁ (x− �).9.4.1.ðòåäìïöåîéå. åÓÌÉ × K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ K[x℄, ÉÍÅÀ-ÝÉÊ ÎÅÓËÏÌØËÏ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ �1; �2; : : : ; �s ∈ K, ÄÅÌÉÔÓÑ × K[x℄ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅs∏i=1(x− �i) :÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ f 6= 0, ÔÏ deg(f) > s.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁ�ÉÛÅÍ f × ×ÉÄÅ f(x) = (x−�1) ·f1(x) . ðÏÓËÏÌØËÕ × K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ É (�i−�1) 6= 0�ÒÉ i 6= 1, ×ÙÞÉÓÌÑÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ �ÒÉ x = �2; �3; : : : ; �s, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ �2; �3; : : : ; �s Ñ×ÌÑÀÔÓÑËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f1(x), É ÍÏÖÅÍ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÎÉÍ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. �9.4.2.óìåäó�÷éå. îÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ �ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÎÅ ÍÏ-ÖÅÔ ÉÍÅÔØ × ÜÔÏÍ ËÏÌØ�Å ÂÏÌÅÅ deg(f) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. �1ÓÒ. Ó ÏÂÝÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÚ (n◦ 7.8)



66 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.9.4.3.óìåäó�÷éå. ðÕÓÔØ ËÏÌØ�Ï K �ÅÌÏÓÔÎÏÅ, É f; g ∈ K[x℄ ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑ-ÝÉÅ n. åÓÌÉ f(�i) = g(�i) ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ n �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÈ �i ∈ K, ÔÏ f = g × K[x℄ .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f − g ÎÕÌÅ×ÏÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ 6 n É ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ n ËÏÒÎÅÊ. �9.4.4.ðÒÉÍÅÒ: ÏÂÝÉÅ ËÏÒÎÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. ðÕÓÔØ k | �ÏÌÅ. þÉÓÌÏ � ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ËÏÒÎÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f1; f2; : : : ; fm ∈ k[x℄, ËÏÇÄÁ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØ-ÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ (x−�) ÄÅÌÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ fi, ÔÏ (x−�) ÄÅÌÉÔ ÎÏÄ(f1; f2; : : : ; fm), ÉÎÁÏÂÏÒÏÔ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÁÂÏÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× | ÜÔÏ ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ËÏÒÎÅÊ ÉÈ ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ �ÒÏÝÅ, ÞÅÍ ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ËÏÒÎÅÊ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ fi × ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ,Ô. Ë. degÎÏÄ(f1; f2; : : : ; fm) ÏÂÙÞÎÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÍÅÎØÛÅ min(deg(fi)).÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÎÏÄ(f1; f2; : : : ; fm) = 1, ÔÏ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× fi ÎÅÔ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ, �ÒÉÞ£Í ÎÅ ÔÏÌØËÏ× �ÏÌÅ k, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ ÚÁÄÁÎÙ ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÎÏ É ÎÉ × ËÁËÏÍ ÂÏÌØÛÅÍ ËÏÌØ�Å K ⊃ k. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,fi(�) ÎÉËÁË ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ × ÎÕÌØ , �ÏÓËÏÌØËÕ ∃ h1; h2; : : : ; hm ∈ k[x℄, ÔÁËÉÅ ÞÔÏf1h1 + f2h2 + · · ·+ fmhm = ÎÏÄ(f1; f2; : : : ; fm) = 1ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ.9.4.5.ðÒÉÍÅÒ: ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ. ëÏÒÅÎØ � ∈ K ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ K[x℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ f(x)ÄÅÌÉÔÓÑ × K[x℄ ÎÁ (x − �)2 . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ f(x) = (x − �)2g(x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ K[x℄, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ,f ′(x) = (x− a) (2g(x)− (x− �)g′(x)) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (x−�). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ fÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÝÉÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ f É f ′, Á ÚÎÁÞÉÔ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÎÏÄ(f; f ′).ðÕÓÔØ K = Q. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ C[x℄ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ deg(f ′) = deg(f)−1, Á ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÚÁÉÍÎÏÊ �ÒÏÓÔÏÔÙ f É f ′ ÍÏÖÎÏ�Ï×ÅÒÑÔØ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ × �ÒÅÄÅÌÁÈ ËÏÌØ�Á Q[x℄. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ f ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ × Q[x℄,ÔÏ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó f ′. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ �ÒÉÍÅÒÕ, f É f ′ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÅ ÔÏÌØËÏ × Q, ÎÏ É ÎÉ × ËÁËÏÍ ÂÏÌØÛÅÍ �ÏÌÅ K ⊃ Q, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, × �ÏÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ Q[x℄ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.îÁÚÏ×£Í ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ËÏÒÎÑ � ∈ C ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ C[x℄ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ m ∈ N, ÞÔÏ f(x) = (x − �)m ·g(x), ÇÄÅ g(�) 6= 0. ÷ÓÑËÉÊ m-ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ � ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (m − 1)-ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÅÇÏ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ f ′(x) = (x− �)m−1 · (m+ (x− �) · g(x)) ;É ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ × ÔÏÞËÅ � ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, � ∈ C ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ m-ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ C[x℄, ËÏÇÄÁ f(�) = f ′(�) = · · · = f (m−1)(�) = 0, ÎÏf (m)(�) 6= 0 (ÓÒ. Ó (n◦ 8.4.3)).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.4. ðÕÓÔØ k | �ÏÌÅ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ × k[x℄ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ ËÏÒÎÅÊ × �ÏÌÅ k9.5.ëÏÌØ�Á ×ÙÞÅÔÏ× k[x℄=(f), ÇÄÅ k | �ÏÌÅ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ËÏÌØ�ÁÍ Z=(n). úÁ-ÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x℄ , ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ(f) = {fh | h ∈ k[x℄}ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ f É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ[g℄f = g (mod f) = g + (f) def= {g + fh | h ∈ k[x℄} : (9-8)ä×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g1 É g2 ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÓÍÅÖÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ [g1℄f = [g2℄f , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉÒÁÚÎÏÓÔØ g1 − g2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ f .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.5. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ [g1℄f , [g2℄f ÌÉÂÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÁÍÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (7-1), ÞÔÏ ÉÓÌÏÖÅÎÉÅ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ×:[g℄ + [h℄ def= [g + h℄ ; [g℄ · [h℄ def= [gh℄ : (9-9)



§ 9. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ. 67õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.6. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (Ô. Å. ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ËÌÁÓÓÏ× [g+h℄ É [gh℄ ÏÔ×ÙÂÏÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ g ∈ [g℄ É h ∈ [h℄), Á ÔÁËÖÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ × k[x℄=(f) ×ÓÅÈ ÁËÓÉÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏËÏÌØ�Á Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ.îÕÌÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÏÌØ�Á k[x℄=(f) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ [0℄f = (f), ÅÄÉÎÉ�ÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ [1℄f =1+ (f). ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÉËÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ,ËÌÁÓÓÙ ×ÓÅÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ 
 ∈ k ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÏÌÅ k ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÌØ�Ï k[x℄=(f)× ËÁÞÅÓÔ×Å ËÌÁÓÓÏ× ËÏÎÓÔÁÎÔ, É ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ 
 ×ÍÅÓÔÏ [
℄f ÄÌÑ 
 ∈ k.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÅ k[x℄=(x− �) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÏÌÀ k.ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ∈ k[x℄ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ g = fh + r,ÇÄÅ deg(r) < deg(f), × ËÁÖÄÏÍ ËÌÁÓÓÅ [g℄f ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ r ∈ [g℄f ÓÔÅ�ÅÎÉdeg(r) < deg(f). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÙÊ ËÌÁÓÓ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ[a0 + a1x+ · · ·+ an−1xn−1℄f = a0 + a1#+ · · ·+ an−1#n−1 ; ÇÄÅ # = [x℄f , Á ai ∈ k .úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ # = [x℄f ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ × ËÏÌØ�Å k[x℄=(f) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ f(#) = 0, Ô. Ë. f(#) =f ([x℄f ) = [f(x)℄f = [0℄f . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍ (9-9) ÍÏÖÎÏÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁ�ÉÓÅÊa0 + a1#+ · · · + an−1#n−1 ; (9-10)�Ï ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÙÈ, ÎÏ Ó ÕÞ£ÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÓÉÍ×ÏÌ # ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ f(#) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÌØ�Ï k[x℄=(f) ÉÎÁÞÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅ-ÒÅÚ k[#℄ : f(#) = 0 É ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ �ÏÌÑ k �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ Ë ÎÅÍÕ ËÏÒÎÑ# ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ k[x℄. ÷ÙÒÁÖÅÎÉÑ (9-10) × ÔÁËÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ (ÏÂÏÂÝ£ÎÎÙÍÉ1) ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÏÌØ�Ï Q[x℄=(x2 − 2) ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÚÁ�ÉÓÅÊ×ÉÄÁ a + b√2, ÇÄÅ ÓÉÍ×ÏÌ √2 ∈ Q[x℄=(x2 − 2) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÌÁÓÓ x (mod (x2 − 2)). óÌÏÖÅÎÉÅ ÉÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÚÁ�ÉÓÅÊ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË Ó ÕÞ£ÔÏÍÔÏÇÏ, ÞÔÏ (√2)2 = 2 : (a+ b√2) + (
+ d√2) = (a+ 
) + (b+ d)√2(a+ b√2)(
+ d√2) = (a
+ 2 bd) + (
b+ ad)√2õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.8. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Q[√2℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ, É ×ÙÑÓÎÉÔÅ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ �ÏÌÑÍÉ ËÏÌØ�Á Q[#℄, ×ËÏÔÏÒÙÈ # ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ: Á) #3 + 1 = 0 Â) #3 + 2 = 0?9.5.1.ðÒÉÍÅÒ: �ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ� Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔØ ËÁË ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÑ R �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ËÏÒÎÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 + 1 = 0 , Ô. Å. ËÁË ËÏÌØ�Ï
R[x℄=(x2 + 1) = R [√

−1] : (√−1)2 = −1 ;ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ a+ b√−1 , ÇÄÅ a; b ∈ R, Á ÓÉÍ×ÏÌ √
−1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÌÁÓÓ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ x �Ï ÍÏÄÕÌÀ(x2 + 1). óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍ(a+ b√−1) + (
+ d√−1) = (a+ 
) + (b+ d)√−1(a+ b√−1)(
+ d√−1) = (a
− bd) + (
b+ ad)√−1 :ëÏÌØ�Ï R [√

−1] Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÌÁÓÓ a+ b√−1 ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÍ1a+ b√−1 = aa2 + b2 − ba2 + b2√−1 :1ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÌÑ Q[x℄=(f), ÇÄÅ f ∈ Q[x℄ | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉ-ÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÓÍ. �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ (n◦ 9.5.2) ÎÉÖÅ); ÎÁÛÁ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÁÑ ÔÒÁËÔÏ×ËÁ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÍ,ÞÔÏ ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ×ÍÅÓÔÏ Q ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ k, Á ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ #ÂÙÌÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ



68 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R [√
−1] 


- C ÉÚ ÜÔÏÇÏ �ÏÌÑ × �ÏÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C , Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ × §6 , ÓÏ�ÏÓÔÁ-×ÌÑÀÝÅÅ ÞÉÓÌÕ a+ b√−1 ∈ R
[√

−1] ×ÅËÔÏÒ 
 (a+ b√−1) = a+ bi ∈ C , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÏÌÅÊ.9.5.2.ðòåäìïöåîéå. ëÏÌØ�Ï k[x℄=(f) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎ f ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ × k[x℄ .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ f = gh, ÇÄÅ ÏÂÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f , g ÉÍÅÀÔ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÕÀ, ÞÅÍ f , ÓÔÅ�ÅÎØ, ÔÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅËÌÁÓÓÙ [g℄; [h℄ ÂÕÄÕÔ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ × k[x℄=(f), ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ × �ÏÌÅ. åÓÌÉ ÖÅ f ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÔÏ ÏÎÂÕÄÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó ÌÀÂÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ g 6∈ (f), Ô. Å. ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ h; q ∈ k[x℄ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï fh + gq = 1, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ [q℄ · [g℄ = [1℄ × k[x℄=(f), Ô. Å. ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÌÁÓÓ [g℄f ∈ k[x℄=(f)ÂÕÄÅÔ ÏÂÒÁÔÉÍ. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.9. îÁ�ÉÛÉÔÅ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÁ) Ë ÞÉÓÌÕ a0 + a1# × �ÏÌÅ Q[#℄ : #2 + #+ 1 = 0 ;Â) Ë ÞÉÓÌÕ a0 + a1#+ a2#2 × �ÏÌÅ Q[#℄ : #3 + #2 + #+ 1 = 0 .9.5.3.ðòåäìïöåîéå (ëé�áêóëáñ �åïòåíá ïâ ïó�á�ëáè). ðÕÓÔØ k | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ�ÏÌÅ, É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ m �Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ:f = f1f2 · · · fm. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
k[x℄=(f) '

- (k[x℄=(f1))× (k[x℄=(f2))× · · · × (k[x℄=(fm)) ;�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ËÌÁÓÓ [g℄f ∈ k[x℄=(f) × ÎÁÂÏÒ ËÌÁÓÓÏ× ' ([g℄f ) def= ([g℄f1 ; [g℄f2 ; : : : ; [g℄fm) , Ñ×ÌÑÅÔÓÑËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅ�.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ' (ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ' ([g℄f ) ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑ g ∈ k[x℄ ×ËÌÁÓÓÅ [g℄f ⊂ k[x℄) É ÔÏ, ÞÔÏ ' �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÓÕÍÍÙ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, × ÓÕÍÍÙ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ,�ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × �ÒÉÍÅÒÅ (n◦ 7.6.1).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.10. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×Ù�ÏÌÎÉÔÅ ×ÓÅ ÜÔÉ �ÒÏ×ÅÒËÉ.�ÁËÖÅ, ËÁË × (n◦ 7.6.1), �ÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ', ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ËÁË ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕ��, ÉÍÅÅÔÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ: ÅÓÌÉ ∀ i [g℄fi = 0, ÔÏ g ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ fi, Á × ÓÉÌÕ ÉÈ �Ï�ÁÒÎÏÊ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ | ÉÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ f1f2 · · · fm = f , ÏÔËÕÄÁ [g℄f = 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÇÒÕ��, ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ. óÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ' ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ Ñ×ÎÙÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏÎÁÂÏÒÁ ËÌÁÓÓÏ× [ri℄fi ∈ k[x℄=(f) ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g ∈ k[x℄, ÞÔÏ g ≡ ri (mod fi) ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i. ëÁË É ×(n◦ 7.6.1), ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Fi = ∏� 6=i f��ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ f� ËÒÏÍÅ fi É �ÏÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎgi = Fi · hi ≡ 1 (mod fi) :÷ ËÁÞÅÓÔ×Å hi × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ1, ËÌÁÓÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ �Ï ÍÏÄÕÌÀ fi ÏÂÒÁÔÅÎËÌÁÓÓÕ Fi (mod fi) (ËÏÔÏÒÙÊ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó fi É �ÏÔÏÍÕ ÏÂÒÁÔÉÍ). �ÏÇÄÁ'(gi) = ([0℄f1 ; : : : ; [0℄fi−1 ; [1℄fi ; [0℄fi+1 ; : : : ; [0℄fm) ;É × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏÓÑ × ÚÁÄÁÎÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ [ri℄fi �ÒÉ ×ÓÅÈ i, ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ g =r1g1 + r2g2 + · · ·+ rmgm . �9.5.4.ðÒÉÍÅÒ: ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÄÒÏÂÉ. ðÕÓÔØ k| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÅ.ðÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ (ÓÍ. n◦ 7.10) �ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á k[x℄ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ k(x) É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁÍÉ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ, �ÏËÁ-ÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÕÀ ÄÒÏÂØ f(x)=g(x) ∈ k(x), ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× g(x) = g1(x)g2(x) : : : gm(x) , ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅÓÕÍÍÙ f(x)g(x) = h(x) + f1(x)g1(x) + f2(x)g2(x) + · · ·+ fm(x)gm(x) ; (9-11)1ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ Ñ×ÎÏ, ÍÏÖÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÚÑÔØ ÏÓÔÁÔÏË Ri ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ Fi ÎÁ fi É �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ë �ÁÒÅ E0 = fi,E1 = Ri ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ, ÞÔÏ ÄÁÓÔ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ 1 = ÎÏÄ(Fi; fi) = ÎÏÄ(Ri; fi) × ×ÉÄÅ 1 = Rihi+fiehi,ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ [hi℄fi = [Ri℄−1fi = [Fi℄−1fi ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÕÖÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ



§ 9. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ. 69× ËÏÔÏÒÏÊ deg h = deg f − deg g É deg fi < deg gi. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÏÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ (9-11) ÎÁ g, �ÏÌÕÞÁÅÍ× k[x℄ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïf = hg + f1Q1 + f2Q2 + · · ·+ fmQm ; ÇÄÅ Qi = ∏� 6=i g� É deg(∑ f�Q�) < degQ ; (9-12)ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ h É r = ∑ f�Q� ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÎÅ�ÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ É ÏÓÔÁÔÏË ÏÔÄÅÌÅÎÉÑ f ÎÁ g, Á ËÁÖÄÙÊ ÉÚ fi | ËÁË ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ < deg gi, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×
k[x℄=(gi) ËÌÁÓÓ r−1 (mod gi) ≡ f Q−1i (mod gi).åÓÌÉ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ: g = qm11 qm22 · · · qmss , ÇÄÅ ×ÓÅ qi ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ É �Ï�ÁÒÎÏÒÁÚÌÉÞÎÙ, É ×ÚÑÔØ gi = qmii , ÔÏ ÓÕÍÍÕ (9-11) ÒÁÚÌÏÖÉÔØ É ÄÁÌØÛÅ, ÚÁ�ÉÓÁ× ÞÉÓÌÉÔÅÌØ fi ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÄÒÏÂÅÊfi=qmii × qi-ÉÞÅÓËÏÊ �ÏÚÉ�ÉÏÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, Ô. Å. �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ1p = d∑�=1 p�q� ; ÇÄÅ deg(p�) < deg(q) :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.11. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ (ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÄ-ÇÌÑÄÅÔØ × ÓÎÏÓËÅ (2)).÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f=g × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅ-�ÅÎÉ deg f − deg g É �ÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ×ÉÄÁ p=qm, ÇÄÅ q �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ, m ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ 1 ÄÏ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ q × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ, É deg p < deg q,�ÒÉÞ£Í ÔÁËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ. üÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ �ÏÌÅÚÎÏ �ÒÉ ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÉ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÉ É ÒÁ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, Á ÔÁËÖÅ �ÒÉ ÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ × ÓÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ(ÍÙ ÕÖÅ �ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÉÍ × �ÒÉÍÅÒÅ (n◦ 8.3.1)).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.12. îÁÊÄÉÔÅ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ É 2005-À �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÏÔ x4=(1 + x2).õËÁÚÁÎÉÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, x4=(x2 + 1) = x2 + �=(x + i) + �=(x − i); ÄÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ �; � ∈ C ÕÍÎÏÖØÔÅÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ É �ÏÄÓÔÁ×ØÔÅ x = ±i.9.6.ëÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÌÑ Fp[#℄. åÓÌÉ × ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÉÚ n◦ 9.5 ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å k ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ
Fp = Z=(p) ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å f ∈ Fp[x℄ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n, ÔÏËÏÌØ�Ï ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Fp[x℄=(f) ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ pn ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÉÄÁa0 + a1# + · · · + an−1#n−1 ÓÏ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ai ∈ Fp. îÁ�ÒÉÍÅÒ, x2 + x + 1 ∈ F2[x℄ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÓÏÇÌÁÓÎÏ Õ�Ò. 9.4, Ô. Ë. Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ ËÏÒÎÅÊ × F2. ðÏÌÅ F4 = F2[x℄=(x2+x+1) = F2[!℄, ÇÄÅ !2+!+1 = 0ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÜÌÅÍÅÎÔÏ×: 0 , 1 , ! = x (mod (x2 + x+ 1)) É 1 + ! = !2 = !−1 (ÏÂÒÁÔÉÔÅ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ × ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á −1 = 1 × �ÏÌÅ F2 ÍÏÖÎÏ ÏÂÈÏÄÉÔØÓÑ ÂÅÚ �ÍÉÎÕÓÏ×�).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.13. òÅÛÉÔÅ × �ÏÌÅ F4 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 + x+ 1 = 0 .ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á F∗4 �ÏÌÑ F4 ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å ���3.�ÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, x2 + 1 ∈ F3[x℄ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ × F3, É ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ�ÏÌÅ F9 = F3 [√

−1] ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄÅ×ÑÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a+ b√−1 ÇÄÅ a; b ∈ {−1; 0; 1} = F3.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.14. óÏÓÔÁ×ØÔÅ ÄÌÑ �ÏÌÑ F9 ÔÁÂÌÉ�Õ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÔÁÂÌÉ�Õ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÁÂÌÉ�ÕË×ÁÄÒÁÔÏ× É ÔÁÂÌÉ�Õ ËÕÂÏ×. éÚÏÍÏÒÆÎÁ ÌÉ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á F∗9 �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å Z=(8) ?îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N É ÌÀÂÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ p ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ó ÔÏÞÎÏ-ÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÏÌÅ Fq , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ q = pn ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É ×ÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÏÌÅÊ Fq. üÔÏÔ ÆÁËÔ (Á ÔÁËÖÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÄ �ÏÌÑÍÉ Fp) ÏÂ-ÓÕÖÄÁÅÔÓÑ × ÚÁÄÁÞÁÈ ÉÚ (ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÇÏ) ÌÉÓÔËÁ 612 . úÄÅÓØ ÖÅ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ×ÓÅÇÏ ÏÄÎÉÍÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ × ÜÔÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ | �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÌÑ,ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ �ÏÒÑÄËÁ q − 1 (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÚÁ×ÉÓÉÔÔÏÌØËÏ ÏÔ q). üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ.9.6.1.ðòåäìïöåîéå. ìÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á × ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Å �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÇÏ �ÏÌÑ k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ.1ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: ×ÓÑËÏÅ p < qk ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅd
P�=1 p�=q� Ó p� < q; ÍÙ �ÏÓÔÏÑÎÎÏ �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÜÔÉÍ × �Ï×ÓÅÄÎÅ×ÎÏÊ ÖÉÚÎÉ, �ÏÌÁÇÁÑ q = 102 ÒÅÛÅÎÉÅ:p0ÅÓÔØÏÓÔÁÔÏËÏÔÄÅÌÅÎÉÑpÎÁq,ÒÁÚÎÏÓÔØp−a0ÄÅÌÉÔÓÑÎÁq,Ép1ÅÓÔØÏÓÔÁÔÏËÏÔÄÅÌÅÎÉÑ(p−a0)=q ÎÁq,ÉÔ.Ä.



70 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ �ÏÄÇÒÕ��Á G ⊂ k∗ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ m ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÚ�ÏÒÑÄËÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù G. íÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ m > n. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ�ÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕ��Ù G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ m. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ, ÔÏ ×ÓÅ nÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù G ÂÕÄÕÔ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ xm − 1 = 0, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÕÖÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÒÑÄËÉ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ,ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× b1; b2 ∈ G, ÉÍÅÀÝÉÈ �ÏÒÑÄËÉ m1, m2, �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ b ∈ G,�ÏÒÑÄÏË ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ ÎÏË(m1;m2).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.15. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÏÄ(m1;m2) = 1 × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÁËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÏÄÏÊÄ£Ô b = b1b2 .åÓÌÉ m1 É m2 ÎÅ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÔÏ, ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÑ ÉÈ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÔØ ÎÏË(m1;m2) × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ `1`2 ÔÁË, ÞÔÏ1 m1 = k1`1, m2 = k2`2 É ÎÏÄ(`1; `2) = 1. �ÏÇÄÁÜÌÅÍÅÎÔÙ b′1 = bk11 É b′2 = bk22 ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ �ÏÒÑÄËÉ `1 É `2, Á ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ b′1b′2 �ÏÕ�Ò. 9.15 ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ �ÏÒÑÄÏË `1`2 = ÎÏË(n1; n2). �9.6.2.ðÒÉÍÅÒ: Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ×ÙÞÅÔÙ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÅÌÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ p > 2. îÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ Fp,ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ×ÙÞÅÔÁÍÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ×ÙÞÅÔÙ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × Ë×ÁÄÒÁÔ F∗p x 7→x2
- F∗p . ðÏÓËÏÌØËÕÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕ��, É ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×2 ±1, Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ× ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ (p − 1)=2 É ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ × F∗p ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ�ÏÄÇÒÕ��Õ ÉÎÄÅËÓÁ 2.óÕÄÉÔØ Ï ÔÏÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÄÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ F∗p Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÉÌÉ ÎÅÔ, ÍÏÖÎÏ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÍÁÌÏÊÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ a = b2, ÔÏ a p−12 = bp−1 = 1. ÷ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅ × p−12 -ÔÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ

F∗p x 7→xp−12
- F∗p (9-13)ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕ��, �ÒÉÞ£Í ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ËÏÒÎÅÊ×Ó£ ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 = 1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ −1 ÌÅÖÉÔ × ÜÔÏÍ ÏÂÒÁÚÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ F∗p | ÜÔÏ �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑÇÒÕ��Á, É �ÒÉ p > 2 × ÎÅÊ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÒÑÄËÁ (p − 1) > (p − 1)=2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ(9-13) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ×, É a ∈ F∗p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ a p−12 = 1 (ÄÌÑ p = 2 ÜÔÏ, ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÔÏÖÅ ÔÁË).îÁ�ÒÉÍÅÒ, −1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ × Fp × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (p− 1)=2 Þ£ÔÎÏ.÷ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ a p−12 , ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÍË çÁÕÓÓÕ. úÁ�ÉÛÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ Fp × ×ÉÄÅ

−(p− 1)=2 ; : : : ; −1 ; 0 ; 1 ; : : : ; (p− 1)=2 (9-14)É ÕÍÎÏÖÉÍ ×ÓÅ ��ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ� ÞÉÓÌÁ ÎÁ a. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ��ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ� ÞÉÓÅÌ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ a p−12 . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁÖÄÏÅÉÚ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ a
 ÂÕÄÅÔ ÞÉÓÌÏÍ ×ÉÄÁ ±b, ÇÄÅ b ��ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ�, �ÒÉÞ£Í ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ b ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚÞÉÓÅÌ ±b ÂÕÄÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ab = ±a
 ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ�ÒÉ b = ±
. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ a
, ÇÄÅ 
 ��ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ�, ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÓÅÈ 
 ÚÎÁËÏÍ, ÒÁ×ÎÙÍ (−1)s, ÇÄÅ s | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ��ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ� ÞÉÓÅÌ, ÓÔÁ×ÛÉÈ �ÏÓÌÅÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ a �ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ�. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ a ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ��ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ� ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÚÁ�ÉÓÉ (9-14).îÁ�ÒÉÍÅÒ, 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ p ≡ ±1 (mod 8) .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.16. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a p−12 ÒÁ×ÎÏ ÚÎÁËÕ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ Fp, �ÒÏÉÓÈÏÄÑÝÅÊ �ÒÉÉÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ a.÷ ÚÁÄÁÞÁÈ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÊ (ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÌÉÓÔÏË 5 12 ) ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÚÁËÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ çÁÕÓ-ÓÁ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÑÓÎÉÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÚÁÄÁÎÎÏÅ a Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p, �ÒÉÍÅÒÎÏÚÁ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ÚÁ ÓËÏÌØËÏ ÏÔÙÓËÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÄ(a; p) .
1× `1 ÎÁÄÏ ÏÔ�ÒÁ×ÉÔØ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ m1, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ × m1 × Â�ÏÌØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÞÅÍ × m2, �ÒÉÞ£Í×ÚÑÔØ ÉÈ ÎÕÖÎÏ ÒÏ×ÎÏ Ó ÔÅÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ × m12ÉÂÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 = 1 ÉÍÅÅÔ × ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØ�Å Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ËÏÒÎÑ



§10.æÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á É ÉÄÅÁÌÙ.10.1.éÄÅÁÌÙ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï I ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ä×ÕÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:a1; a2 ∈ I ⇒ a1 ± a2 ∈ I (10-1)a ∈ I ⇒ ∀ b∈K ab ∈ I (10-2)ðÅÒ×ÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ × ËÏÌØ�Å, ×ÔÏÒÏÅ | ÞÔÏ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÉÄÅÁÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ×ÓÅ ËÒÁÔÎÙÅ ÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ÷ (n◦ 6.5) ÍÙ ×É-ÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÑÄÒÏ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ K '
- K ′, ÔÁË ÞÔÏ ÑÄÒÁÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÄÅÁÌÁÍÉ. ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÉÄÅÁÌÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ(a) = {ka | k ∈ K} ; (10-3)ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÒÁÔÎÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ K. éÄÅÁÌÙ ×ÉÄÁ (10-3)ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍÉ. íÙ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÎÉÍÉ �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÏÌÅ� ×ÙÞÅÔÏ× Z=(n) É k[x℄=(f) ,ÇÄÅ ÏÎÉ ×ÏÚÎÉËÁÌÉ ËÁË ÑÄÒÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×

Z
m 7→[m℄n

- Z=(n) ; k[x℄ g 7→[g℄f
- k[x℄=(f)ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ �ÅÌÏÍÕ ÞÉÓÌÕ (ÓÏÏÔ×. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ) ËÌÁÓÓ ÅÇÏ ×ÙÞÅÔÁ.âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1; a2; : : : ; am ∈ K ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ k1a1 + k2a2 + · · ·+ kmam Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ k1; k2; : : : ; km ∈ K(a1; a2; : : : ; am) def= {k1a1 + k2a2 + · · ·+ kmam | k1; k2; : : : ; km ∈ K} (10-4)ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ. ïÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÍ a1; a2; : : : ; am. íÙ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØÓ ÔÁËÉÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ, ËÏÇÄÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ × ËÏÌØ�ÁÈ�ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÏÌÅ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ËÏÌØ�Å K ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ (0) = {0} É (1) = K.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÉÄÅÁÌ I × ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍ ËÏÌØ�Å K Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ�Ï�ÁÒÎÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ: Á) I = K Â) 1 ∈ I ×) I ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.10.1.1.ðòåäìïöåîéå. ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�ÏK Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÏÌÅÍ, ËÏÇÄÁ × Î£Í ÎÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ K �ÏÌÅ, I ⊂ K | ÉÄÅÁÌ, É b ∈ I ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ 1 = b−1b ∈ I, É ÚÎÁÞÉÔI = K, �ÏÓËÏÌØËÕ ∀ b ∈K b = 1 · b ∈ I �Ï Ó×ÏÊÓÔ×Õ (10-2). îÁÏÂÏÒÏÔ, ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÓÔØ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ(b) = {b
 | 
 ∈ K} ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ b = 0, ÌÉÂÏ (b) ∋ 1. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ b
 = 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ 
, Ô. Å.b ÏÂÒÁÔÉÍ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙ, ÔÏ ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÂÒÁÔÉÍÙ. �10.2.æÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ. ðÕÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï K ÒÁÚÂÉÔÏ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÎÅ�ÕÓÔÙÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×:K = ⊔x∈XKx ; (10-5)ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X. éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÀ-ÒØÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× K x

-- X ; (10-6)ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ K ÎÏÍÅÒ x(a) ÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (10-5), ÇÄÅÌÅÖÉÔ a. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ K ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ [a℄ = Xx(a) ⊂ K ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,ÉÍÅÀÝÉÈ ÔÏÔ ÖÅ ÎÏÍÅÒ, ÞÔÏ É a, É ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ ËÌÁÓÓÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a. íÙ ÈÏÔÉÍ ÚÁÄÁÔØ71



72 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ × ËÏÌØ�Å K,Ô. Å. Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉx(a) + x(b) = x(a+ b) ; x(a) · x(b) = x(ab) :üÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (10-5) ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ[a℄ + [b℄ = [a+ b℄ ; [a℄ · [b℄ = [ab℄ : (10-7)ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÎÁÄÅÌÑÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏX ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á, ËÏÇÄÁ ËÌÁÓÓ [0℄ ⊂ K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ × K, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÜÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ, Ô. Å.
∀ a∈K [a℄ = a+ I = {a+ i | i ∈ I} = {b ∈ A | b− a ∈ I} :÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ [0℄ | ÉÄÅÁÌ × K É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× [a1℄ = [a2℄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a2−a1 ∈ [0℄.�ÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÙ (10-7) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÚÁÄÁÀÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ ËÌÁÓÓÁÍÉ, Ô. Å. �ÒÉ [a1℄ = [a2℄ É [b1℄ = [b2℄ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ [a1 + b1℄ = [a2 + b2℄ É [a1b1℄ = [a2b2℄. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ a2 = a1 + � É b2 = b1 + �,ÇÄÅ �; � ∈ [0℄, ÔÏ a2+ b2 = a1+ b1+(�+�) É a2+ b2 = a1b1+(�b1+�a1+��), ÇÄÅ ÚÁËÌÀÞ£ÎÎÙÅ ×ÓËÏÂËÉ ÞÌÅÎÙ ÌÅÖÁÔ × [0℄, �ÏÓËÏÌØËÕ [0℄ ÉÄÅÁÌ. ÷Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÁËÓÉÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á × KÁ×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ×ÌÅÞ£Ô ÉÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ × X. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ×ÙËÌÁÄËÏÊ[a℄ · ([b℄ + [
℄) = [a℄ · [b+ 
℄ = [a(b+ 
)℄ = [ab+ b
℄ = [ab℄ + [b
℄ = [a℄ · [b℄ + [a℄ · [
℄ :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.2. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÁËÓÉÏÍ.îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (10-7) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ X ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÌØ�Á, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ(10-6) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅ� Ó ÑÄÒÏÍ ker(x) = [0℄. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ [0℄ = ker(x) | ÉÄÅÁÌ× K, É ÌÀÂÏÊ ËÌÁÓÓ [a℄ = x−1(x(a)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÑÄÒÁ.10.2.1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ KÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ËÏÌØ�Á, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (10-7), ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ K=I É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒËÏÌØ�ÏÍ ËÏÌØ�Á K �Ï ÉÄÅÁÌÕ I.10.2.2.óÔÒÏÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. éÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅ� K1 '

- K2 ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Õ K1= ker(') , Á ÓÁÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ×ÌÏÖÅÎÉÑ K1= ker(') ≃ im (') ⊂
'′

- K2 É Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÁ ÆÁËÔÏÒÉ-ÚÁ�ÉÉ K1 '′′

-- K1= ker(') ≃ im ('), Ô. Å. ÍÙ ÉÍÅÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕK1 '
- K2K1= ker(') ≃ im (f)⊂

'′ -' ′′

-
-

(10-8)ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ (5-9).10.2.3.ðÒÉÍÅÒ: ÒÅÄÕË�ÉÑ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ËÏÌØ�Å Z[x℄ ÇÌÁ×ÎÙÊÉÄÅÁÌ (n), ÇÄÅ n 6= 1 | �ÅÌÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. üÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ n. æÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Ï Z[x℄=(n) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÌØ�Õ (
Z=(n))[x℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ×ËÏÌØ�Å ×ÙÞÅÔÏ× Z=(n) . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ%n : Z[x℄ f 7→[f ℄n

-

(
Z=(n))[x℄ ; ÇÄÅ

[amxm + am−1xm−1 + · · · + a1x+ a0]n def= [am℄n xm + [am−1℄n xm−1 + · · · + [a1℄n x+ [a0℄n ; (10-9)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅ� Ó ker(%n) = (n).çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (10-9) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÍÏÄÕÌÀ n. ïÎ ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ �ÏÌÅÚÅÎ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Á ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ Z[x℄. èÏÄ ÍÙÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÔÁËÏ×: ÅÓÌÉ f = gh ×
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Z[x℄, ÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÌØ�ÁÈ (

Z=(n))[x℄ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï [f ℄n = [g℄n · [h℄n. åÓÌÉ n = p | �ÒÏÓÔÏÅ, ÔÏËÏÌØ�Ï Z=(n) = Fp Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × Fp[x℄ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÅ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ [f ℄p, × �ÒÉÎ�É�Å,ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÂÒÁÔØ, ÉÂÏ ÎÁÄ Fp ÅÓÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.3. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 3 × F2[x℄ É × F3[x℄.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) = x5 + x2 + 1 × ËÏÌØ�Å Z[x℄, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÅÇÏ ÒÅÄÕË�ÉÀ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2. ðÏÓËÏÌØËÕ Õ f ÎÅÔ �ÅÌÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅf = gh × Z[x℄ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ Ó deg(g) = 2 É deg(h) = 3, Á Ô. Ë. Õ [f ℄2 = x5 + x2 +1 ÎÅÔ ËÏÒÎÅÊ É × F2, ÏÂÁÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ [g℄2, [h℄2 ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ × F2[x℄. �ÏÇÄÁ x5 + x2 + 1 , ÓÏÇÌÁÓÎÏ Õ�Ò. 10.3, ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÉÔØÓÑ × F2[x℄ÎÁ x2 + x+ 1, ÞÔÏ ÎÅ ÔÁË.åÝ£ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ: �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÅÌÅÎÉÑ ËÒÕÇÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÅÊf(x) = xp−1 + xp−2 + · · · + x+ 1 = xp − 1x− 1 ; ÇÄÅ p �ÒÏÓÔÏÅ ;ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ × Z[x℄ . äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÅÇÏ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÎÏ×ÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t = x− 1 :f(t) = (t+ 1)p − 1t = tp +(p1)tp−1 + · · · +( pp− 1)t :ðÒÉ ÒÅÄÕË�ÉÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p ÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(t) ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ÍÏÎÏÍ [f(t)℄p = tn. åÓÌÉf(t) = g(t)h(t) × Z[t℄, ÔÏ [g(t)℄p[h(t)℄p = tn × Fp[t℄, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ1, ÞÔÏ g É h ÔÏÖÅ ÒÅÄÕ�ÉÒÕÀÔÓÑ�Ï ÍÏÄÕÌÀ p × Ó×ÏÉ ÓÔÁÒÛÉÅ ÍÏÎÏÍÙ: [g(x)℄p = xm, [h(x)℄p = xk, ÇÄÅ m = deg(g), k = deg(h). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ,×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ g, h, ËÒÏÍÅ ÓÔÁÒÛÅÇÏ, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p. îÏ ÔÏÇÄÁ ÍÌÁÄÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ f , ÂÕÄÕÞÉ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÌÁÄÛÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× g, h, ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ p2, ÞÔÏ ÎÅ ÔÁË. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.4 (ËÒÉÔÅÒÉÊ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ). ðÕÓÔØ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ Z[x℄ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ∈ N, Á ÍÌÁÄÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ, ÄÅÌÑÓØ ÎÁ p, ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ p2.ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ × Z[x℄ .10.3.ëÏÌØ�Á ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×. ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØ�Ï K Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈÉÄÅÁÌÏ×, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍ, Ô. Å. ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ I = (d) = {ad | a ∈ K}.ðÁÒÁÌÌÅÌÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ËÏÌØ�ÁÍÉ Z É k[x℄, ÇÄÅ k | �ÏÌÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÎÁÂÌÀÄÁÌÉ × �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈÄ×ÕÈ �ÁÒÁÇÒÁÆÁÈ, ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÜÔÉÈ ËÏÌØ�Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØ�ÁÍÉ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, É ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÂÙÌÏÄÁÎÏ ÎÁÍÉ × (n◦ 7.7) É (n◦ 9.2.4), ËÏÇÄÁ ÍÙ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ.óÅÊÞÁÓ ÍÙ ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÅÄ£Í ÅÇÏ ÅÝ£ ÒÁÚ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ÇÏÄÉÌÏÓØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØ�Á,ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÅÇÏ �ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ� × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÔÏÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.10.3.1.å×ËÌÉÄÏ×Ù ËÏÌØ�Á. ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØ�Ï K Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍ, ÅÓÌÉÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ K \ {0} �
- N ∪ {0} ;ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ K �ÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �(a), ËÏÔÏ-ÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÏÊ (ÉÌÉ ×ÙÓÏÔÏÊ) ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÔÁË, ÞÔÏ ∀ a; b ∈ K \ {0} ×Ù�ÏÌÎÑ-ÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á Ó×ÏÊÓÔ×Á: �(ab) > �(a) (10-10)

∃ q; r ∈ K : a = bq + r É ÌÉÂÏ �(r) < �(b) , ÌÉÂÏ r = 0 : (10-11)�ÁË, × ËÏÌØ�Å �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÆÕÎË�ÉÅÊ ×ÙÓÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, Á × ËÏÌØ�Å ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÏ× k[x℄ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × �ÏÌÅ k ×ÙÓÏÔÏÊ ÓÌÕÖÉÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØ�ÁÁ) Z[i℄ def= { a+ bi ∈ | a; b ∈ Z ; i2 = −1}Â) Z[!℄ def= {a+ b! ∈ C | a; b ∈ Z ; !2 + ! + 1 = 0 }Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÓÏÔÙ �(z) = |z|2.1ÚÄÅÓØ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × ËÏÌØ�Å Fp[x℄



74 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.üÌÅÍÅÎÔÙ q É r, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄ£Ô ÒÅÞØ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ Ó×ÏÊÓÔ×Å (10-10), ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,ÎÅ�ÏÌÎÙÍ ÞÁÓÔÎÙÍ É ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ a ÎÁ b. ðÏÄÞÅÒËÎ£Í, ÞÔÏ ÉÈ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ (ÄÌÑÄÁÎÎÙÈ a É b) ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ËÏÌØ�Å ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(ab) = �(a) × Ó×ÏÊÓÔ×Å (10-10)ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ b ÏÂÒÁÔÉÍ (ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÇÌÑÄÅÔØ × ÓÎÏÓËÅ (1)).ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ËÏÌØ�Å K ×ÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍ. ÷ÙÂÅÒÅÍ× I ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ d ∈ I ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ×ÙÓÏÔÙ. �ÏÇÄÁ ×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ IÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÅÌÑ a ÎÁ d Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ a = dq + r, ÇÄÅ r = a − dq ∈ I,�ÏÓËÏÌØËÕ a; d ∈ I. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÉÂÏ �(r) < �(d), ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �Ï ×ÙÂÏÒÕ d, ÌÉÂÏ r = 0, ÞÔÏ ÉÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, I ⊂ (d). �ÁË ËÁË d ∈ I, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï I = (d).éÔÁË, ×ÓÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ù ËÏÌØ�Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØ�ÁÍÉ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×2. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÌØ�ÁÍÉÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Z, k[x℄, ÇÄÅ k | �ÏÌÅ, Á ÔÁËÖÅ ËÏÌØ�Á Z[i℄ É Z[!℄ ÉÚ Õ�Ò. 10.5.10.3.2.îïä É ×ÚÁÉÍÎÁÑ �ÒÏÓÔÏÔÁ. ìÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1; a2; : : : ; an �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØ-�Á ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×K ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ d = ÎÏÄ(a1; a2; : : : ; an), ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ d = x1a1+x2a2+ · · ·+xnan . üÔÏ �ÒÏÓÔÁÑ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ,�ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a1; a2; : : : ; an , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍ:(a1; a2; : : : ; an) = {x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan | xi ∈ K} = (d) :÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ d, ËÁË É ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (a1; a2; : : : ; an), ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ d = ∑x�a� , É ÚÎÁÞÉÔ,ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ ai. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (a1; a2; : : : ; an) = (d),×ËÌÀÞÁÑ ÓÁÍÉ ai, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ d.éÚ ÎÁÌÉÞÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÏÄ(a1; a2; : : : ; an) = x1a1+x2a2+· · ·+xnan ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍËÏÌØ�Å ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ Õ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1; a2; : : : ; an ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ×ÌÅÞ£Ô ÚÁ ÓÏÂÏÊ ÉÈ ×ÚÁÉÍÎÕÀ �ÒÏÓÔÏÔÕ3, Ô. Å. ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÅÄÉÎÉ�Õ ËÏÌØ�Á × ×ÉÄÅ1 = x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ xi ∈ K :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a1; a2; : : : ; am ËÏÌØ�Á ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× K ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ
∀ i 6= j ÎÏÄ(ai; aj) = 1 , ÔÏ K=(a1 · a2 · · · · · am) ≃ (K=(a1))× (K=(a2))× · · · (K=(am)) .10.3.3.ðòåäìïöåîéå. ÷ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØ�Å ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× K ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁp ∈ K �Ï�ÁÒÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:(1) K=(p) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ;(2) × K=(p) ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ;(3) p ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, Ô. Å. p = ab ⇒ a ÉÌÉ b ÏÂÒÁÔÉÍ × K .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ (1) ⇒ (2) ÕÖÅ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÎÁÍÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÑ × (n◦ 7.2). ðÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØ�Å K (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÀÝÅÍÓÑ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ (2) ⇒ (3). éÚ p = ab ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ [a℄[b℄ = 0 × K=(p), É ÅÓÌÉ ×K=(p) ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÏÄÉÎÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÓËÁÖÅÍ [a℄, ÒÁ×ÅÎ [0℄. �ÏÇÄÁ a = ps = abs ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ s ∈ K, É ÚÎÁÞÉÔ, a(1− bs) = 0.ðÏÓËÏÌØËÕ × K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, bs = 1, Ô. Å. b ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ × ËÏÌØ�Å ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×(3) ⇒ (1). åÓÌÉ p ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÔÏ ∀ b 6∈ (p) ÎÏÄ(p; b) = 1, Á ÚÎÁÞÉÔ, ∃ x; y ∈ K : px+by = 1, ÏÔËÕÄÁ [b℄[y℄ = 1× K=(p). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÏÊ ËÌÁÓÓ [b℄ 6= [0℄ ÏÂÒÁÔÉÍ × K=(p), Ô. Å. K=(p) | �ÏÌÅ. �10.3.4.ïÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØ�Ï ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÅÇÏ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ËÏ-ÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a = p1p2 · · · pm, �ÒÉÞ£Í ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ1 ÒÅÛÅÎÉÅ:ÅÓÌÉ∃b

−1,ÔÏ�(ab)6�(abb

−1)=�(a);ÎÁÏÂÏÒÏÔ,ÅÓÌÉ�(ab)=�(a),ÔÏÄÅÌÑaÎÁabÓÏÓÔÁÔËÏÍ,�ÏÌÕÞÁÅÍ a=abq+r,ÇÄÅÌÉÂÏ�(r)<�(ab)=�(a),ÌÉÂÏr=0;ÉÚÒÁ×ÅÎÓÔ×Ár=a(1−bq)×ÙÔÅËÁÅÔ,ÞÔÏÌÉÂÏ�(r)>�(a),ÌÉÂÏ 1−bq=0;ÓÕÞ£ÔÏÍ�ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ,ÔÁËÏÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÔÏÌØËÏ�ÒÉ1−bq=0ÉÌÉr=0;×Ï×ÔÏÒÏÍÓÌÕÞÁÅa(1−bq)=0, ÞÔÏÔÏÖÅ×ÌÅÞ£Ô1−bq=0;ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏbq=1ÉbÏÂÒÁÔÉÍ2ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ, ÎÏ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒÙ �ÒÉÈÏÄÑÔ ÉÚ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÕÂÏËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ É ÁÌÇÅÂÒÁ-ÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÉÈ �ÏÌÎÏ�ÅÎÎÏÇÏ �ÏÎÉÍÁÎÉÑ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÔÅÈÎÉËÁ, ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ �ÏËÁ ÅÝ£ ÎÅ ×ÌÁÄÅÅÍ;×�ÒÏÞÅÍ, ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×Á×ÛÉÊÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 3 ÎÁ ÓÔÒ. 365 ËÎÉÇÉ ü. â. ÷ÉÎÂÅÒÇÁ �ëÕÒÓÁÌÇÅÂÒÙ� (�ÉÔ. �Ï ÉÚÄÁÎÉÀ í. �æÁËÔÏÒÉÁÌ� (1999))3ÉÎÁÞÅ ×ÚÁÉÍÎÕÀ �ÒÏÓÔÏÔÕ a1; a2; : : : ; an ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ËÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (a1; a2; : : : ; an) = K



§ 10. æÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á É ÉÄÅÁÌÙ. 75a = q1q2 · · · qk ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ k = m, É �ÏÓÌÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ �ÅÒÅÎÕÍÅÒÁ�ÉÉËÁÖÄÙÊ q� ÂÕÄÅÔ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎ1 Ó p� .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ËÏÌØ�Å ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× K ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈÜÌÅÍÅÎÔÁ p, q ÌÉÂÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ (Ô. Å. px + qy = 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x; y ∈ K), ÌÉÂÏ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÙ(Ô. Å. p = qs ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ s ∈ K).10.3.5.ðòåäìïöåîéå. ÷ÓÑËÏÅ ËÏÌØ�Ï ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏ-ÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. åÓÌÉ a ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, ÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÚÁ�ÉÛÅÍÅÇÏ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ëÁÖÄÙÊ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÑ ÓÎÏ×Á ÚÁ�ÉÛÅÍ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É Ô. Ä. üÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ ÎÅ ËÏÎÞÉÔÓÑ ÞÅÒÅÚËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ × K ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× {ai}, × ËÏÔÏÒÏÊ ai+1 ÄÅÌÉÔ ai, ÎÏ ai ÎÅ ÄÅÌÉÔ ai+1, Ô. Å. (ai)  (ai+1).õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �Å�ÏÞËÉ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× · · · ⊂ I� ⊂ I�+1 ⊂ · · · �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ I = ∪� I� ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ.ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÉÄÅÁÌÙ ×K ÇÌÁ×ÎÙÅ, ∪� (a�) = (d) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ d ∈ ∪� (a�). ëÏÌØ ÓËÏÒÏ d ÌÅÖÉÔ × ÏÂßÅÄÉÎÅ-ÎÉÉ, ∃ i : d ∈ (ai). á ÔÏÇÄÁ (d) = ∪� (a�) = (ai). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ∀ k > 0 (ai+k) = (ai) ×Ï�ÒÅËÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀÏ ÔÏÍ, ÞÔÏ (ai)  (ai+1) . �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, �ÒÏ�ÅÓÓ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï p1p2 · · · pk = q1q2 · · · qm, ×ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ pi ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚqi, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ É Ó ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ (ÓÍ. n◦ 7.6), Ô. Å. ÎÁÊÄÕÔÓÑx; y ∈ K : 1 = xp1 + yq1q2 · · · qm = xp1 + yp1p2 · · · pk = p1(x + yp2 · · · pk), ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ p1ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÓËÁÖÅÍ q1, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Óp1, Á ÚÎÁÞÉÔ (ÓÍ. Õ�Ò. 10.8) q1 = sp1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ s ∈ K. �ÏÇÄÁ p1(p2 · · · pk − sq2 · · · qm) = 0,ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï p2p3 · · · pk = (sq2)q3 · · · qm, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÉÍÅÎÉÍÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. �10.3.6.îÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÅÄÏÓÔÅÒÅÖÅÎÉÑ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅ ×ÓÅ ËÏÌØ�Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØ�ÁÍÉ ÇÌÁ×ÎÙÈÉÄÅÁÌÏ×. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÄÅÁÌÙ (2; x) ⊂ Z[x℄ É (x; y) ⊂ Q[x; y℄ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍÉ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.10. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.þÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÒÅÍÑ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏÌØ�Á Z[x℄ É Q[x; y℄ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÏÌØ�Ï, ÞÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÂÙÔØ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×.ðÒÉÍÅÒ ÎÅÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÇÏ �ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÏÌØ�Ï ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ
Z[√5℄ = Z[x℄=(x2 − 5) ;× ËÏÔÏÒÏÍ ÅÓÔØ ÔÁËÉÅ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ:2 · 2 = (√5 + 1) ·

(√5− 1) :õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 2, √5 + 1, √5− 1 ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ É �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÙ.10.3.7.ðÒÉÍÅÒ: �ÒÏÓÔÙÅ É ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ëÌÀÞÅ×ÙÍ ÍÅÓÔÏÍ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ-ÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n◦ 10.3.5) ÂÙÌÁ ÔÁËÁÑ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ: ÅÓÌÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ q1q2 · · · qm ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ p1, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p1.îÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ p �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈa; b ∈ K ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ab ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ a ÉÌÉ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÏÔÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ p ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ËÏÌØ�Å K=(p) ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n◦ 10.3.3) ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØ�Å ×ÓÅ �ÒÏÓÔÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ. íÙ ×ÉÄÅÌÉ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ × ËÏÌØ�Å ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÉÏÂÒÁÔÎÏÅ: ×ÓÑËÉÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÒÏÓÔ. éÍÅÎÎÏ × ÜÔÏÍ É ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ �ÒÉÞÉÎÁ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉËÏÌÅ� ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×.1Ô. Å. q� = s� · p� ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ s� ∈ K, ÓÍ. (n◦ 7.7)



76 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.12. ðÕÓÔØ × �ÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØ�Å K ×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉ-ÓÌÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ × K �ÒÏÓÔÙ.äÌÑ ÏÂÝÅÇÏ �ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á K �ÒÏÓÔÏÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÅÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉ-ÍÏÓÔØ. �ÁË, × ÕÖÅ Õ�ÏÍÉÎÁ×ÛÅÍÓÑ ×ÙÛÅ ËÏÌØ�Å ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Z[√5℄ = Z[x℄=(x2 − 5) ÞÉÓÌÏ 2ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ, ÎÏ ÎÅ �ÒÏÓÔÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Å
Z[√5℄=(2) ≃ Z[x℄=(2; x2 − 5) ≃ Z[x℄=(2; x2 + 1) ≃ F2[x℄=(x2 + 1) ≃ F2[x℄=((x+ 1)2)ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ (x+1) (mod (2; x2 + 1)) . îÁ ÑÚÙËÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ √5+1 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2 × Z[√5℄, Á (√5+1)2 = 6+2√5 | ÄÅÌÉÔÓÑ, ÈÏÔÑ Ä×ÏÊËÁ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ.10.3.8.ðÒÉÍÅÒ: ÇÁÕÓÓÏ×Ù �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ (�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ �ÒÉÍÅÒÁ n◦ 6.4.1). óÏÇÌÁÓÎÏ Õ�Ò. 10.5, ËÏÌØ�Ï ÇÁÕÓ-ÓÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ Z[i℄ ⊂ C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØ�ÏÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×, Á �ÏÔÏÍÕ × Î£Í Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ÷ÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÉÅ �ÅÌÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ p ∈ Z ÏÓÔÁ-ÀÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ × ËÏÌØ�Å ÇÁÕÓÓÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ×Å-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ n ∈ Z, ÂÕÄÕÞÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ, ÄÏÌÖÎÏ ×ÍÅÓÔÅ ÓËÁÖÄÙÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ a + ib ∈ C r R ÓÏÄÅÒÖÁÔØ É ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÊ ÅÍÕ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ a − ib.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ �ÒÏÓÔÏÅ p ∈ Z �ÅÒÅÓÔÁ£Ô ÂÙÔØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ × Z[i℄, ÔÏ ÏÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅp = (a + ib)(a− ib) = a2 + b2 Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ a; b ∈ Z. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÓÔÏÅ p ∈ Z ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ × Z[i℄, ËÏÇÄÁ p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×. þÔÏÂÙ Ñ×ÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ p, ×Ó�ÏÍÎÉÍ,ÞÔÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ p ∈ Z[i℄ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Ï Z[i℄=(p) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ1, É �ÏÓÍÏÔÒÉÍÎÁ ÜÔÏ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Ï ËÁË ÎÁ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Z[x℄ �Ï ÉÄÅÁÌÕ (p; x2+1) ⊂ Z[x℄, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÍÕÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ p É (x2 + 1) :

Z[i℄=(p) ≃ Z[x℄=(p; x2 + 1) ≃ Fp[x℄=(x2 + 1) :óÁÍÏÅ �ÒÁ×ÏÅ ËÏÌØ�Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x2 + 1 ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Fp,ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÀ Õ ÎÅÇÏ ËÏÒÎÅÊ × Fp. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÓÔÏÅ p ∈ Z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈË×ÁÄÒÁÔÏ×, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ −1 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ×ÙÞÅÔ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p. ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × �ÒÉÍÅÒÅ (n◦ 9.6.2),ÜÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (p− 1)=2 Þ£ÔÎÏ, Ô. Å. ÄÌÑ �ÒÏÓÔÙÈ p = 4k + 1 É p = 2.10.3.9.ðÒÉÍÅÒ: ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ. ä×Á ÉÄÅÁÌÁ I, J �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á K ÓÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ x ∈ I É y ∈ J , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ x+y = 1. üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ I + J def= (I; J) = {x + y | x ∈ I ; y ∈ J} , �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍÉ ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÕÍÍ, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ ËÏÌØ�ÏÍ. ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×ÏÂÏÂÝÁÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.10.3.10.ìåííá. åÓÌÉ ÉÄÅÁÌ I ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÉÄÅÁÌÏ× J1; J2; : : : ; Jn, ÔÏ ÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏ�ÒÏÓÔ É Ó ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � = 1; 2; : : : ; n ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ x� ∈ I É y� ∈ J� , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ x� + y� = 1.ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ×ÓÅ ÜÔÉ ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÒÁÓËÒÙ×ÁÑ ÓËÏÂËÉ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÉÄÁ(ÞÌÅÎÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ×ÉÄÁ x�) + y1y2 · · · yn = 1 ;× ËÏÔÏÒÏÍ �ÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÌÅÖÉÔ × I, Á ×ÔÏÒÏÅ | × ∩� J� . �10.3.11.ðòåäìïöåîéå (ëé�áêóëáñ �åïòåíá ïâ ïó�á�ëáè). ðÕÓÔØ ÉÄÅÁÌÙ I1; I2; : : : ; In�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á K Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ �Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁÉÚ n ËÌÁÓÓÏ× [a� ℄ ∈ K=I� (ÇÄÅ � = 1; 2; : : : ; n) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ a ∈ K, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ [a� ℄ = a (mod I�) ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÄÌÑ ×ÓÅÈ �, �ÒÉÞ£Í ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ a′ ∈ K, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÇÏ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ a′−a ∈ ∩� I� .éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅ�K=∩� I� a7→(a (mod I1); a (mod I2); ::: ; a (mod In))
∼

- (K=I1)× (K=I2)× · · · × (K=In) : (10-12)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ K a 7→(a (mod I1); a (mod I2); ::: ; a (mod In))
∼

- (K=I1) × (K=I2) × · · · × (K=In)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅ� Ó ÑÄÒÏÍ ∩� I� . ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ. ðÏ1ÓÍ. �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ (n◦ 10.3.3)2ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÏ× ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ



§ 10. æÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á É ÉÄÅÁÌÙ. 77�ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ Ik ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔ Ó ∩� 6=k I� ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÕÔÓÑ xk ∈ Ik É yk ∈ ∩� 6=k I� ,ÔÁËÉÅ ÞÔÏ xk + yk = 1. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏyk (mod I�) = { 0 ; �ÒÉ � 6= k1 ; �ÒÉ � = kÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ K, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ËÌÁÓÓÏ× [ak℄ ∈ K=Ik , ÍÙÍÏÖÅÍ ×ÚÑÔØ a = n∑k=1 ykak. �õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.13. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n◦ 10.3.11) �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ×ÅÒÓÉÉ ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂÏÓÔÁÔËÁÈ, ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ × (n◦ 7.6.1) É (n◦ 9.5.3).10.4.èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØ�Á Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ K ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ
Z

κ
- K ;�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÅÄÉÎÉ�Õ × ÅÄÉÎÉ�Õ É ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ

κ(±n) = ±(1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸n ) ÄÌÑ n ∈ N :åÓÌÉ κ ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ K ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÎÕÌØ, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸p = 0 :éÎÁÞÅ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: �ÏÓËÏÌØËÕ × Z ×ÓÅ ÉÄÅÁÌÙ ÇÌÁ×ÎÙÅ, ker(κ) = (p) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ�ÅÌÏÇÏ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÇÏ p, ËÏÔÏÒÏÅ É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ËÏÌØ�ÁK. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ 
har(K) . åÓÌÉ ËÏÌØ�Ï K �ÅÌÏÓÔÎÏÅ, ÔÏ ÅÇÏ �ÏÄËÏÌØ�Ï Z=(p) ≃ im (κ) ⊂ K ÔÁËÖÅÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ �ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÉÌÉ ÒÁ×ÎÁÎÕÌÀ ÉÌÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.14. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸mn = (1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸m )(1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸n )10.4.1.ðÒÏÓÔÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ. ðÕÓÔØ k | �ÏÌÅ. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ �ÏÄ�ÏÌÅ × k, ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÅÅ 1 É 0, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ �ÏÄ�ÏÌÅÍ × k. ðÒÏÓÔÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÄÅÒÖÉÔim (κ).åÓÌÉ 
har(k) = p > 0, ÔÏ im (κ) ≃ Fp É ÂÕÄÅÔ �ÒÏÓÔÙÍ �ÏÄ�ÏÌÅÍ �ÏÌÑ k.åÓÌÉ 
har(k) = 0, Ô. Å. κ(q) 6= 0 �ÒÉ q 6= 0 , ÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ κ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ (Á×ÔÏ-ÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �Ï n◦ 6.5.1) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÏÌÅÊ
κ : Q ⊂

pq 7→κ(p)
κ(q)

- k :óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÓÔÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ × k ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÏÌÀ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÑËÏÅ �ÏÌÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ �ÏÌÑ Q, ÌÉÂÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏÉÚ �ÏÌÅÊ Fp Ó �ÒÏÓÔÙÍ p ∈ N, �ÒÉÞ£Í ÎÉËÁËÉÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÍÅÖÄÕ �ÏÌÑÍÉ ÒÁÚÎÙÈÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÎÅÔ.10.4.2. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. åÓÌÉ 
har(k) = p > 0, ÔÏÖÅ ÓÁÍÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÞÔÏ É ×(n◦ 7.9), �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ
∀ a; b ∈ k (a+ b)p = ap + p−1∑k=1(1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸(pk) )akbp−k + bp = ap + bp :



78 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × p-ÔÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ Fp : k x7→xp
- k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍÉÚ �ÏÌÑ k × ÓÅÂÑ. ïÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ æÅÒÍÁ1ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ �ÒÏÓÔÏÍ �ÏÄ�ÏÌÅ Fp ⊂ k . îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ

k = F4 = F2[x℄=(x2 + x + 1) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ F4 F2
- F4 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ,ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍÕ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÀ: ÏÎ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ �ÏÄ�ÏÌÅ F2 = {0; 1} É�ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ! = [x℄ É !2 , Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x2 + x+ 1 .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.15. ï�ÉÛÉÔÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ F3 ÎÁ �ÏÌÅ F9 = F3[x℄=(x2 + 1) .10.5.ëÏÌØ�Á ÆÕÎË�ÉÊ. ðÕÓÔØ K | ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, Á X | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ X - K ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑKX É ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÏÌØ�Ï ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ�ÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÊ:f + g : x 7→ f(x) + g(x) fg : x 7→ f(x)g(x) :�ÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÅ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × KX ÎÕÌ£Í, Á ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ (ÅÓÌÉ × K ÅÓÔØÅÄÉÎÉ�Á) | ÅÄÉÎÉ�ÅÊ.éÎÁÞÅ KX ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ2 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ËÏ�ÉÊ ËÏÌØ�Á K,ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ x ∈ X . åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ ×ÍÅÓÔÏ KXÏÂÙÞÎÏ �ÉÛÕÔ Kn É ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÁËÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÓÔÒÏÞËÁÍÉ3 (a1; a2; : : : ; an).ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ4 ÒÁ×ÎÏ ÎÕ-ÌÀ, × ËÏÌØ�Å KX ÍÎÏÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ K | �ÏÌÅ. ïÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ KXÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÉ, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ.10.5.1. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �ÏÄß£ÍÁ. ó ËÁÖÄÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× X '

- Y Ó×ÑÚÁÎ ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÄß£ÍÁ5 ×ÄÏÌØ ' '∗ : KY f 7→f◦'
- KX ;ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ Y × ÉÈ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ Ó ', Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÎÁ X, É ÔÅÍÓÁÍÙÍ, ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ × �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÍ Ë ' ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ. îÁ ÑÚÙËÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ�ÏÄß£Í ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË �ÒÁ×ÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ Hom(Y;K) ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ' ∈ Hom(X;Y ) : Hom(Y;K) f 7→f'

- Hom(X;K)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ËÏÌØ�Á ÆÕÎË�ÉÊ É ÎÅ �ÅÌÏÓÔÎÙÅ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÄß£ÍÁ ×ÓÅÇÄÁ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÅÄÉÎÉ�Õ ËÏÌØ�Á KY × ÅÄÉÎÉ�Õ ËÏÌØ�Á KX .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.16. éÚ ËÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ �ÏÄß£ÍÁ?÷ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÁÎÁÌÉÚÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X É Y ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ: ÍÅÒÏÊ, ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ, ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ É Ô. �. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ É ÆÕÎË�ÉÉÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÅ ÌÀÂÙÅ, Á ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅ Ó ÜÔÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ: ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ,ÇÌÁÄËÉÅ É Ô. �. �ÁËÉÅ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ × ËÏÌØ�Å ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÏÄËÏÌØ�Ï, ËÏÔÏÒÏÅ× ÁÌÇÅÂÒÅ �ÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ K[X℄ ⊂ KX É ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ (ÉÌÉ ËÏÌØ�ÏÍÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ.ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÔÏÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÅ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ, Á ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅ Ó ÜÔÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ: ÓËÁÖÅÍ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÉÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅ-ÍÙÅ. ÷ ÁÌÇÅÂÒÅ ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÏÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ. ëÁË ÔÏÌØËÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁÔÅÏÒÉÑ, Ô. Å. × ËÏÌØ�Å ÆÕÎË�ÉÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ × ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ×ÙÄÅ-ÌÅÎÏ �ÏÄËÏÌØ�Ï ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ K[X℄ , ÔÁË ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ1ÓÍ. (n◦ 7.9) É (n◦ 7.3.2)2ÓÍ. (n◦ 7.5)3ÎÁ�ÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n◦ 7.5), ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÓÔÒÏË �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ �ÏËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÏ4ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ X f
- K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Supp(f) = {x ∈ X | f(x) 6= 0}.5�Ï-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ pull ba
k homomorphism; �Ï-ÒÕÓÓËÉ �ÏÄß£ÍÙ ÔÏÖÅ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉÏÂÒÁÚÁÍÉ, É ÉÈ ÎÉ × ËÏÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ �ÕÔÁÔØ Ó �ÒÏÏÂÒÁÚÁÍÉ



§ 10. æÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á É ÉÄÅÁÌÙ. 79ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÙÞÎÏ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ËÁË ÔÁËÉÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X '
- Y , �ÏÄß£Í ×ÄÏÌØ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ Y × ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ ÎÁ X , Ô. Å. ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÏÄËÏÌÅ� K[Y ℄ '∗

- K[X℄ .õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.17∗ (ÄÌÑ ÔÅÈ, ËÔÏ ÚÎÁËÏÍ Ó ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØÀ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌØ�Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ[0; 1℄ - R ÞÅÒÅÚ C ⊂ R[0;1℄. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÁ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ [0; 1℄ '
- [0; 1℄ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ '∗(C) ⊂ C;Â) ÄÌÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ' ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ C '∗

- C ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ '.10.5.2. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ X = {∗} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÇÏ-ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÄÎÑÔÉÑ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ Å£ ×ÌÏÖÅÎÉÀ {∗} ⊂
y
- Y × ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y ×ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÅËÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y , �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÆÕÎË�ÉÀ f ∈ Y K × ÞÉÓÌÏ f(y) ∈ K{∗} = K, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ,�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ1 ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ Y × ÔÏÞËÅ y ∈ Y :evy : KY f 7→f(y)

- KüÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Ü�ÉÍÏÒÆÅÎ, Á ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ ×ÎÕÌØ × ÔÏÞËÅ y.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÓÅÄÉÎÉ�ÅÊ R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï K × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄËÏÌØ�Á, �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X[R℄,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ R ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ �ÏÄËÏÌØ�ÏÍ ×KX[R℄ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ËÏÌØ�Ï ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ� ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ�. á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁÚÏ×£Í K-ÔÏÞËÏÊ ËÏÌØ�Á R �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ R p
- K,ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ �ÏÄËÏÌØ�Å K ⊂ R, É ×ÏÚØÍ£Í × ËÁÞÅÓÔ×Å X[R℄ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ K-ÔÏÞÅË ËÏÌØ�Á R. ëÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ f ∈ R ÍÏÖÅÔ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ X[R℄ f
- K ,ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ K-ÔÏÞËÅ R p

- K, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÁ×ÎÏ p(f) ∈ K . ðÏÄËÏÌØ�Ï K ⊂ R�ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.18∗. éÍÅÅÔÓÑ ÌÉ ÂÉÅË�ÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄ É R-ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÌØ�Á ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ [0; 1℄ - R ? éÚÍÅÎÉÔÓÑ ÌÉ ÏÔ×ÅÔ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁ �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌ? éÚÍÅÎÑÔÓÑ ÌÉÏÔ×ÅÔÙ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ Á) ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ Â) �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ?�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ËÏÌØ�Ï ËÏÎÓÔÁÎÔ K, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ K = R, É ×ÙÂÒÁÎ ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÊ ËÌÁÓÓ ËÏÌÅ�R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈK × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄËÏÌØ�Á, ÔÁË ÓÒÁÚÕ ÖÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑÔÅÏÒÉÑ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ × ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÕÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X[R℄, Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ, Á ËÏÌØ�ÁÍÉ ÒÅÇÕ-ÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÜÔÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÂÕÄÕÔ �ÏÄËÏÌØ�Á R ⊂ KX[R℄ , ×ÌÏÖÅÎÎÙÅ × KX[R℄ ÔÁË,ËÁË ÜÔÏ ÏÂßÑÓÎÑÌÏÓØ ×ÙÛÅ. úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅ�R1 '
- R2 ;ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ËÏÌØ�Å ËÏÎÓÔÁÎÔ K, ÍÏÖÅÔ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ËÁË ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÄß£ÍÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ Ó ÜÔÉÍÉ ËÏÌØ�Á-ÍÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÏÄß£ÍÁ'∗ : X[R2℄ p7→p◦'

- X[R1℄ ;�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÇÏ K-ÔÏÞËÕ R2 p
- K × Å£ �ÏÄß£Í R1 '

- R2 p
- K ×ÄÏÌØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ '.õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.19. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ('∗)∗ = ' .÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ É ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ, ÉÇÒÁÀÝÁÑ ÆÕÎ-ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ ×Ï ×ÓÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. ðÒÉÞÉÎÁ Å£ ËÒÏÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ f(x) × ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ �Ï x É f | ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÎÁ x,Á ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÎÁ f | É ÎÅÔ ÎÉËÁËÏÇÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ ÓÄÅÌÁÔØÜÔÏÔ ×ÙÂÏÒ a priori . �ÏÞËÉ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÖÅ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÊ, ËÁËÆÕÎË�ÉÉ | ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÔÏÞÅË.1�Ï-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ: evaluation map



80 ÷ÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.åÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÌØ�Á ËÏÎÓÔÁÎÔ ×ÚÑÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÅ k, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÌÅ� ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ | ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ kn (Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ n ∈ N), ÔÏ Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ ×ÙÛÅÍÅÈÁÎÉÚÍ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ËÏÌØ�ÁÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ×ÙÄÁÓÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀÔÅÏÒÉÀ, ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ËÁË ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÞÎ£Í ÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ × ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÍ ÍÏÄÕÌÅ. åÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ËÏÌÅ� | ËÏÌØ�Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× k[x1; x2; : : : ; xn℄É ÉÈ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØ�Á, ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÅÏÒÉÀ, ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ËÁË ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÔÏÖÅ ÏÂÓÕÄÉÍ ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÒÅÍÑ. ï�ÉÓÁÎÉÑ ËÌÁÓÓÏ× ËÏÌÅ�, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈÚÁ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÏÒÉÉ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ × ÁÎÁÌÉÚÅ, ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊÆÉÚÉËÅ, ÍÏÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉ Ë ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÑÒËÉÍ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ XX ×ÅËÁ.


