§4. ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k | ÜÔÏ ÏÂSSÅËÔ ÉÚ ÍÉÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ. œÅËÔÏ- ÒÙ | ÜÔÏ ĂÔÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÁĄ. îÏ ÓÏ ŒÓÑËÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ ÓŒÑÚÁÎÙ ÄŒÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÁÆÆÉÎÎÏÅ É ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ. üÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÔÏÞÅË É Œ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÒÉÓÏŒÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÉÇÕÒÙ.

4.1. n-ÍÅÒÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A^n = A(V ) ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÉÚ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÉÚÁÃÉÅÊ V . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÔÏÞËÁÍÉ A(V ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ V . ôÏÞËÁ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÉÌÉ ÃÅÎÔÒÏÍ ÁÆÆÉÎÉÚÁÃÉÉ) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ O. œÓÅ ÐÒÏÞÉÅ ÔÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ËÏÎÃÙ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ĂÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒÏŒĄ, ÏÔÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 0-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A^0 = A

({−→ 0 }) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ.

åÓÌÉ ŒÙÂÒÁÔØ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n É ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ x_1; x_2; : : : ; x_n ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ V^∗ (Ô. Å. ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ V^{xi}� k, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ), ÔÏ Ó ËÁÖÄÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ f ∈ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÍÏÖÎÏ ÓŒÑÚÁÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ A(V )^f � k, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒÅ v = ∑ a_ie_i ∈ V ÒÁŒÎÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ Œ f ŒÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_i ÚÎÁÞÅÎÉÊ x_i(v) = a_i .

ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ A(V ) � k. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÇÏ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ S^dV^∗ ⊂ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ^1 ÓÔÅÐÅÎÉ d. ëÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ

k[x_1; x_2; : : : ; x_n] = ⊕_{d⩾0} S^dV^∗ ; ÇÄÅ S^0V^∗ = k ;

É S^{d1} V^∗·S^{d2} V^∗ ⊂ S^{d1+d2} V^∗ . ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÓÔÅÐÅÎÉ d Œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÓÔÅÐÅÎÉ d, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏÌÕÞÁÀ- ÝÉÈÓÑ ÉÚ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ d, ÔÏÖÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ŒÁÖÎÏÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÄ ËÏÎÅÞ- ÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k ŒÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÒÁÚÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ, ÎÏ ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ A(V ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ x É x^p ÚÁÄÁÀÔ ÒÁŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ A_1 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p = Z=(p).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.1. ðÕÓÔØ ÐÏÌÅ k = F_q ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ðÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ A_n É ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ A_n � k (ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏÇÄÁ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ A_n � k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ?

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÎÅÌØÚÑ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ĂÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉĄ É ÎÅÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ É ÓŒÑÚÁÎÎÕÀ Ó ÎÉÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÂÕËŒÏÊ. îÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÔÁËÉÈ ÐÒÏÂÌÅÍ ÎÅÔ, É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ A_n^f� k .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ ŒÓÅÇÄÁ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

1ÐÏ ÓÔÁÒÉÎÎÏÊ ÔÒÁÄÉÃÉÉ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ d; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ŒÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ É ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ 21

4.1.1. áÆÆÉÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÌÉÎÏÍÉ- ÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ f_1(x_1; x_2; : : : ; x_n) = 0 f_2(x_1; x_2; : : : ; x_n) = 0 · · · · · · · · · f_m(x_1; x_2; : : : ; x_n) = 0

(4-1)

ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÉÇÕÒÕ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ A_n (ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÕÓÔÕÀ). ôÁËÉÅ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ.

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ | ÆÉ- ÇÕÒÁ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÏÄÎÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

¸_1x_1 + ¸_2x_2 + · · · + ¸_nx_n = c (4-2)

ÇÄÅ ¸ = (¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n) ∈ V^∗ | ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, Á c ∈ k | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. ôÁËÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÄŒÉÇÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A_{n−1} = A(Ann (¸)) ⊂ A(V ), ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ Ó ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ

Ann (¸) = {v ∈ V | ¸(v) = 0} ⊂ V ; (4-3)

ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ¸_1x_1 + ¸_2x_2 + · · · + ¸_nx_n = 0 . óÄŒÉÇ ÐÒÏÉÓ- ÈÏÄÉÔ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ¸(v) = c. îÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ w ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ¸(w) = c ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ v + u, ÇÄÅ u | ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ¸(u) = 0. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (4-3) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

4.2. n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_n = P(V ) ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÉÚ (n+1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏ-

òÉÓ. 4⋄1. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÉÒ.

ÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÅÊ V . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÔÏÞËÁÍÉ P(V ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ V , ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÐÒÑÍÙÅ Œ A^{n+1} = A(V ), ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

þÔÏÂÙ ÕŒÉÄÅÔØ ÜÔÉ ÐÒÑÍÙÅ ËÁË ĂÏÂÙÞÎÙÅ ÔÏÞËÉĄ, ÓÌÅÄÕ- ÅÔ ÐÏÍÅÓÔÉÔØ ŒÎÕÔÒØ A(V ) ÜËÒÁÎ | ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ n-ÍÅÒÎÕÀ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ U ⊂ A(V ), ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 4⋄1. œÓÑËÉÊ ÔÁËÏÊ ÜËÒÁÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ ÎÁ P(V ). îÉ ÏÄÎÁ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ËÁÒÔÁ U ÎÅ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ P_n ÃÅÌÉËÏÍ: ŒÎÅ ÎÅč ÏÓÔÁÀÔÓÑ ŒÓÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÉÚ ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÇÉÐÅÒ- ÐÌÏÓËÏÓÔÉ U, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ U_∞ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ ËÏÐÉÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ U, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ O. óÏÇÌÁÓÎÏ ÎÁÛÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒ- ÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÌÅÖÁÝÉÅ Œ U_∞, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_{n−1} = P(U_∞). ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁ- ÌčÎÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÙ U. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÔÏÞËÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ | ÜÔÏ ŒÓÅŒÏÚ- ÍÏÖÎÙÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ U.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó ËÁÖÄÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ U ⊂ P_n ÓŒÑÚÁ- ÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P_n Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A^n = U É ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P_{n−1} = P(U_∞), ËÏ- ÔÏÒÏÅ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ A^{n−1} É P_{n−2} É Ô. Ä. ðÒÏÄÅÌÁŒ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ n ÒÁÚ, ÍÙ ÐÒÉÄčÍ Ë ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ P_n Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ŒÓÅÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÏÔ 0 ÄÏ n:

P_n = A^n ⊔ P_{n−1} = A^n ⊔ A^{n−1} ⊔ P_{n−2} = · · · = A^n ⊔ A^{n−1} ⊔ : : : ⊔ A^0 õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.3. ðÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÜÔÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_n ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ëÁËÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ Ó ÕÞÁÓÔÉÅÍ q ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ P_n = A^n ⊔ A^{n−1} ⊔ : : : ⊔ A^0 ?

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 0-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_0, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÅÊ ÏÄÎÏÍÅÒ- ÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ É ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó 0-ÍÅÒÎÙÍ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

4.2.1. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. éÎÁÞÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P(V ) ÍÏÖÎÏ ŒÏÓ- ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒ- ÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ. éÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ

V ∖ {0}^{v→k·v}� P(V )

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÁÑ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ Œ ÎÁÔÑÎÕÔÏÅ ÎÁ ÎÅÇÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÄŒÁ ŒÅËÔÏÒÁ v; w ∈ V ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÐÏÐÁÄÁÀÔ Œ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ p ∈ P(V ), ËÏÇÄÁ v = ˘w ÄÌÑ ˘ ∈ k ∖ {0}. åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ Œ ÏÂSSÅÍÌÀÝÅÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ e_0; e_1; : : : ; e_n É ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ŒÅËÔÏÒÙ ÓÔÒÏÞËÁÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ (x_0; x_1; : : : ; x_n) = ˘ · (y_0; y_1; : : : ; y_n) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x_0 : x_1 : : : : : x_n) = (y_0 : y_1 : : : : : y_n) . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÉ ÎÁ P_n ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÎÁÂÏÒÁÍ ÉÚ n ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (x_0 : x_1 : : : : : x_n) ÍÅÖÄÕ (n + 1) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. üÔÉ ÎÁÂÏÒÙ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÎÁ P(V ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e_0; e_1; : : : ; e_n Œ V .

4.2.2. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ P_1 = P(k^2) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏ-

òÉÓ. 4⋄2.

ÓÔÒÁÎÓÔŒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k^2. åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ k^2 ÞÅÒÅÚ (x_0; x_1), ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ p ∈ P_1 ÂÕÄÅÔ ÚÁÄÁŒÁÔØÓÑ ÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅÍ ÓŒÏÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (p_0 : p_1). ïÔÎÏÛÅÎÉÑ (0 : 1) É (1 : 0), ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÏÓÑÍ, ÔÏÖÅ ÄÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ. ðÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÕÍÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ U_0 É U_1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 4⋄2). ëÁÒÔÁ U_0 | ÜÔÏ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ Ó ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x_0 = 1. ïÎÁ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ P_1 ËÒÏÍÅ ŒÅÒÔÉ- ËÁÌØÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏÓÉ (0 : 1), ËÏÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÄÌÑ ËÁÒÔÙ U_0. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ (p_0 : p_1), ŒÉÄÉ- ÍÙÅ Œ ËÁÒÔÅ U_1, ÉÍÅÀÔ p_0 ≠ 0 É ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÁ- ÐÉÓÁÎÙ ŒÉÄÅ (p_0 : p_1) = (1 : t(p)), ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÑ t = x_1=x_0 = x_1|_{U0} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ U_0 ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x_1 É ÍÏÖÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÔØÓÑ ËÁË ŒÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ Œ ËÁÒÔÅ U_0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ËÁÒÔÁ U_1 ÚÁÄÁčÔÓÑ Œ k^2 ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x_1 = 1 É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË (p_0 : p_1) = (s(p) : 1), Õ ËÏÔÏÒÙÈ p_1 ≠ 0. æÕÎËÃÉÑ s = x_0=x_1 = x_0|_{U1} , ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ U_1 ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x_0, ÍÏÖÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ËÁË ŒÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ Œ ËÁÒÔÅ U_1. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÄÌÑ ËÁÒÔÙ U_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏÓØ (1 : 0). åÓÌÉ ÔÏÞËÁ p = (p_0 : p_1) ∈ P_1 ŒÉÄÎÁ Œ ÏÂÅÉÈ ËÁÒÔÁÈ, ÔÏ Åč ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ s = p_0=p_1 É t = p_1=p_0 Œ ÜÔÉÈ ËÁÒÔÁÈ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ s = 1=t (ËÏÔÏÒÏÅ ÔÁËÖÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÉÚ ÐÏÄÏÂÉÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÎÁ ÒÉÓ. 4⋄2). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, P_1 ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓËÌÅÊËÉ ÄŒÕÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ A^1 (ÏÄÎÁ |Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ s, ÄÒÕÇÁÑ | Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t) ÐÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÀ ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ: ÔÏÞËÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ s ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÉËÌÅÉŒÁÅÔÓÑ Ë ÔÏÞËÅ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t = 1=s ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

åÓÌÉ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ k = R, ÔÏ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÔÁËÏÊ ÓËÌÅÊËÉ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1, ËÁÒÔÁÍÉ ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÖÁÔ ÄŒÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ (ÓÍ. ÒÉÓ. 4⋄3), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ËÁÒÔ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÉÚ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ Ë ÔÏÞËÅ ËÁÓÁÎÉÑ ĂÐÏÌÀÓÁĄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ËÁË ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

óÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÉ k = C Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓËÌÅÊËÉ ÄŒÕÈ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏŒ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ A^1 = C ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ s ↔ t = 1=s ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÆÅÒÕ ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÛÉ ËÁÒÔÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, Á ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÔÏÞËÅ ÓÆÅÒÙ ÔÏÞËÉ ÎÁ ËÁÒÔÅ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÉÚ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ Ë ÔÏÞËÅ ËÁÓÁÎÉÑ ĂÐÏÌÀÓÁĄ ÓÆÅÒÙ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 4⋄4) (ÅÓÌÉ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ŒÙÂÒÁÎÙ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 4⋄4, ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ s É t ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ É, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÒÉÓ. 4⋄3, | ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ).

òÉÓ. 4⋄3. P_1(R) ≃ S^1. òÉÓ. 4⋄4. P_1(C) ≃ S^2.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ŒÚÇÌÑÄ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ËÁË ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ ĂÄÏÂÁŒÉ- ÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÕÀ ÔÏÞËÕĄ ÈÏÒÏÛÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÎÑÔÙÍÉ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ: ÅÓÌÉ ÍÙ ÚÁÎÉÍÁÅÍÓÑ ÁÎÁÌÉÚÏÍ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t, ÔÏ ÓÔÒÅÍ- ÌÅÎÉÀ t Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ s = 1=t Ë ÎÕÌÀ; ÐÒÉ st ≠ 0 ŒÅÌÉÞÉÎÙ t É s = 1=t ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÉ p = (p_0 : p_1) = (s : 1) = (1 : t) ∈ P_1 É ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ ÐÒÉ t → ∞ Ë ÔÏÞËÅ (0 : 1) ∈ P_1, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ŒÉÄÎÁ Œ ËÁÒÔÅ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ËÁÒÔÅ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ s (É ÜÔÁ ËÁÒÔÉÎËÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÁ ËÁË ÎÁÄ R, ÔÁË É ÎÁÄ C).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.4. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ RP_2 É RP_3 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÌÅÎÔÅ íčÂÉÕÓÁ Ó ÚÁËÌÅÅÎÎÏÊ ËÒÕÇÏÍ ÇÒÁÎÉÃÅÊ^1, É ÇÒÕÐÐÅ SO(3; R) ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÉÚÏ- ÍÅÔÒÉÊ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

4.2.3. óŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ É ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. œÓÑËÁÑ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ A^{n+1} = A(V ) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ŒÉÄÁ

a_0x_0 + a_1x_1 + · · · + a_nx_n = 1 (4-4)

Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔØÀ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ff(x) = a_0x_0 + a_1x_1 + · · · + a_nx_n ∈ V^∗ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (4-4) ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ ÎÁ P_n = P(V ) É ÎÅÎÕÌÅŒÙÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ff ∈ V^∗. áÆÆÉÎÎÕÀ ËÁÒÔÕ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ (4-4) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ U_ff. âÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ ÔÁËÏÊ ËÁÒÔÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÀ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ff(v) = 0 .

ìÀÂÙÅ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n ∈ V^∗, ÄÏÐÏÌÎÑÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕ ff ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗, ÍÏÇÕÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÎÕÔÒÉ ËÁÒÔÙ U_ff. þÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÔÏÞËÅ p ∈ P_n Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (p_0 : p_1 : : : : : p_n), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÎÁÞÁÌÁ ŒÙÂÒÁÔØ Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÍ ÔÏÞËÅ p, ŒÅËÔÏÒ^2 v = p=ff(p) ∈ U_ff , Á ÚÁÔÅÍ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ¸_˚ ÎÁ ÜÔÏÍ ŒÅËÔÏÒÅ. ðÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÂÏÒ ÉÚ n ÞÉÓÅÌ ( ¸_1(p) ff(p) ; ¸_2(p) ff(p)

; : : : ;

¸_n(p) ff(p) )

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÔÏÞËÕ p É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ p . ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÔÏÌØËÏ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ËÁÒÔÙ U_ff É ÚÁŒÉÓÑÔ ËÁË ÏÔ ËÁÒÔÙ U_ff, ÔÁË É ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ¸_i, ÄÏÐÏÌÎÑÀÝÉÈ ff ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ V^∗ .

4.2.4. ðÒÉÍÅÒ: ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ P_n = P(k^{n+1}) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ (n + 1) ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÁÒÔ U_˚ = U_{x˚} , ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÈ Œ A^{n+1} ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ {x_˚ = 1}. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ˚ = 0; 1; : : : ; n Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ U_˚ ÂÅÒÕÔÓÑ n ÆÏÒÍ

t^{(˚)}_i = x_i|_{U˚} = x_i x_˚

Ó 0 � i � n ; i ≠ ˚ :

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÌÅÎÔÙ íčÂÉÕÓÁ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÇÒÁÎÉÃÅÊ ËÒÕÇÁ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ 2ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ff(p) ≠ 0 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ p ŒÉÄÎÁ Œ ËÁÒÔÅ Uff ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_n ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓËÌÅÊËÉ (n + 1) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÐÉÊ U_0; U_1; : : : ; U_n ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A^n ÐÏ ÉÈ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍ ŒÎÕÔÒÉ P_n. œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ P_n ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U_¯ ∩ U_˚ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ x, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x_¯ É x_˚ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ 0. œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ U_¯ É U_˚ ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÄÁčÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁÍÉ t^{(¯)}_˚ ≠ 0 É t^{(˚)}_¯ ≠ 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÁ t^{(¯)} ∈ U_¯ ÓËÌÅÉŒÁÅÔÓÑ Ó ÔÏÞËÏÊ t^{(˚)} ∈ U_˚ , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ t^{(¯)}_˚ = 1=t^{(˚)}_¯ É t^{(¯)}_i = t^{(˚)}_i =t^{(˚)}_¯ ÄÌÑ i ≠ ¯; ˚. ðÒÁŒÙÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ t^{(˚)} Ë ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ t^{(¯)}.

4.3. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ (n+1)-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ V ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ É ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÔÏÞËÉ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P(V ) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x_0 : x_1 : : : : : x_n) Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÉËÁËÏÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x_0; x_1; : : : ; x_n] ÎÅ ÚÁ- ÄÁčÔ ÎÁ P_n ÎÉËÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ | Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ Œ f ÄŒÕÈ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÏÄÎÏÊ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÅ ÎÁ P_n, ÍÙ ÓËÏÒÅÅ ŒÓÅÇÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁÚÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ S^d(V^∗) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ f(x) = 0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÇÕÒÏÊ Œ P_n, ÐÏÓËÏÌØËÕ

f(v) = 0 ⇐⇒ f(˘v) = ˘^d f(v) = 0 :

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ P_n, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÓÔÅÐÅÎÉ d, ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ V (f) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ ÓÔÅÐÅÎÉ d. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÇÉÐÅÒ- ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ. ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÐÒÉÞčÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ.

4.3.1. ðÒÉÍÅÒ: ÇÌÁÄËÁÑ ËÏÎÉËÁ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ËÁË ŒÙÇÌÑÄÉÔ ËÒÉŒÁÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ Œ P_2 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k = R

òÉÓ. 4⋄5. ëÏÎÕÓ.

ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

x^2_0 + x^2_1 = x^2 (4-5)

Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÁÒÔÁÈ (ÓÍ. ÒÉÓ. 4⋄5).

œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ËÁÒÔÅ U_{x0} , ÇÄÅ x_0 = 1 , Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÁÈ t_1 = x_1|_{Ux0} = x_1=x_0 É t_2 = x_2|_{Ux0} = x_2=x_0 ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (4-5) ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ t^2 − t^2_1 = 1.

œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ËÁÒÔÅ U_{x2} , ÇÄÅ x_2 = 1 , Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÁÆ- ÆÉÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ t_0 = x_0|_{Ux2} = x_0=x_2, t_1 = x_1|_{Ux2} = x_1=x_2 ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ t^2_0 + t^2_1 = 1.

œ ËÁÒÔÅ U_{x0+x2} , ÇÄÅ x_0 + x_2 = 1 , Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎ- ÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ t = x_1|_{Ux0+x2} = x_0=(x_0 + x_2) , u = (x_2 − x_0)|_{Ux0+x2} = (x_2 − x_0)=(x_0 + x_2) ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÐÁ- ÒÁÂÏÌÙ t^2 = u (ÎÁÄÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ x^2_1 Œ (4-5) ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ É ÐÏÄÅÌÉÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ (x_2 − x_0)^2).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÜÌÌÉÐÓ, ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ É ÐÁÒÁÂÏÌÁ ÓÕÔØ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ (4-5) Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÁÒÔÁÈ. œÉÄ ËÒÉŒÏÊ Œ ËÁÒÔÅ U ⊂ P_2 ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ËÁË ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ P_1 = P(U_∞) ⊂ P_2 ÜÔÏÊ ËÁÒÔÙ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ (4-5): ÜÌÌÉÐÓ, ÐÁÒÁÂÏÌÁ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ ÐÒÑÍÁÑ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ËÒÉŒÏÊ, ËÁÓÁÅÔÓÑ Åč É ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÎÅÀ Œ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ (ÓÍ. ÒÉÓ. 4⋄6).

4.3.2. ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ìÀÂÏÅ ÁÆÆÉÎ- ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ⊂ A^n ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØÓÑ ËÁË ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U_0 = A^n. äÌÑ ÜÔÏÇÏ Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ (x_1; x_2; : : : ; x_n) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A_n ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÏÂÁŒÉÔØ (n + 1)-À ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ x_0 É ÓÄÅÌÁÔØ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ f_i(x_1; x_2; : : : ; x_n) = 0, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X Œ A^n, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ÎÁ (x_0; x_1; : : : ; x_n) = 0 ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÞÔÏ É f_i, ÕÍÎÏÖÉŒ ËÁÖÄÙÊ ŒÈÏÄÑÝÉÊ Œ f_i ÍÏÎÏÍ x^{m1}_1 · · · x^{mn}_n

ÎÁ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÕÀ ÄÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎØ x^{deg f˚ −} P m_i

0 . ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ⊂ P_n, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÁÆ- ÆÉÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X . œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ËÁÒÔÅ U_0, ÇÄÅ x_0 = 1, ÏÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ X, Á ÅÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÙÅ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë U_0 ÔÏÞËÉ X ∖ X = X ∩ P(Ann (x_0)) ÓÕÔØ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X .

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ x_1 = x^3_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ

x^2_0x_1 = x^3_2 ;

ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U_1, ÇÄÅ x_1 = 1, ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÐÏÌÕËÕÂÉÞÅÓËÕÀ ÐÁÒÁÂÏÌÕ x^2_0 = x^3_2, ÉÍÅÀÝÕÀ ËÁÓÐÉÄÁÌØÎÕÀ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ^1 Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

òÉÓ. 4⋄6. áÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÎÉËÉ.

4.4. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÚÁÄÁŒÁÅ- ÍÏÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. ìÀÂÏÅ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ L = P(W ) ÄÌÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W ⊂ V , É ÐÒÉ ÜÔÏÍ dim(L) = dim(W )−1. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L_1 = P(W_1) É L_2 = P(W_2), ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ dim L_1 +dim L_2 � n, ÉÍÅÀÔ Œ P_n = P(V ) ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ L_1 ∩ L_2 ≠ ∅, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏÄ- ÌÅÖÁÝÉÈ ÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ:

dim(W_1 ∩ W_2) � dim(W_1) + dim(W_2) − dim(V ) = dim(L_1) + 1 + dim(L_2) + 1 − (n + 1) � 1 :

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ Œ P_2 ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ^2.

äŒÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L_1 É L_2 Œ P_n ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ, ÅÓÌÉ L_1 ∩ L_2 = ∅ É dim L_1 + dim L_2 = n − 1 . îÁÐÒÉÍÅÒ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÑÍÙÅ Œ 3-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙ.

1Ô. Å. ĂÏÓÔÒÉčĄ ÉÌÉ ĂÔÏÞËÕ ŒÏÚŒÒÁÔÁĄ 2Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ A^3 ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P(U) É P(W ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ Œ P(V ) , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ V = U ⊕ W .

4.4.1. ìåííá. åÓÌÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L_1; L_2 ⊂ P(V ) ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙ, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ p ∈ P(V ) \ (L_1 ∪ L_2) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ V = U_1 ⊕U_2, ÇÄÅ P(U_i) = L_i, ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈V ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ v = u_1 + u_2 Ó u_i ∈ U_i. åÓÌÉ v ∉ U_1 ∪ U_2, ÔÏ É u_1 É u_2 ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ É ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ 2-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ v É ÉÍÅÀÝÅÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ÏÂÅÉÍÉ U_i. □

4.4.2. ðÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ L_1; L_2 ⊂ P_n ÐÒÏ-

òÉÓ. 4⋄7. ðÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ ËÏÎÉËÉ.

ÅËÃÉÑ ÎÁ L_2 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ L_1: ß^{L1}_{L2} : (P_n \ L_1) � L_2 ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ q ∈ L_2 Œ ÓÅÂÑ, Á ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ p ∈ P_n \ (L_1 ⊔ L_2) | Œ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ‘ ∩ L_2, ÇÄÅ ‘ | ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÑ- ÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ p É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ L_1 É L_2, ËÁË Œ n^∘ 4.4.1. œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x_0 : x_1 : : : : : x_n) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ L_1 ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x_0 : x_1 : : : : : x_m) É L_2 ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x_{m+1} : x_{m+2} : : : : : x_n), ÐÒÏÅËÃÉÑ ß^{L1}_{L2} ÐÒÏÓÔÏ ÕÄÁÌÑÅÔ ÐÅÒŒÙÅ (m + 1) ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x_˚ Ó 0 � ˚ � m.

4.4.3. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ ËÏÎÉËÉ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÃÉÀ ß^p_L : Q � L ËÏÎÉËÉ Q, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÅÍ x^2_0 = x^2_1 + x^2 , ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ ‘, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x_1 = 0 , ÉÚ ÔÏÞËÉ p = (1 : 1 : 0) ∈ Q . œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆ- ÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U_0, ÇÄÅ x_0 = 1, ÜÔÁ ÐÒÏÅËÃÉÑ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 4⋄7. ïÎÁ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ∀ t ∈ ‘ ÐÒÑÍÁÑ (pt) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ Q ÅÝč ÒÏŒÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ p ÔÏÞËÅ q = q(t), Á ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ‘ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ (0 : 0 : 1), ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÓÁÍÕ ÔÏÞËÕ p ∈ Q. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ q = (q_0 : q_1 : q_2) ∈ Q É t = (ff : 0 : fi) ∈ ‘ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ^1:

(ff : fi) = (q_0 − q_1 : q_2) ;

(q_0 : q_1 : q_2) = ( (fi^2 + ff^2) : (fi^2 − ff^2) : 2 fffi ) :

(4-6)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ ËÏÎÉËÉ Q ÉÚ ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÎÅÊ ÔÏÞËÉ p ∈ Q ÎÁ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ ÐÒÑÍÕÀ ‘ ∌ p ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ‘ É Q É ÚÁÄÁčÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ ËÏÎÉËÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ 2.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.6. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (4-6) É ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ŒÔÏÒÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÄÁÅÔ ÐÏÌÎÙÊ ÓÐÉÓÏË ÐÉÆÁÇÏÒÏŒÙÈ ÔÒÏÅË^2 (q_0 : q_1 : q_2), ËÏÇÄÁ (ff : fi) ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ Z × Z.

4.5. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. ìÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ F : U^∼� W ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ F : P(U)^∼� P(W ), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅË- ÔÉŒÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÉÌÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ P_2 ÄŒÅ ÐÒÑÍÙÅ ‘_1, ‘_2 É ÔÏÞËÕ p ∉ ‘_1 ∪ ‘_2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ fl_p : ‘_1 � ‘_2 ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ ÉÚ ÔÏÞËÉ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

4.5.1. ìåííá. ðÕÓÔØ dim U = dim W = (n+1). äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÎÁÂÏÒÏŒ p_0; p_1; : : : ; p_{n+1} ∈ P(U) É q_0; q_1; : : : ; q_{n+1} ∈ P(W ) ÉÚ (n + 2) ÔÏÞÅË, Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉËÁËÉÅ (n + 1) ÔÏÞÅË ÎÅ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ F : U^∼� W , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (p_i) = q_i ÐÒÉ ŒÓÅÈ i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ u_i É w_i, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ p_i É q_i. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÉ- ËÁËÉÅ (n + 1) ÔÏÞÅË ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÁÂÏÒÏŒ {p_i}, {q_i} ÎÅ ÌÅÖÁÔ Œ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÌÀÂÙÈ n + 1 ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÁÂÏÒÏŒ {u_i}, {w_i} ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ

1ÐÒÉÞÉÎÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ q ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ t ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ (q; p) Ó Q ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÒÅÛÉÔØ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ (Á ÉÍÅÎÎÏ, p) ÉÚŒÅÓÔÅÎ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ŒÔÏÒÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÉÚŒÌÅËÁÔØ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ

2Ô. Å. ÃÅÌÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ðÉÆÁÇÏÒÁ q^2_0 + q^2_1 = q^2

28 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ. íÏÄÕÌØ IV.

(n + 1). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÅËÔÏÒÙ {u_0; u_1; : : : ; u_n} É {w_0; w_1; : : : ; w_n} ÇÏÄÑÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ U É W . ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒ u_{n+1} ÉÍÅÅÔ Œ ÂÁÚÉÓÅ {u_i} ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x_0; x_1; : : : ; x_n), Á ŒÅËÔÏÒ w_{n+1} Œ ÂÁÚÉÓÅ {w_i} | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (y_0; y_1; : : : ; y_n). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ x_i ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ | ÉÎÁÞÅ ŒÅËÔÏÒ u_{n+1} ÌÅÖÁÌ ÂÙ Œ ÏÄÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó n ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ, ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ Ë ÔÏÍÕ ÂÁÚÉÓÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ, ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÁ ŒÄÏÌØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÎÕÌÉÌÁÓØ. õÓÌÏŒÉÅ F (p_i) = q_i ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ F (u_i) = ˘_iw_i ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ ˘_i ∈ k. òÁÓËÌÁÄÙŒÁÑ ŒÅËÔÏÒÙ u_{n+1} É w_{n+1} ÐÏ ÂÁÚÉÓÁÍ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ F (u_{n+1}) = ˘_{n+1}w_{n+1} ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ y_i = ˘_{n+1}˘_i · x_i ÄÌÑ ŒÓÅÈ 0 � i � n. éÚ ÜÔÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ŒÓÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ˘_0; ˘_1; : : : ; ˘_n, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÂÁÚÉÓ, ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ˘_{n+1} É ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ x_i, y_i ËÁË ˘_i = ˘^{−1}_{n+1} · (y_i=x_i). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ˘^{−1}_{n+1}, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÂÒÁÎ ÌÀÂÙÍ. □

4.5.2. óìåäóôœéå. äŒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÐÒÏ- ÅËÔÉŒÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ. □

4.5.3. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. œÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ V � V ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÐÏÌÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ GL(V ). ïÎÁ ÄÅÊ- ÓÔŒÕÅÔ ÎÁ P(V ), É ÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ n^∘ 4.5.1 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ H ⊂ GL(V ), Á ÏÂÒÁÚ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P(V ). ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ PGL(V ) = GL(V )=H. æÉËÓÉÒÏŒÁŒ ÂÁÚÉÓ {e_0; e_1; : : : ; e_n} ⊂ V , ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ GL(V ) Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ GL_{n+1}(k) ⊂ Mat_{n+1}(k). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ {˘E}, É PGL(V ) ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏ- ÎÁÌØÎÏÓÔÉ PGL_{n+1}(k)^{def}= GL_{n+1}(k)={ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ˘ E} :

4.5.4. ðÒÉÍÅÒ: ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ. çÒÕÐÐÁ PGL_2(k) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÌÁÓÓÏŒ ÐÒÏÐÏÒ-

ÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃ A = ( a b c d ) Ó ad−bc ≠ 0. ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ P_1 ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ A : (x_0 : x_1) −→ ( (ax_0 + bx_1) : (cx_0 + dx_1) ) , ËÏÔÏÒÙÊ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U_0 ≃ A^1 Ó ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t = x_1=x_0 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÅÒÅÐÉÓÁÎ ËÁË ÄÒÏÂÎÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ

t −→ dt + c bt + a

(4-7)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.8. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÔÒčÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË p, q, r ÑŒÎÏ ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄÒÏÂÎÏ- ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ (4-7), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ A(p) = 1, A(q) = 0, É A(r) = ∞.

ïÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ s ÐÒÉ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ÉÚ ÕÐÒ. 4.8 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÊÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË p; q; r; s É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ [p; q; r; s] = s − q s − r · p − r p − q

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÅ ÞÅÔŒčÒËÉ ÔÏÞÅË ÎÁ P_1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ ÏÄÎÁ Œ ÄÒÕÇÕÀ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÄŒÏÊÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÒÁŒÎÙ.