§2. ëÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ É ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅ.

2.1. ïŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅ. œÓÑËÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÔØ É ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R ⊂ C. ðÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ- ÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ W_R.

åÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_n ÓÏÓÔÁŒÌÑÌÉ ÂÁÚÉÓ W ÎÁÄ C, ÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ

e_1; e_2; : : : ; e_n; ie_1; ie_2; : : : ; ie_n (2-1)

ÂÕÄÕÔ ÓÏÓÔÁŒÌÑÔØ ÂÁÚÉÓ W_R ÎÁÄ R, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ w ∈ W Œ ŒÉÄÅ w = ∑ (x_˚ + i y_˚ ) · e_˚ Ó (x_˚ + i y_˚ ) ∈ C (2-2)

ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÇÏ ÖÅ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ŒÉÄÅ w = ∑ x_˚ · e_˚ + ∑ y_˚ · ie_˚ Ó x_˚ ; y_˚ ∈ R : (2-3)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, dim_R W_R = 2 dim_C W , ÇÄÅ ÍÙ ÄÌÑ ÉÚÂÅÖÁÎÉÑ ÎÅÄÏÒÁÚÕÍÅÎÉÊ ÐÉÛÅÍ dim_R É dim_C ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ ÐÏÌÑÍÉ R É C ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ïÔÍÅ- ÔÉÍ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ËÁË ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ, ŒÓÅÇÄÁ ÞčÔÎÏÍÅÒÎÙ.

2.1.1. óÒÁŒÎÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕÐÐ. œÓÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ W^F� W ÓÏÓÔÁŒÌÑ- ÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ End_C(W ) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C, Á ŒÓÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ W_R^G� W_R ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ End_R(W_R) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ End_C(W ) ⊂ End_R(W_R) :

þÔÏÂÙ ÑŒÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÜÔÕ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ Œ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÂÁÚÉÓ

e_1; e_2; : : : ; e_n (2-4)

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W ÎÁÄ C É ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ (2-1) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W_R ÎÁÄ R. áÌÇÅÂÒÁ End_C(W ) ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ Mat_n(C) ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n, Á ÁÌÇÅÂÒÁ End_R(W_R) ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔÓÑ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ Mat_{2n}(R) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ (2n)×(2n). âÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ Œ ÂÌÏÞÎÏÍ ŒÉÄÅ G = ( A B C D ) (2-5)

Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÂÁÚÉÓÁ (2-1) ÎÁ ÄŒÁ ÎÁÂÏÒÁ ÐÏ n ŒÅËÔÏÒÏŒ {e_˚ } É {ie_˚ }. œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ G Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ (2-5) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ F (iw) = iF (w) ÄÌÑ ŒÓÅÈ w ∈ W_R. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ e_˚ É ie_˚ . íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

2.1.2. ðòåäìïöåîéå (õóìïœéñ ëïûé { òéíáîá). œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (2-5) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÅÎ, ËÏÇÄÁ C = B É D = −A. ðÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÂÁÚÉÓÅ (2-4) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W ÎÁÄ C ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÂÕÄÅÔ ÚÁÄÁŒÁÔØÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ n × n-ÍÁÔÒÉÃÅÊ A + iB. □

2.1.3. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ C^f� C. ðÕÓÔØ W = C, W_R = R^2, ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ (2-4) | ÜÔÏ e = 1 É ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ (2-1) | ÜÔÏ {1; i}. ëÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ C^F� C Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z = a + ib. œ ÂÁÚÉÓÅ {1; i} ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ 2 × 2-ÍÁÔÒÉÃÅÊ ( a −b b a ) :

10 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ. íÏÄÕÌØ IV.

ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ C = R^{2 f}� R^2 = C ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÉÂÏ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ w = f(z) ÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÌÉÂÏ | ÐÏÌÁÇÁÑ w = u + iv É z = x + iy Ó x; y; u; v ∈ R | ËÁË ÐÁÒÕ ÆÕÎËÃÉÊ ÄŒÕÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ { u = u(x; y) v = v(x; y) :

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ Œ ÔÏÞËÅ z_0 = x_0 + iy_0, ÅÓÌÉ Åč ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ (ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ z) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

f(z_0+△z) = f(z_0) + ı ·△z + o(△z) ; ÇÄÅ ı ∈ C ;

É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ( u(x_0+△x; y_0+△y) v(x_0+△x; y_0+△y) ) = ( u(x_0; y_0) v(x_0; y_0) ) + ( a b c d ) ( △x △y ) + o(△x;△y) ; ÇÄÅ ( a b c d ) ∈ Mat_{2×2}(R) :

îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÉÅ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ:

ı = f^′(z_0) = lim_{△z→0} f(z_0+△z) − f(z_0) △z ( a b c d ) = (_{@u} @x (x_0; y_0)^{@v}_{@x} (x_0; y_0) @u @y (x_0; y_0)^{@v}_{@y} (x_0; y_0) )

(ÇÄÅ^{@u}_{@x} (x_0; y_0) = lim_{△x→0}^{u(x0+△x;y0)−f (x0;y0)}

△x É Ô. Ð.) . íÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÁÒÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄŒÕÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÚÁÄÁčÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ C � C, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÑÍ ëÏÛÉ { òÉÍÁÎÁ @u @x = @v @y É @u @y = − @v @x : 2.2. ëÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ. ó ËÁÖÄÙÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ V ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÓŒÑÚÁÎÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ V_C = C ⊗_R V É ÎÁÚÙŒÁÅÅÍÏÅ ËÏÍÐÌÅË- ÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . ëÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_C ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V

V_C = V ⊕ iV (2-6)

(Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, dim_R V_C = 2 dim_R V ). œÅËÔÏÒÙ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ 1 · v, ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ v, Á ŒÅËÔÏÒÙ ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ i · v, ÉÌÉ iv (ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ v_1 + iv_2 = w_1 +iw_2 ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÁÒÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒ v_1 = w_1 É v_2 = w_2). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (2-6) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ z = x + iy ∈ C ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

(x + iy) · (v_1 + iv_2)^{def}= (xv_1 − yv_2) + i(yv_1 + xv_2) ∈ V ⊕ iV :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÄÅÌÑÅÔ V_C ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C.

óÒÁŒÎÅÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ (2-3) É (2-2) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÄ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÂÁÚÉÓÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_C ÎÁÄ C (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, dim_C V_C = dim_R V ).

2.2.1. ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ É ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_C ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ

œ : V_C^{w=v1+iv2 → w=v1−iv2} � V_C (ÇÄÅ v_1; v_2 ∈ V ) ;

ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅÍ. ïÎ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ œ^2 = Id_{VC} , É ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É iV ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (2-6) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ +1 É −1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ œ ÎÅ ÌÉÎÅÅÎ, Á ÁÎÔÉÌÉÎÅÅÎ, Ô. Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

œ(zw) = zœ(w) ; ∀ w ∈V_C ; ∀ z ∈C :

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C. œÓÑËÉÊ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ W_R^œ� W_R, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ œ^2 = Id_W , ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ (ÉÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ) ÎÁ W .

ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W , ÏÓÎÁÝčÎÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ËÁÎÏÎÉÞÅ- ÓËÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ

W = C ⊗_R V

ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ⊂ W_R ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ œ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ +1.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ œ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ t^2 − 1 = (t + 1)(t − 1), ŒÓč ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W_R ÒÁÓÐÁÄčÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

W_R = V_+ ⊕ V_− ; ÇÄÅ V_+ = ker(œ − Id) = im (œ + Id) ; V_− = ker(œ + Id) = im (œ − Id) :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÜÔÏÍ.

éÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ œ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ i É ÎÁ −i ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ V_±, ÐÏÓËÏÌØËÕ

v_+ ∈ V_+ ⇒ œ(v_+) = v_+ ⇒ œ(iv_+) = −iœ(v_+) = −iv_+ ⇒ iv_+ ∈ V_− v_− ∈ V_− ⇒ œ(v_−) = −v_− ⇒ œ(−iv_−) = iœ(v_−) = −iv_− ⇒ −iv_− ∈ V_+ :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁÄ R ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

W_R = V ⊕ iV ; ÇÄÅ V^{def}= V_+ ; iV^{def}= V_− ;

ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÏÓØ.

ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ, É ÎÉËÁËÏÇÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ a priori ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

2.2.2. ðÒÉÍÅÒ: ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W Ó ÜÒÍÉÔÏŒÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ End_C(W ) ŒÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ W . ïÐÅÒÁÃÉÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ F −→ F^∗ (ÓÍ. n^∘ 1.5) ÚÁÄÁčÔ ÎÁ End_C(W ) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ É ÍÎÉÍÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ É ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ: End_C(W ) = End^+_C (W )⊕End^−_C (W ) , ÇÄÅ End^+_C (W ) = {F | F^∗ = F } , End^−_C (W ) = {F | F^∗ = −F } , É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÓÕÍÍÕ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ÜÔÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÅÓÔØ ÎÉ ÞÔÏ ÉÎÏÅ ËÁË ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÓÕÍÍÕ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÇÏ É ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÇÏ: F =^1_2 (F + F^∗) +^1_2 (F − F^∗).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÜÒÍÉÔÏŒÏ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÍÅÎÑÀÔ ÔÉÐ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ i, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ËÁË ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÙ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ÓŒÏÅÍÕ ÏÂÒÁÔÎÏÍÕ F^∗ = F^{−1}.

2.3. ëÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. œÓÑËÉÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V^{′ F}� V^{′′} ÍÅÖÄÕ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÐÏ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÓÔÉ ÄÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

V^′_C^{FC}� V^{′′}_C ;

ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÍÅÖÄÕ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

F_C(v_1 + iv_2)^{def}= F (v_1) + iF (v_2) ;

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ F_C(zw) = zF_C(w) ∀ z ∈C É ∀ w ∈V^′_C , É ÞÔÏ Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ {e_i} ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_C ÎÁÄ C ÏÐÅÒÁÔÏÒ F_C ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ ÍÁÔÒÉÃÕ, ÞÔÏ É ÉÓÈÏÄÎÙÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÎÁÄ R.

2.3.1. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. ðÏÓËÏÌØ- ËÕ ÐÏÌÅ C ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ F_C ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ V_C. õÓÌÏŒÉÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ w = v_1 + iv_2 ∈ V_C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÌÑ F_C Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ˘ = a + ib = % · (cos ’ + i sin ’) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

F (v_1) + iF (v_2) = F_C(v_1 + iv_2) = (a + ib)(v_1 + iv_2) = (av_1 − bv_2) + i(bv_1 + av_2) :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1, v_2 Œ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÄÌÑ F , É ÄÅÊÓÔŒÉÅ F ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Œ ÂÁÚÉÓÅ {v_1; v_2} ÚÁÄÁčÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ( a b −b a ) = % · ( cos ’ sin ’ − sin ’ cos ’ ) : ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F_C Œ ÌÀÂÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ V ⊂ V_C, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F Œ ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ F_C ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÈÁÒÁË- ÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÞÔÏ É ÏÐÅÒÁÔÏÒ F . âÕÄÕÞÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÏÎ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ˘ = a + ib ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ É ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ˘ = a − ib. ðÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ w = v_1 + iv_2 ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÌÑ F_C Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ˘ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ w = v_1 − iv_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÌÑ F_C Ó ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ˘. ïÂÁ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍÕ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ U = R · v_1 ⊕ R · v_2 ⊂ V , ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ w É w.

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F_C, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ É Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ.

2.3.2. óìåäóôœéå. œÓÑËÉÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÉÌÉ ÄŒÕÍÅÒÎÙÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. □

2.3.3. ðÒÉÍÅÒ: ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n. åÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R^{n F}� R^n ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÅŒËÌÉÄÏ- ŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. ðÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ, R^n ÒÁÓÐÁÄčÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ É ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F . ðÏÓËÏÌØËÕ F ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄÌÉÎÕ, ÅÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÉ ÎÁ ±1, Á ÎÁ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÔÙÍ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ (ÂÅÚ ÒÁÓÔÑ- ÖÅÎÉÑ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÓÎÏŒÁ ŒÉÄÉÍ (ÓÒ. Ó ÌÅËÃÉÅÊ 6 ÍÏÄÕÌÑ III), ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÚÁÄčÔÓÑ ÂÌÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ŒÉÄÁ

˝(’_1)

˝(’_2) 0 . . . ˝(’_k ) ±1 1 0 . . . 1

;

ÇÄÅ 2 × 2 { ÂÌÏËÉ ˝(’_˚ ) ÓÕÔØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ, É ÎÁÌÉÞÉÅ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ −1 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÍÅÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ (Ô. Å. ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ det F = −1).

2.4. ëÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ. œÓÑËÕÀ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ

V × V^fi� R

(ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ) ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÐÏ C-ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÄÏ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ V_C × V_C^{fiC}� C ;

ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

fi_C(u_1 + iu_2; v_1 + iv_2)^{def}= ( fi(u_1; v_1) − fi(u_2; v_2) ) + i ( fi(u_1; v_2) + fi(u_2; v_1) ) : íÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÙ fi_C Œ ÌÀÂÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_C ÂÕÄÅÔ ÓÏŒÐÁ- ÄÁÔØ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ fi Œ ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ. åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ fi ÂÙÌÁ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÔÏ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÂÕÄÅÔ É Åč ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ fi_C. ïÔÍÅÔÉÍ ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÓÐÅÃÉÆÉÞÅÓËÉÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÆÏÒÍÙ | Åč ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ | ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÕÔÒÁÞÉŒÁÀÔÓÑ: ŒÓÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ R-ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÐÏÓÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÓÔÁÎÏŒÑÔÓÑ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÉ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÂÉÌÉ- ÎÅÊÎÏÊ) ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ [n=2].

2.5. üÒÍÉÔÏŒÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ Ó V ÎÁ V_C. þÔÏÂÙ ÏÓÔÁŒÉÔØ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_C, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÚÁÄÁ- ÀÝÕÀ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ V , ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔ ÎÁ V_C ÎÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ, Á ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ É ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ^1

fi_H(u_1 + iv_1; u_2 + iv_2)^{def}= ( fi(u_1; u_2) + fi(v_1; v_2) ) + i ( fi(u_1; v_2) − fi(v_1; u_2) ) : (2-7)

æÏÒÍÁ fi_H ÚÁÄÁčÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_C ÜÒÍÉÔÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÙÍ ÐÒÏÄÏÌ- ÖÅÎÉÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ fi c V ÎÁ V_C. úÎÁÞÅÎÉÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÁÓÓÏ- ÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÊ c ÜÒÍÉÔÏŒÙÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ g ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ:

g_H(u + iv; u + iv) = g(u; u) + g(v; v) ∈ R ∀ (u + iv) ∈ V_C ;

Á ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÊ c ÜÒÍÉÔÏŒÙÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ !, ÂÕÄÕÔ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ É, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅÎÕÌÅŒÙÍÉ

!_H(u + iv; u + iv) = 2i !(u; v) ∈ i · R ∀ (u + iv) ∈ V_C :

2.5.1. ðÒÉÍÅÒ: ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ V_C ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

(w_1; w_2) = (w_2; w_1) ; (w; w) ∈ R ∀ w ∈W ; (w; w) ¿ 0 ∀ w ≠ 0 ;

(z w_1; w_2) = z (w_1; w_2) = (w_1; z w_2) ∀ z ∈C :

îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V = R^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ V_C = C^n, É ÜÒÍÉÔÏŒÙÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (x; y) = ∑ x^˚ y^˚ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ (w; z) = ∑ w^˚ z^˚ .

1ŒÐÒÏÞÅÍ, Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÒÕÇÁÈ ÕÐÏÔÒÅÂÉÔÅÌØÎÁ ÚÅÒËÁÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ: ÆÏÒÍÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ É ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ, ÞÔÏ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ (2-7) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] Ó ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ

(f; g) = b∫ a f(t)g(t) dt (2-8)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ [a; b], É ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÅŒ- ËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (2-8) ÚÁÄÁčÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ^1

(f; g) = b∫ a f(t)g(t) dt :

2.6. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ŒÅ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÅÍ ÖÅ ÕÓÌÏŒÉÅÍ F^∗F = F F^∗. åÓÌÉ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ V ÄÏ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_C ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅÍ, ÞÔÏÂÙ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ (Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÌÀÂÏÊ) ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÏÓÔÁÌÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ Œ V_C, ÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ, (ÁÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔØ É ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÎÁ V ÐÅÒÅÊÄÕÔ ÐÒÉ ËÏÍÐÌÅË- ÓÉÆÉËÁÃÉÉ Œ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F_C Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_C ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÔÏÊ ÖÅ, ÞÔÏ Õ F . ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÔÁËÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ ÔÅÏÒÅÍÕ n^∘ 1.7.3 É ÇÒÕÐÐÉÒÕÑ (ËÏÇÄÁ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ) ÉÈ ÎÅŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÐÁÒÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

2.6.1. óìåäóôœéå. óÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÒÔÏ- ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. □

2.6.2. óìåäóôœéå. áÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Œ ÐÏÄÈÏÄÑ- ÝÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ÂÌÏÞÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ŒÉÄÁ

A_1 0 A_2 ... 0 A_k

; ÇÄÅ A_k = ( 0 a_˚ −a_˚ 0 ) É a_˚ ∈ R

□ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.5. ðÏÌÕÞÉÔÅ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ n^∘ 1.7.5 ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ŒÉÄ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ n^∘ 2.3.3.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.6. ë ËÁËÏÍÕ ŒÉÄÕ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ?

2.7. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. åÓÌÉ 2n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V = W_R ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÑ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W , ÔÏ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ i:

I : V^{v→iv} � V ;

ËÏÔÏÒÙÊ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔ ÕÓÌÏŒÉÀ I^2 = −Id_V . îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÚÁÄÁÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ I Ó I^2 = −Id_V , ÔÏ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ V ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

(x + iy) · v^{def}= x · v + y · I(v) : (2-9)

1ÇÄÅ ÐÏÄ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(t) = u(t) + iv(t) , ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÏÉÐÌÅËÓ- ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ R u dt + i R v dt

ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÉÊ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ I ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁ V .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.7. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (2-9) ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÅ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁÄÅÌÑÅÔ V ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C (ÏÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ dim V ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÞčÔÎÁ).

õŒÉÄÅÔØ ÜÔÏ ÂÅÚ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ I ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ t^2 +1 = (t+i)(t−i) , ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁŒÎÙ ±i, É ËÏÍÐÌÅËÓÉ- ÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_C ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ V_C^{IC}� V_C:

V_C = W_+ ⊕ W_− ; ÇÄÅ W_+ = ker(I_C − i Id_{VC} ) = im (I_C + i Id_{VC} ) ; W_− = ker(I_C + i Id_{VC} ) = im (I_C − i Id_{VC} ) :

ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ n^∘ 2.3.1, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ w ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ I_C ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ ŒÅË- ÔÏÒ w ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÌÑ I_C, ÐÒÉÞčÍ Ó ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÓÁÍÏÍÕ ÓÅÂÅ (ÁÎÔÉÌÉ- ÎÅÊÎÙÍ) ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÅÖÄÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ W_±

W_+ �^{w↔w}_∼ � W_− :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, V_C = W_+ ⊕ W_+ É dim_R V = dim_C V_C = 2 dim_C W_+ ÞčÔÎÁ.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ V_C Œ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ^1

V_C = U ⊕ U (2-10)

ŒÚÑÔÉÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ Re : U^{w→Re w=(w+w)=2} � V : (2-11) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, Ô. Ë. Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (2-10) ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ V = {w ∈ V_C | w = w} | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÙ ŒÉÄÁ u + u. ðÅÒÅÎÏÓÑ ÉÍÅÀÝÅÅÓÑ Œ U ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ i ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (2-11), ÍÙ ÐÏ- ÌÕÞÁÅÍ ÎÁ V ÏÐÅÒÁÔÏÒ I = I_U , ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÅËÔÏÒ v = Re (u) ∈ V Ó u ∈ U Œ ŒÅËÔÏÒ Re (iu) ∈ V . ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, I^2 = −1, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ÑŒÌÑÅÔÓÑ (+i)-ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÌÑ I, É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ V ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (2-9) ÚÁÄÁčÔ ÎÁ V ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, C-ÌÉÎÅÊÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ U. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

2.7.1. ðòåäìïöåîéå. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÁÎÎÙÅ ÎÁ 2n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ V ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:

(1) ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅ- ÎÉÅÍ;

(2) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V^I� V Ó I^2 = −E;

(3) ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V_C, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ U ∩ U = 0 (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏ- ÓÉÌØÎÏ, V = U ⊕ U).

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ (1) ⇒ (2) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ i. óÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ (2) ⇒ (3) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ I ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ (+i)-ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ V_C^{IC}� V_C. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ (3) ⇒ (1) ÎÁÄÅÌÑÅÔ V ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÉÎÄÕÃÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÊ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ U ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ Re : U^∼� V , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ w ∈ U Œ Re (w) = (w + w)=2 ∈ V . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (2-11) ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ i Œ U Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ I ÎÁ V ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ (2). □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.8. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ∈ End_RV ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÎÁ V_I ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ F I = IF .

1ÎÁÌÉÞÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏŒÉÑÍ dim_R V = 2 dim_C U É U ∩ U = 0