§1. üÒÍÉÔÏŒÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ.

1.1. üÒÍÉÔÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÙÍ (ÉÌÉ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ), ÅÓÌÉ ÎÁ ÎčÍ ÚÁÄÁÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ R ⊂ C ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

W × W^{w1;w2→(w1;w2)} � C ; (1-1)

ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÍÉ ∀ w_1; w_2 ∈ W É ∀ z ∈ C :

(w_1; w_2) = (w_2; w_1) (ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ) (z w_1; w_2) = z (w_1; w_2) = (w_1; z w_2) (ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ) (w; w) > 0 ∀ w ≠ 0 (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ)

(1-2)

(Œ ÓÉÌÕ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ∀ w ∈W (w; w) = (w; w) ∈ R, ÔÁË ÞÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ÔÒÅÔØÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ).

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (1-1) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ (ÉÌÉ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ) ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁ W . 1.1.1. äÌÉÎÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ. œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ, ËÁË É Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÒÍÉÔÏŒÕ ÎÏÒÍÕ (ÉÌÉ ÄÌÉÎÕ ŒÅËÔÏÒÏŒ w ∈ W ÆÏÒÍÕÌÏÊ^1 ||w||^{def}= √ (w; w) ∈ R_{⩾0} : (1-3) ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, É ||w|| = 0 ⇒ w = 0 .

üÒÍÉÔÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÎÏÒÍÅ Œ ÓÉÌÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒ

(w_1 + w_2; w_1 + w_2) = ||w_1||^2 + ||w_2||^2 + 2 Re (w_1; w_2) (w_1 + iw_2; w_1 + iw_2) = ||w_1||^2 + ||w_2||^2 − 2i Im (w_1; w_2) ;

ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

2(w_1; w_2) = ||w_1 + w_2||^2 − ||w_1 + iw_2||^2 : (1-4)

1.1.2. íÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ. îÁ ÍÁÔÒÉÞÎÏÍ ÑÚÙËÅ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ G = G_{w1;w2;:::;wm} = ((w_i; w_j )) ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ w_1; w_2; : : : ; w_m ∈ W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, Ô. Å. ÓÏÐÒÑÇÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÉ:

G^t = G :

ðÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ (w_1; w_2; : : : ; w_m) = (v_1; v_2; : : : ; v_k) · C_{vw} ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ, ŒŒÉÄÕ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (1-1) ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

G_w = C^t_{vw} · G_v · ó_{vw} :

1.1.3. ïÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÑ çÒÁÍÁ { ûÍÉÄÔÁ. ëÁË É Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÂÁ- ÚÉÓÁ {w_i} ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W ÍÏÖÎÏ ÉÚÇÏÔÏŒÉÔØ Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ {e_i} Ó ÅÄÉ- ÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k = 1; 2 : : : ; n ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÐÅÒŒÙÈ k ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ÏÂÏÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÂÙÌÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÁ. œÅËÔÏÒÙ e_i ÔÁËÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÐÏ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

e_1 = w_1= √ (w_1; w_1) (1-5)

e_m = u_m= √ (u_m; u_m) ; ÇÄÅ u_m = w_m − m−1∑ ˚=1 (w_m; e_˚ ) (ÐÒÉ m � 2) (1-6)

1ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ||w|| , ÞÔÏÂÙ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÎÏÒÍÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ w ∈ W ÏÔ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z ∈ C ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÞÅÒÅÚ |z| = √ z · z 1 õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ e_1; e_2; : : : ; e_n ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ.

1.2. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ çÒÁÍÁ. éÚ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ w_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ C_{ew} ËŒÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ, Œ ÓÔÏÌÂÃÁÈ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÑÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ w_i ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e_i Œ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ

det G_w = det C^t_{ew} det G_e det C_{ew} = det C · det E · det C = | det C|^2 ∈ R_{¿0} :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

1.2.1. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëâû É ÎÅÒÁŒËÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÌÑ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ v, w ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ çÒÁÍÁ det ( (v; v) (v; w) (w; v) (w; w) ) = ||v||^2||w||^2 − (v; w) · (v; w) � 0

ÄÁčÔ ÜÒÍÉÔÏŒÕ ŒÅÒÓÉÀ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ { âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ { ûŒÁÒÃÁ^1

|(v; w)| � ||v|| · ||w|| ; (1-7)

ÇÄÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ) ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ v É w. ëÁË É Œ ÅŒËÌÉÄÏ- ŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ { âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ { ûŒÁÒÃÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ:

∀ w_1; w_2 ∈ W ||w_1|| + ||w_2|| � ||w_1 + w_2|| :

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ: ||w_1 + w_2||^2 = ||w_1||^2 + ||w_2||^2 + 2|(w_1; w_2)| � ||w_1||^2 + ||w_2||^2 + 2||w_1|| · ||w_2||.

1.2.2. üÒÍÉÔÏŒ ÏÂSSčÍ. œÙÂÉÒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ {e_i} Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÏÂSSčÍÁ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÊ (ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ) ÏÂSSčÍ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

vol(v_1; v_2; : : : ; v_n) = | det C| ; ÇÄÅ (v_1; v_2; : : : ; v_n) = (e_1; e_2; : : : ; e_n) · C :

ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÄÕÌØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÍÅÖÄÕ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÂÁÚÉÓÁÍÉ ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÔÁËÏÊ ÏÂSSčÍ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÜÔÁÌÏÎÎÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, É ËŒÁÄÒÁÔ ÏÂSSčÍÁ ÂÕÄÅÔ, ËÁË É Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÒÁŒÅÎ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ çÒÁÍÁ:

vol^2(v_1; v_2; : : : ; v_n) = det((v_i; v_j )) :

1.3. õÎÉÔÁÒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ (ÜÒÍÉÔÏŒÙ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ). ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ W^F� W ÎÁ ÜÒÍÉÔÏ- ŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÜÒÍÉÔÏŒÕ ÎÏÒÍÕ: ||F w|| = ||w|| ∀ w ∈W . ôÁËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÕÎÉÔÁÒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ U(W ). óÏÇÌÁÓÎÏ (1-4), ËÁÖÄÙÊ ÕÎÉÔÁÒ- ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ É ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ: (F v; F w) = (v; w) ∀ v; w ∈ W , É ÐÏÔÏÍÕ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅÍ F^t · G · F = G : (1-8)

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ | det F | = 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ŒÓÅÇÄÁ ÏÂÒÁÔÉÍ, É ÉÚ (1-8) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ F^{−1} = G^{−1}F^tG = G^{t−1}F^tG^t . œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÒÅÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ ÄÏ F^{−1} = F^t.

1ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ Œ ÅÇÏ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ÍÏÄÕÌØ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ Œ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ

íÁÔÒÉÃÙ F ÒÁÚÍÅÒÁ n × n, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÀ F^{−1} = F^t, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍÉ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ

U_n^{def}= {F ∈ GL_n(C) | F^{−1} = F^t} :

åč ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ SU_n = {F ∈ U_n | det F = 1} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ. ðÏÄ- ÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ ±1, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ Ó ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍÉ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑÍÉ, É ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ U_1 = {z ∈ C | zz = 1} :

œ ÓÉÌÕ ÜÔÏÇÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÁ Œ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÅÔ ÐÏÎÑÔÉÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ, É ÜÒÍÉÔÏŒÙ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ÎÅ ÒÁÚÂÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄŒÁ ÎÅÓŒÑÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3∗. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÓŒÑÚÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Œ Mat_n(C). ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÌÀÂÏÇÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÕÀ ÓÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

1.3.1. ðòåäìïöåîéå. œÓÑËÉÊ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒ- ÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÐÒÉÞčÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ. □

1.4. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÏÒÙ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ W ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ

U^⊥ = {w ∈ W | (u; w) = 0 ∀ u∈U }

ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÏÍ Ë U. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ V = U ⊕ U^⊥ .

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÙÂÅÒÅÍ Œ U ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ u_1; u_2; : : : ; u_k É ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ w ∈ W ÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÎÁ U

u = u(w)^{def}= ∑ ˚=1 (w; u_˚ ) · u_˚ : (1-9)

ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ u_i ∈ U ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

(u_i; u) = k∑ ˚=1 (w; u_˚ ) · (u_i; u_˚ ) = (u_i; w) ;

ÜÔÏ ÖÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (v; w) = (v; u) ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ v ∈ U, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, u − w ∈ U^⊥. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ w ∈ W ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ w = u + (u − w) Ó u ∈ U É u − w ∈ U^⊥. ðÏÓËÏÌØËÕ U ∩ U^⊥ = {v ∈ U | (v; v) = 0} = 0, ÓÕÍÍÁ U + U^⊥ = V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ (1-9) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÎÁ ËÁË ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ U ŒÄÏÌØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ Ë U ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U^⊥ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ŒÙÂÏÒ ÂÁÚÉÓÁ). éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ u ∈ U, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ (v; w) = (v; u) ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ÉÚ U, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ

∀ v ∈U (v; w) = (v; u) ⇐⇒ w − u ∈ U^⊥ ;

É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ u É (w−u) ÓÕÔØ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÁ w ÐÏ U É U^⊥, ËÏÔÏÒÏÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

åÝč ÏÄÎÁ ŒÁÖÎÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÁ (1-9) ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÂÌÉÖÁÊÛÉÍ Ë ŒÅËÔÏÒÕ w ŒÅËÔÏÒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ w − u ∈ U^⊥, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ v ∈ U ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ||w − (u + v)||^2 = ( (w − u) − v ; (w − u) − v ) = ||w − u||^2 + ||v||^2 � ||w − u||^2 , ÇÄÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ v = 0 .

4 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ. íÏÄÕÌØ IV.

1.4.1. ðÒÉÍÅÒ: ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ. òÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ É ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉ- ÑÍÉ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÉ ÐÏÐÙÔËÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ. îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 6 ÍÏÄÕÌÑ III), ÞÔÏ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÇÏÌ ’ = ^vw ∈ [0; ß] ÍÅÖÄÕ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÎÁÔÑÎÕÔÙÍÉ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ v É w, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

cos ’ =

(v; w) ||v|| · ||w||

= ( v=||v|| ; w=||w|| ) ; (1-10)

ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁ É Œ ÓÉÌÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ { âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ { ûŒÁÒÃÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ [−1; 1]. îÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ, ŒÅËÔÏÒÙ v=||v|| É w=||w|| ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍÉ ÎÁ- ÐÒÁŒÌÑÀÝÉÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, É ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ±1. œÙÂÏÒ ÜÔÉÈ ÚÎÁËÏŒ ÅÓÔØ ŒÙÂÏÒ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ÕÇÌÏŒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁÛÉÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ ÎÁÔÑÎÕÔÁÑ ÎÁ ÎÉÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ.

œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ (1-10) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ĂÐÒÑÍÙÈĄ C · v, C · w ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÄŒÕÍÅÒÎÕÀ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ. üÔÉ ÄŒÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÏ ÎÕÌÀ, É ÎÁ ÎÉÈ ÎÁÔÑÎÕÔÏ ÞÅÔÙÒčÈÍÅÒÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^4 = C · v ⊕ C · w, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÜÔÉÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ ÎÉ ÎÁ ËÁËÉÅ ÓŒÑÚÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. îÁËÏÎÅÃ, ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ĂÐÒÑÍÙÈĄ C · v, C · w ÉÍÅÅÔÓÑ ÃÅÌÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. üÔÉ ÄŒÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ

S^3 = { u ∈ R^4 = C · v ⊕ C · w : ||u|| = 1 } :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÉÎÙ ÄÕÇ, ŒÙÓÅËÁÅÍÙÈ ÎÁ ÜÔÏÊ ÓÆÅÒÅ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÄŒÕÍÅÒÎÙÍÉ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ É ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÔÏÞËÕ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Ó ÔÏÞËÏÊ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÓÎÉÚÕ É ÄÏÓÔÉÇÁÀÔ ÓŒÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ R · e_1 É R · e_2 Ó e_1 ∈ C · v, e_2 ∈ C · w É ||e_1|| = ||e_2|| = 1 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÓŒÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÁÒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1, e_2. üÔÏÔ ÕÇÏÌ ’ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÇÌÏÍ ÍÅÖÄÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ C · v É C · w.

úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎ ÉÚ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ (1-10) ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

cos =

|(v; w)| ||v|| · ||w||

= |( v=||v|| ; w=||w|| )| ; (1-11)

ËÏÔÏÒÏÅ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÖÅ ÄÁčÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ÕÇÌÏŒ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4∗. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ŒÅÒÓÉÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ { âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ { ûŒÁÒÃÁ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ (1-11) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ [0; 1], ÔÁË ÞÔÏ ÕÇÏÌ ’ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ ŒÓÅÇÄÁ ÏÓÔÒÙÊ: ’ ∈ [ 0 ; ß=2 ].

1.5. üÒÍÉÔÏŒÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ F É F^∗, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ ÎÁ ÜÒ- ÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W , ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ

∀ w_1; w_2 ∈ W (F^∗v; w) = (v; F w) :

œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÁÔÒÉÃ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ F^{∗t} · G = G · F , ÏÔËÕÄÁ

F^∗ = G^{−1t} · F^t · G^t = G^{−1} · F^t · G : (1-12)

œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÅÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ ÄÏ F^∗ = F^t. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F^∗ É F^{∗∗} = F . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ End_C(W ) ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ

F −→ F^∗ ; F^{∗∗} = F ;

ËÏÔÏÒÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ:

∀ z ∈C (zF )^∗ = z · F^∗ :

CÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ End_C(W ) Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ (F G)^∗ = G^∗F^∗ :

∀ v; w ∈ W (v; F Gw) = (F^∗v; Gw) = (G^∗F^∗v; w) :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÜÒÍÉÔÏŒÙ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÏÐÒÑ- ÖčÎÎÙÅ ÓŒÏÅÍÕ ÏÂÒÁÔÎÏÍÕ F^∗ = F^{−1}.

ïÐÅÒÁÔÏÒÙ F , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÀ F^∗ = F ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍÉ, Á ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÙ F , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÀ F^∗ = −F^∗ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍÉ. œ ÏÒÔÏÎÏÒ- ÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ- ÃÁÍÉ F^t = F , Á ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ | ÜÒÍÉÔÏŒÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ F^t = −F . íÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÁÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

End^+_C (W ) = {F | F^∗ = F } (1-13) End^−_C (W ) = {F | F^∗ = −F } (1-14)

ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ End_C(W ) Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ (ÁÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ (ÁÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ i ÚÁÄÁčÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ (ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÍÉ) ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ É ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÏŒ:

F^∗ = F ⇐⇒ (iF )^∗ = −(iF )

(ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ −i).

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ End_C(W ), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ End^±_C (W ) :

End_C(W ) = End^+_C (W ) ⊕ End^−_C (W ) (ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ R) :

òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÓÕÍÍÕ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÇÏ É ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÇÏ ÉÍÅ- ÅÔ ŒÉÄ F = F_+ + F_− , ÇÄÅ

F_+ =

F + F^∗ 2 ∈ End^+_C (W ) ; F_− =

F − F^∗ 2 ∈ End^−_C (W ) :

1.6. ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ: ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. îÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÜÎ- ÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ End_R(V ) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÔÏÖÅ ÅÓÔØ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ F ↔ F^∗, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÁŒÉÌÏÍ (F^∗v; w) = (v; F w) ∀ w_1; w_2 ∈ W . œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ) ÍÁ- ÔÒÉÃ F^∗ = G^{−1} · F^t · G. œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ (ÁÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÍÅÀÔ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, É ÌÀÂÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÓÕÍÍÕ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÏÊ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ: F = 1 2 ( F + F^t ) + 1 2 ( F − F^t ) : åŒËÌÉÄÏŒÙ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ Ë ÓŒÏÉÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ.

1.6.1. ðÒÉÍÅÒ: ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. ðÕÓÔØ V | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄ- ËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ [a; b]^f� R, ÚÁÎÕÌÑÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÓŒÏÉÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ. œŒÅÄčÍ ÎÁ V ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ

(f; g) = b∫ a f(t)g(t) dt :

ïÐÅÒÁÔÏÒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ d=dt : f −→ f^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÉÎÔÅ- ÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ:

(df=dt; g) = b∫ a f^′g dt = − b∫ a fg^′ dt = (f; −dg=dt) :

ïÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÁÎÔÉÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ

t^3 d^2 dt^2

: f(t) −→ t^3f^{′′}(t) ;

ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ [ t^{3 d2}_{dt2}

]_∗

: f(t) −→ ( t^3f(t)

)_{′′} = [ t^{3 d2}_{dt2} + 6t^{2 d}_{dt} + 6t ] f(t) .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.6. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ

L = a(t) d^2 dt^2

+ b(t) d dt + c(t) : f −→ af^{′′} + bf + c

ÇÄÅ a; b; c ∈ V .

1.7. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. ïÐÅÒÁÔÏÒ F ÎÁ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ ÓÏ ÓŒÏÉÍ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ: F^∗ · F = F · F^∗ . œ ÞÁÓÔÎÏ- ÓÔÉ, ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ (ÁÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ É ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ F^∗ ÒÁŒÅÎ ±F É F^{−1} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

íÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÂÕÄÅÔ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒÁÈ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

1.7.1. óŒÏÊÓÔŒÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. åÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V^F� V ÎÁ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V (ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ V^G� V , Ô. Å. F G = GF , ÔÏ ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(F ) ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÂÕÄÕÔ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ G Œ ÓÅÂÑ: G ( ker ( f(F ) )) ⊂ ker ( f(F ) ) É G ( im ( f(F ) )) ⊂ im ( f(F ) ) œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, f(F ) v = 0 ⇒ f(F )G v = Gf(F ) v = 0 É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, v = f(F ) w ⇒ Gv = Gf(F ) w = f(F )G w .

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F , ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÓÏÂÏÀ ÑÄÒÁ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ker(F − –E) ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F , ÔÏÖÅ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ G Œ ÓÅÂÑ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÞÁÓÔÏ:

1.7.2. ìåííá. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÂÝÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ. îÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÏŒÁÎÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Œ ÏÄÎÏÍ ÏÂÝÅÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÂÁÚÉÓÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. åÓÌÉ ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓËÁÌÑÒÎÙ (Á Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÜÔÏ ÔÁË), ÇÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ É, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÅÓÔØ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÊ, ÔÏ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÍÅÀÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ É ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÎÉÍ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. □

1.7.3. ôåïòåíá. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F Œ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÐÏÐÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(1) F ÎÏÒÍÁÌÅÎ;

(2) F ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ;

(3) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÐÅÒÅŒÏ- ÄÉÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ F Œ ÓÅÂÑ.

ðÒÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ (2) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÀÝÅÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÓÌÏŒÉÑ (2) É (3) ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ. éÚ (2) ŒÙÔÅËÁÅÔ (1), ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØ- ÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÇÏ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ, ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ, Á ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÉÚ (1) ŒÙÔÅËÁÅÔ (3). ðÕÓÔØ U ⊂ V | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄÌÑ F Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ˘. óÏÇÌÁÓÎÏ (1) F^∗ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó F É,

ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, F^∗ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U Œ ÓÅÂÑ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ w ∈ U^⊥ É ŒÓÅÈ u ∈ U ÍÙ ÉÍÅÅÍ (F w; u) = (w; F^∗u) = 0 , ÐÏÓËÏÌØËÕ F^∗u ∈ U . óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, F w ∈ U^⊥ , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ (Ó ÕÞčÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ) ÎÁÂÏÒ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÁÂÏÒÏÍ ËÏÒÎÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. □

1.7.4. óìåäóôœéå. óÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÙ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, Á ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ | ÜÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. □

1.7.5. óìåäóôœéå. õÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁŒÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉÃÅ. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÌÀÂÏÍÕ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ) ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÔÁËÖÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, É ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

1.8. ðÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ z = % · e^{i#} ; (1-15)

ÇÄÅ % = |z| ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÉ z ≠ 0, Á e^{i#} = cos # + i sin # ∈ U_1.

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ F F^∗ É F^∗F ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÙ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ) ŒÓÅÇÄÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ, Á ÐÒÉ det F ≠ 0 | ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ F F^∗v = –v ≠ 0 , ÔÏ – · (v; v) = (–v; v) = (F F^∗v; v) = (F^∗v; F^∗v) , ÏÔËÕÄÁ – = (F^∗v; F^∗v)=(v; v) > 0 . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ F^∗F v = –v ≠ 0, ÔÏ – · (v; v) = (–v; v) = (F^∗F v; v) = (F v; F v) , É – = (F v; F v)=(v; v) > 0 .

ðÒÉŒÅÄčÍ F F^∗ É F^∗F Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S_1 = √ F F^∗ , S_2 = √ F^∗F , ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚŒÌÅÞÅÎÉÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ S_{1;2} ÔÁËÖÅ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÙ É ÎÅÏÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÙ, ÐÒÉÞčÍ S_1 ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó F F^∗ É ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ S^2_1 = F F^∗, Á S_2 ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó F^∗F É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ S^2_1 = F^∗F .

åÓÌÉ F ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ S_{1;2} ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ É ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÙ I_1 = S^{−1}_1 F É I_2 = F S^{−1}_2 , ËÏÔÏÒÙÅ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÕÎÉÔÁÒÎÙ:

(I_1u; I_1w) = (S^{−1}_1 F u; S^{−1}_1 F w) = (F^∗S^{−2}_1 F u; w) = (F^∗(F F^∗)^{−1}F v; w) = (u; w) ; (I_2u; I_2w) = (F S^{−1}_2 u; F S^{−1}_2 w) = (u; S^{−1}_2 F^∗F S^{−1}_2 w) = (v; F^∗F S^{−2}_2 w) = (u; w) :

éÔÁË, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ É ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ F = S_1I_1 = I_2S_2 :

üÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÌÑÒÎÙÍÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÓÏÍÎÏ- ÖÉÔÅÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ F ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÄÉÁÇÏ- ÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ F F^∗ É F^∗F , ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÉ ÉÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ.

éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ I^∗_1 = I^{−1}_1 É F = I_1S_1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ F^∗F = S^2_1 . ðÏÜÔÏÍÕ S_1 ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ c F F^∗. âÕÄÕÞÉ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍÉ É ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÍÉ, ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ S_1 É F F^∗ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÉ- ŒÏÄÑÔÓÑ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ S_1 ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_¯ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F F^∗ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ — ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ, ËŒÁÄÒÁÔ ËÏÔÏÒÏÊ | ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ —E. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, S_1 ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ V_¯ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ √ — . ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓč ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V_¯, ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ S_1 ÎÁ ŒÓčÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ

8 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ. íÏÄÕÌØ IV.

É ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÎÁÍÉ ŒÙÛÅ. ïÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ F = I_2S_2 ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F^∗F = F F^∗ ⇐⇒ I_1 = I_2 & S_1 = S_2 ⇐⇒ I_1S_1 = S_1I_1 ⇐⇒ I_2S_2 = S_2I_2.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÌÅŒÕÀ É ÐÒÁŒÕÀ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ É ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÎÉÖÅ ÌÅÍÍÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ

F = Se^{iT} ;

ÂÕËŒÁÌØÎÏ ÏÂÏÂÝÁÀÝÅÍ (1-15). úÄÅÓØ ÏÂÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ S, T ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÙ, S ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ É ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ F (ËÁË É ŒÙÛÅ), ÎÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ T ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙ, É ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ô ÍÏÖÅÔ ÏÔŒÅÞÁÔØ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ I = e^{iT} .

1.8.1. ìåííá. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A −→ e^A = ∑ m⩾0 A^m=m! ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ

ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÓÐÏÌØÚÕÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÁÔÒÉÃ ÓÕÍÍÕ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÍÏÄÕÌÅÊ ÍÁÔÒÉÞ- ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ŒÓčÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ (ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÕÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÜÔÏÍ). ðÏÓËÏÌØËÕ e^{CAC−1} = Ce^AC^{−1}, ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏŒÁ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ Ó ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ e^A ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁŒÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉÃÅ, Ô. Å. ÂÕÄÅÔ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÒÉŒÏÄÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎ ËÁË e^A ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A Ó ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ- ÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. □