§9. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÌÅÃ, ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÁ É ÉÄÅÁÌÙ.

9.1. çÏÍÏÍÒÆÉÚÍÙ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ A^’� B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1; a_2 ∈ A Œ ËÏÌØÃÅ B ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

f(a_1 + a_2) = f(a_1) + f(a_2) f(a_1a_2) = f(a_1)f(a_2) :

(9-1)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ (ÉÌÉ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÔÏÂÒÁ- ÖÁÀÝÉÊ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ A Œ ÎÕÌØ ËÏÌØÃÁ B.

ìÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ, ÂÕÄÕÞÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ŒÓÅÍÉ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ, ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÙÍÉ ÎÁÍÉ Œ (n^∘ 5.1). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (9-1) ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ’(0) = 0 É ∀ a∈A ’(−a) = −’(a).

ïÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅÃ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ Œ B. ðÒÏÏÂÒÁÚ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ

ker(’)^{def}= ’^{−1}(0) = {a ∈ A | ’(a) = 0}

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅÃ. ñÄÒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ Œ A É ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a ∈ ker(’) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁËÖÅ É ŒÓÅ ËÒÁÔÎÙÅ ÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ab (c ÌÀÂÙÍÉ b ∈ A) :

’(a) = 0 ⇒ ∀ b∈A ’(ab) = ’(a)’(b) = 0 :

ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ (n^∘ 5.1), ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ’(a) ∈ im (’) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ker(’) ⊂ A:

’^{−1} (’(a)) = a + ker(’) = {b ∈ A | b − a ∈ ker(’)} :

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a; b ∈ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ B , ËÏÇÄÁ a − b ∈ ker(’) :

’(a) = ’ (b) ⇐⇒ ’ (b − a) = ’ (b) − ’(a) = 0 :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ ÂÙÌ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ker(’ = {0} (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ’ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÑÄÒÏ).

9.1.1. ðòåäìïöåîéå. ìÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÐÏÌÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ’(a) = 0 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ a ≠ 0, ÔÏ ∀ b ∈ A ’ (b) = ’ ( ba^{−1}a ) = ’ ( ba^{−1} ) ’(a) = 0 .

ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÐÏÌÑ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÑÄÒÏ. □

9.1.2. ðÒÉÍÅÒ: ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅÃ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌØÃÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ Ó ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ A^’� B, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØ ÅÄÉÎÉÃÕ Œ ÅÄÉÎÉÃÕ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Z^’� Z=(6), ÏÔÐÒÁŒÌÑÀÝÅÅ ŒÓÅ ÞčÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Œ ÎÕÌÅŒÏÊ ËÌÁÓÓ, Á ŒÓÅ ÎÅÞčÔÎÙÅ | Œ ËÌÁÓÓ [3]_6, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ, É ’(1) = [3]_6 ≠ [1]_6 . ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÚ (n^∘ 5.1) : ’(1) = ’(1 · 1) = ’(1)’(1) ŒÌÅÞčÔ Œ ËÏÌØÃÅ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ ’(1)(’(1)−1) = 0. åÓÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ B ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ ’(1) = 0, É ÔÏÇÄÁ ∀ a ∈ A ’(a) = ’(1 · a) = ’(1)’(a) = 0, ÌÉÂÏ ’(1) = 1 . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÊ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ Œ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ŒÓč-ÔÁËÉ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ Œ ÅÄÉÎÉÃÕ.

9.2. éÄÅÁÌÙ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÄŒÕÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

a_1; a_2 ∈ I ⇒ a_1 ± a_2 ∈ I (9-2) a ∈ I ⇒ ∀ b∈K ab ∈ I (9-3) 61 ðÅÒŒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ ËÏÌØÃÅ, ŒÔÏÒÏÅ | ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÉÄÅÁÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ŒÓÅ ËÒÁÔÎÙÅ ÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. œÙÛÅ ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÑÄÒÏ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ K^’� K^′, ÔÁË ÞÔÏ ÑÄÒÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÄÅÁÌÁÍÉ. ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÉÄÅÁÌÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ

(a) = {ka | k ∈ K} ; (9-4)

ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÒÁÔÎÙÈ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ K. éÄÅÁÌÙ ŒÉÄÁ (9-4) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍÉ. íÙ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÎÉÍÉ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÏÌÅÃ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(n) É k[x]=(f) , ÇÄÅ ÏÎÉ ŒÏÚÎÉËÁÌÉ ËÁË ÑÄÒÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ

Z^{m→[m]n} � Z=(n) ; k[x]^{g→[g]f} � k[x]=(f)

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÃÅÌÏÍÕ ÞÉÓÌÕ (ÓÏÏÔŒ. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ) ËÌÁÓÓ ÅÇÏ ŒÙÞÅÔÁ.

âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1; a_2; : : : ; a_m ∈ K ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ Œ ŒÉÄÅ k_1a_1 + k_2a_2 + · · · + k_ma_m Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ k_1; k_2; : : : ; k_m ∈ K

(a_1; a_2; : : : ; a_m)^{def}= {k_1a_1 + k_2a_2 + · · · + k_ma_m | k_1; k_2; : : : ; k_m ∈ K} (9-5)

ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ. ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÍ a_1; a_2; : : : ; a_m. íÙ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÔÁËÉÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ, ËÏÇÄÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ Œ ËÏÌØÃÁÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ K ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ (0) = {0} É K. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÉÄÅÁÌ I Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ: Á) I = K Â) 1 ∈ I Œ) I ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

9.2.1. ðòåäìïöåîéå. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ËÏÇÄÁ Œ ÎčÍ ÎÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ K ÐÏÌÅ, I ⊂ K | ÉÄÅÁÌ, É b ∈ I ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ 1 = b^{−1}b ∈ I, É ÚÎÁÞÉÔ I = K, ÐÏÓËÏÌØËÕ ∀ b ∈ K b = 1 · b ∈ I ÐÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ (9-3). îÁÏÂÏÒÏÔ, ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ (b) = {bc | c ∈ K} ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ b = 0, ÌÉÂÏ (b) ∋ 1. œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ bc = 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c, Ô. Å. b ÏÂÒÁÔÉÍ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÇÌÁŒÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙ, ÔÏ ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÂÒÁÔÉÍÙ. □

9.3. æÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ. ðÕÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ K ÒÁÚÂÉÔÏ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ- ÐÕÓÔÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ:

K = ⊔_{x∈X} K_x ; (9-6)

ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X. éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÀ- ÒØÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ K^x� X ; (9-7)

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ K ÎÏÍÅÒ x(a) ÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (9-6), ÇÄÅ ÌÅÖÉÔ a. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ K ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ [a] = X_{x(a)} ⊂ K ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÔÏÔ ÖÅ ÎÏÍÅÒ, ÞÔÏ É a, É ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÅÇÏ ËÌÁÓÓÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a. íÙ ÈÏÔÉÍ ÚÁÄÁÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÅ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ Œ ËÏÌØÃÅ K, Ô. Å. ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

x(a) + x(b) = x(a + b) ; x(a) · x(b) = x(ab) :

üÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (9-6) ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

[a] + [b] = [a + b] ; [a] · [b] = [ab] : (9-8) ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÎÁÄÅÌÑÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ, ËÏÇÄÁ ËÌÁÓÓ [0] ⊂ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ Œ K, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÜÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ, Ô. Å.

∀ a∈K [a] = a + I = {a + i | i ∈ I} = {b ∈ A | b − a ∈ I} :

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ [0] | ÉÄÅÁÌ Œ K É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ [a_1] = [a_2] ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a_2 −a_1 ∈ [0]. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÙ (9-8) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÚÁÄÁÀÔ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ËÌÁÓÓÁÍÉ, Ô. Å. ÐÒÉ [a_1] = [a_2] É [b_1] = [b_2] ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ [a_1 + b_1] = [a_2 + b_2] É [a_1b_1] = [a_2b_2]. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ a_2 = a_1 + ff É b_2 = b_1 + fi, ÇÄÅ ff; fi ∈ [0], ÔÏ a_2 + b_2 = a_1 + b_1 + (ff + fi) É a_2 + b_2 = a_1b_1 + (ffb_1 + fia_1 + fffi), ÇÄÅ ÚÁËÌÀÞčÎÎÙÅ Œ ÓËÏÂËÉ ÞÌÅÎÙ ÌÅÖÁÔ Œ [0], ÐÏÓËÏÌØËÕ [0] ÉÄÅÁÌ. œÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÁËÓÉÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Œ K ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ŒÌÅÞčÔ ÉÈ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ Œ X. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ŒÙËÌÁÄËÏÊ

[a] · ([b] + [c]) = [a] · [b + c] = [a(b + c)] = [ab + bc] = [ab] + [bc] = [a] · [b] + [a] · [c] :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÁËÓÉÏÍ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (9-8) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ X ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÌØÃÁ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (9-7) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ Ó ÑÄÒÏÍ ker(x) = [0]. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ [0] = ker(x) | ÉÄÅÁÌ Œ K, É ÌÀÂÏÊ ËÌÁÓÓ [a] = x^{−1}(x(a)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÑÄÒÁ.

9.3.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ K ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ËÏÌØÃÁ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (9-8), ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ K=I É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÏÍ ËÏÌØÃÁ K ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ I.

9.3.2. óÔÒÏÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ K_1^’� K_2 ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÕ K_1= ker(’) , Á ÓÁÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ŒÌÏÖÅÎÉÑ K_1= ker(’) ≃ im (’)^{⊂ ’′}� K_2 É ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ ÆÁËÔÏÒÉ- ÚÁÃÉÉ K_1^{’′′}� K_1= ker(’) ≃ im (’), Ô. Å. ÍÙ ÉÍÅÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

K_1^’ � K_2

G= ker(’) ≃ im (f)

⊂ ’^′ �

’^{′′} �

(9-9)

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ (5-10).

9.3.3. ðÒÉÍÅÒ: ÒÅÄÕËÃÉÑ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ËÏÌØÃÅ Z[x] ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ (n), ÇÄÅ n ≠ 1 | ÃÅÌÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. üÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ n. æÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÏ Z[x]=(n) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÌØÃÕ ( Z=(n) ) [x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ËÏÌØÃÅ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(n) . œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

%_n : Z[x]^{f →[f ]n} � ( Z=(n) ) [x] ; ÇÄÅ [ a_mx^m + a_{m−1}x^{m−1} + · · · + a_1x + a_0 ] n def= [a_m]_n x^m + [a_{m−1}]_n x^{m−1} + · · · + [a_1]_n x + [a_0]_n ;

(9-10)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ Ó ker(%_n) = (n).

çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (9-10) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n. ïÎ ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÐÏÌÅÚÅÎ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ Z[x]. èÏÄ ÍÙÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÔÁËÏŒ: ÅÓÌÉ f = gh Œ Z[x], ÔÏ ŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÌØÃÁÈ ( Z=(n) ) [x] ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ [f]_n = [g]_n · [h]_n. åÓÌÉ n = p | ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ËÏÌØÃÏ Z=(n) = F_p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ F_p[x] ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ŒÓÅ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ [f]_p, Œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÂÒÁÔØ, ÉÂÏ ÎÁÄ F_p ÅÓÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.3. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ � 3 Œ F_2[x] É Œ F_3[x]. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) = x^5 + x^2 + 1 Œ ËÏÌØÃÅ Z[x], ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÅÇÏ ÒÅÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2. ðÏÓËÏÌØËÕ Õ f ÎÅÔ ÃÅÌÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f = gh Œ Z[x] ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ Ó deg(g) = 2 É deg(h) = 3, Á Ô. Ë. Õ [f]_2 = x^5 + x^2 + 1 ÎÅÔ ËÏÒÎÅÊ É Œ F_2, ÏÂÁ

64 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ [g]_2, [h]_2 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ Œ F_2[x]. ôÏÇÄÁ x^5 + x^2 + 1 , ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 9.3, ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÉÔØÓÑ Œ F_2[x] ÎÁ x^2 + x + 1, ÞÔÏ ÎÅ ÔÁË.

åÝč ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ: ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÅÌÅÎÉÑ ËÒÕÇÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÅÊ

f(x) = x^{p−1} + x^{p−2} + · · · + x + 1 = x^p − 1 x − 1

; ÇÄÅ p ÐÒÏÓÔÏÅ ;

ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ Z[x] . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÅÇÏ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÎÏŒÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t = x − 1 :

f(t) =

(t + 1)^p − 1 t = t^p + ( p 1 ) t^{p−1} + · · · + ( p p − 1 ) t : ðÒÉ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p ÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(t) ÏÓÔÁčÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ÍÏÎÏÍ [f(t)]_p = t^n. åÓÌÉ f(t) = g(t)h(t) Œ Z[t], ÔÏ [g(t)]_p[h(t)]_p = t^n Œ F_p[t], ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ^1, ÞÔÏ g É h ÔÏÖÅ ÒÅÄÕÃÉÒÕÀÔÓÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p Œ ÓŒÏÉ ÓÔÁÒÛÉÅ ÍÏÎÏÍÙ: [g(x)]_p = x^m, [h(x)]_p = x^k, ÇÄÅ m = deg(g), k = deg(h). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ g, h, ËÒÏÍÅ ÓÔÁÒÛÅÇÏ, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p. îÏ ÔÏÇÄÁ ÍÌÁÄÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ f, ÂÕÄÕÞÉ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÌÁÄÛÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ g, h, ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ p^2, ÞÔÏ ÎÅ ÔÁË. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.4 (ËÒÉÔÅÒÉÊ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ). ðÕÓÔØ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ Z[x] ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ∈ N, Á ÍÌÁÄÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ, ÄÅÌÑÓØ ÎÁ p, ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ p^2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ Z[x] .

9.4. ëÏÌØÃÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ, Ô. Å. ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ I = (d) = {ad | a ∈ K}.

ðÁÒÁÌÌÅÌÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ËÏÌØÃÁÍÉ Z É k[x], ÇÄÅ k | ÐÏÌÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÎÁÂÌÀÄÁÌÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÄŒÕÈ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁÈ, ÏÂSSÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÜÔÉÈ ËÏÌØÃÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØÃÁÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, É ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ ÎÁÍÉ Œ (n^∘ 7.7) É (n^∘ 8.3.5), ËÏÇÄÁ ÍÙ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ŒÏÓÐÒÏÉÚŒÅÄčÍ ÅÇÏ ÅÝč ÒÁÚ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ÇÏÄÉÌÏÓØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØÃÁ, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ĂÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍĄ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÔÏÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.

9.4.1. åŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÌØÃÁ. ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ K \ {0}^˚� N ∪ {0} ;

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÅÎÕÌÅŒÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ K ÃÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ˚(a), ËÏÔÏ- ÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÎÏÒÍÏÊ (ÉÌÉ ŒÙÓÏÔÏÊ) ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÔÁË, ÞÔÏ ∀ a; b ∈ K \ {0} ŒÙÐÏÌÎÑ- ÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

˚(ab) � ˚(a) (9-11) ∃ q; r ∈ K : a = bq + r É ÌÉÂÏ ˚(r) ¡ ˚(b) , ÌÉÂÏ r = 0 : (9-12)

ôÁË, Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÆÕÎËÃÉÅÊ ŒÙÓÏÔÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ, Á Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ k[x] Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ k ŒÙÓÏÔÏÊ ÓÌÕÖÉÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÁ

Á) Z[i]^{def}= { a + bi ∈ | a; b ∈ Z ; i^2 = −1} Â) Z[!]^{def}= {a + b! ∈ C | a; b ∈ Z ; !^2 + ! + 1 = 0 } ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÓÏÔÙ ˚(z) = |z|^2.

üÌÅÍÅÎÔÙ q É r, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄčÔ ÒÅÞØ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓŒÏÊÓÔŒÅ (9-11), ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÅÐÏÌÎÙÍ ÞÁÓÔÎÙÍ É ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ a ÎÁ b. ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÉÈ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ a É b) ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ˚(ab) = ˚(a) Œ ÓŒÏÊÓÔŒÅ (9-11) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ b ÏÂÒÁÔÉÍ (ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÇÌÑÄÅÔØ Œ ÓÎÏÓËÅ (^2)).

1ÚÄÅÓØ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ Fp[x] 2

ÒÅÛÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ∃ b^{−1}, ÔÏ ˚(ab) � ˚(abb^{−1}) = ˚(a); ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ˚(ab) = ˚(a), ÔÏ ÄÅÌÑ a ÎÁ ab Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ a = abq +r, ÇÄÅ ÌÉÂÏ ˚(r) ¡ ˚(ab) = ˚(a), ÌÉÂÏ r = 0; ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ r = a(1−bq) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ ˚(r) � ˚(a), ÌÉÂÏ 1 − bq = 0; Ó ÕÞčÔÏÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ, ÔÁËÏÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ 1 − bq = 0 ÉÌÉ r = 0; ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ a(1 − bq) = 0, ÞÔÏ ÔÏÖÅ ŒÌÅÞčÔ 1 − bq = 0; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ bq = 1 É b ÏÂÒÁÔÉÍ

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ K ŒÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ. œÙÂÅÒÅÍ Œ I ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ d ∈ I ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ŒÙÓÏÔÙ. ôÏÇÄÁ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ I ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÅÌÑ a ÎÁ d Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ a = dq + r, ÇÄÅ r = a − dq ∈ I, ÐÏÓËÏÌØËÕ a; d ∈ I. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÉÂÏ ˚(r) ¡ ˚(d), ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏ ŒÙÂÏÒÕ d, ÌÉÂÏ r = 0, ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, I ⊂ (d). ôÁË ËÁË d ∈ I, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ I = (d).

éÔÁË, ŒÓÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÌØÃÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØÃÁÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ^1. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÌØÃÁÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ Z, k[x], ÇÄÅ k | ÐÏÌÅ, Á ÔÁËÖÅ ËÏÌØÃÁ Z[i] É Z[!] ÉÚ ÕÐÒ. 9.5.

9.4.2. îïä É ŒÚÁÉÍÎÁÑ ÐÒÏÓÔÏÔÁ. ìÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1; a_2; : : : ; a_n ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ K ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ d = ÎÏÄ(a_1; a_2; : : : ; a_n), ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ d = x_1a_1 +x_2a_2 +· · ·+x_na_n . üÔÏ ÐÒÏÓÔÁÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a_1; a_2; : : : ; a_n , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ:

(a_1; a_2; : : : ; a_n) = {x_1a_1 + x_2a_2 + · · · + x_na_n | x_i ∈ K} = (d) :

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ d, ËÁË É ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (a_1; a_2; : : : ; a_n), ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ d = ∑ x_˚ a_˚ , É ÚÎÁÞÉÔ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ a_i. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (a_1; a_2; : : : ; a_n) = (d), ŒËÌÀÞÁÑ ÓÁÍÉ a_i, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ d.

éÚ ÎÁÌÉÞÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÏÄ(a_1; a_2; : : : ; a_n) = x_1a_1 +x_2a_2 +· · ·+x_na_n ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ Õ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1; a_2; : : : ; a_n ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ŒÌÅÞčÔ ÚÁ ÓÏÂÏÊ ÉÈ ŒÚÁÉÍÎÕÀ ÐÒÏÓÔÏÔÕ^2, Ô. Å. ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÅÄÉÎÉÃÕ ËÏÌØÃÁ Œ ŒÉÄÅ

1 = x_1a_1 + x_2a_2 + · · · + x_na_n Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ x_i ∈ K :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_1; a_2; : : : ; a_m ËÏÌØÃÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ K ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ ∀ i ≠ j ÎÏÄ(a_i; a_j ) = 1 , ÔÏ K=(a_1 · a_2 · · · · · a_m) ≃ (K=(a_1)) × (K=(a_2)) × · · · (K=(a_m)) .

9.4.3. ðòåäìïöåîéå. œ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ K ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ p ∈ K ÐÏÐÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:

(1) K=(p) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ; (2) Œ K=(p) ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ;

(3) p ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, Ô. Å. p = ab ⇒ a ÉÌÉ b ÏÂÒÁÔÉÍ Œ K .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÍÐÌÉËÁÃÉÑ (1) ⇒ (2) ÕÖÅ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÎÁÍÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÑ Œ (n^∘ 7.2). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÃÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØÃÅ K (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÀÝÅÍÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ (2) ⇒ (3). éÚ p = ab ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ [a][b] = 0 Œ K=(p), É ÅÓÌÉ Œ K=(p) ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÓËÁÖÅÍ [a], ÒÁŒÅÎ [0]. ôÏÇÄÁ a = ps = abs ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ s ∈ K, É ÚÎÁÞÉÔ, a(1 − bs) = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ Œ K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, bs = 1, Ô. Å. b ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ (3) ⇒ (1). åÓÌÉ p ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÔÏ ∀ b ∉ (p) ÎÏÄ(p; b) = 1, Á ÚÎÁÞÉÔ, ∃ x; y ∈ K : px + by = 1, ÏÔËÕÄÁ [b][y] = 1 Œ K=(p). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÏÊ ËÌÁÓÓ [b] ≠ [0] ÏÂÒÁÔÉÍ Œ K=(p), Ô. Å. K=(p) | ÐÏÌÅ. □

9.4.4. ïÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÅÇÏ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞ- ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a = p_1p_2 · · · p_m, ÐÒÉÞčÍ ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ a = q_1q_2 · · · q_k ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ k = m, É ÐÏÓÌÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ËÁÖÄÙÊ q_˚ ÂÕÄÅÔ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎ^3 Ó p_˚ .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ K ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ p, q ÌÉÂÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ (Ô. Å. px + qy = 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x; y ∈ K), ÌÉÂÏ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÙ (Ô. Å. p = qs ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ s ∈ K).

9.4.5. ðòåäìïöåîéå. œÓÑËÏÅ ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.

1ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅŒÅÒÎÏ, ÎÏ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÙ ÐÒÉÈÏÄÑÔ ÉÚ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÕÂÏËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ É ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÉÈ ÐÏÌÎÏÃÅÎÎÏÇÏ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÔÅÈÎÉËÁ, ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÐÏËÁ ÅÝč ÎÅ ŒÌÁÄÅÅÍ; ŒÐÒÏÞÅÍ, ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁŒÛÉÊÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 3 ÎÁ ÓÔÒ. 365 ËÎÉÇÉ ü. â. œÉÎÂÅÒÇÁ ĂëÕÒÓ ÁÌÇÅÂÒÙĄ (ÃÉÔ. ÐÏ ÉÚÄÁÎÉÀ í. ĂæÁËÔÏÒÉÁÌĄ (1999))

2ÉÎÁÞÅ ŒÚÁÉÍÎÕÀ ÐÒÏÓÔÏÔÕ a1; a2; : : : ; an ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ËÁË ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (a1; a2; : : : ; an) = K 3Ô. Å. q˚ = s˚ · p˚ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ s˚ ∈ K, ÓÍ. (n^∘ 7.7)

66 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏ- ÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. åÓÌÉ a ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÚÁÐÉÛÅÍ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ëÁÖÄÙÊ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÑ ÓÎÏŒÁ ÚÁÐÉÛÅÍ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ É Ô. Ä. üÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÎÅ ËÏÎÞÉÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏŒ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ Œ K ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ {a_i}, Œ ËÏÔÏÒÏÊ a_{i+1} ÄÅÌÉÔ a_i, ÎÏ a_i ÎÅ ÄÅÌÉÔ a_{i+1}, Ô. Å. (a_i) ⊊ (a_{i+1}).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ · · · ⊂ I_˚ ⊂ I_{˚+1} ⊂ · · · ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ I = ∪_˚ I_˚ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ K ÇÌÁŒÎÙÅ, ∪_˚ (a_˚ ) = (d) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ d ∈ ∪_˚ (a_˚ ). ëÏÌØ ÓËÏÒÏ d ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅ- ÎÉÉ, ∃ i : d ∈ (a_i). á ÔÏÇÄÁ (d) = ∪_˚ (a_˚ ) = (a_i). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ∀ k ¿ 0 (a_{i+k}) = (a_i) ŒÏÐÒÅËÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ (a_i) ⊊ (a_{i+1}) . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÒÏÃÅÓÓ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ p_1p_2 · · · p_k = q_1q_2 · · · q_m, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ p_i ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ q_i, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ É Ó ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ (ÓÍ. n^∘ 7.6), Ô. Å. ÎÁÊÄÕÔÓÑ x; y ∈ K : 1 = xp_1 + yq_1q_2 · · · q_m = xp_1 + yp_1p_2 · · · p_k = p_1(x + yp_2 · · · p_k), ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ p_1 ÎÅÏÂÒÁÔÉÍ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÓËÁÖÅÍ q_1, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó p_1, Á ÚÎÁÞÉÔ (ÓÍ. ÕÐÒ. 9.8) q_1 = sp_1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ s ∈ K. ôÏÇÄÁ p_1(p_2 · · · p_k − sq_2 · · · q_m) = 0, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ p_2p_3 · · · p_k = (sq_2)q_3 · · · q_m, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. □

9.4.6. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÅÄÏÓÔÅÒÅÖÅÎÉÑ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅ ŒÓÅ ËÏÌØÃÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØÃÁÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÄÅÁÌÙ (2; x) ⊂ Z[x] É (x; y) ⊂ Q[x; y] ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.10. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.

þÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÒÅÍÑ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÁ Z[x] É Q[x; y] ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÏÌØÃÏ, ÞÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÂÙÔØ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

ðÒÉÍÅÒ ÎÅÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÇÏ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÏÌØÃÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Z[ √ 5] = Z[x]=(x^2 − 5) ;

Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÅÓÔØ ÔÁËÉÅ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ:

2 · 2 = (√ 5 + 1 ) · (√ 5 − 1 ) : õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 2, √ 5 + 1, √ 5 − 1 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ É ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÙ.

9.4.7. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÏÓÔÙÅ É ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ëÌÀÞÅŒÙÍ ÍÅÓÔÏÍ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n^∘ 9.4.5) ÂÙÌÁ ÔÁËÁÑ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ: ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ q_1q_2 · · · q_m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p_1, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p_1.

îÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ p ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ K ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ab ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ a ÉÌÉ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ p ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ K=(p) ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.

œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n^∘ 9.4.3) ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÃÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ. íÙ ŒÉÄÅÌÉ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ŒÓÑËÉÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏÓÔ. éÍÅÎÎÏ Œ ÜÔÏÍ É ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÞÉÎÁ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÌÅÃ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.12. ðÕÓÔØ Œ ÃÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØÃÅ K ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉ- ÓÌÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ K ÐÒÏÓÔÙ.

äÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÅÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÏÓÔØ. ôÁË, Œ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁŒÛÅÍÓÑ ŒÙÛÅ ËÏÌØÃÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Z[ √ 5] = Z[x]=(x^2 − 5) ÞÉÓÌÏ 2 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÎÏ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÅ Z[ √ 5]=(2) ≃ Z[x]=(2; x^2 − 5) ≃ Z[x]=(2; x^2 + 1) ≃ F_2[x]=(x^2 + 1) ≃ F_2[x]= ( (x + 1)^2 ) ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ (x + 1) (mod (2; x^2 + 1)) (ÎÁ ÑÚÙËÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ √ 5 + 1 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2 Œ Z[ √ 5], Á ( √ 5 + 1)^2 = 6 + 2 √ 5 | ÄÅÌÉÔÓÑ), ÈÏÔÑ ÄŒÏÊËÁ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁ.

9.4.8. ðÒÉÍÅÒ: ÇÁÕÓÓÏŒÙ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÒÁ n^∘ 6.4.1). óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 9.5, ËÏÌØÃÏ ÇÁÕÓ- ÓÏŒÙÈ ÞÉÓÅÌ Z[i] ⊂ C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, Á ÐÏÔÏÍÕ Œ ÎčÍ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. œÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÉÅ ÃÅÌÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ p ∈ Z ÏÓÔÁ- ÀÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍÉ Œ ËÏÌØÃÅ ÇÁÕÓÓÏŒÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ŒÅ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ n ∈ Z, ÂÕÄÕÞÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ, ÄÏÌÖÎÏ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ a + ib ∈ C ∖ R ÓÏÄÅÒÖÁÔØ É ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ ÅÍÕ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ a − ib. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÓÔÏÅ p ∈ Z ÐÅÒÅÓÔÁčÔ ÂÙÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ Œ Z[i], ÔÏ ÏÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ p = (a + ib)(a − ib) = a^2 + b^2 Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍÉ a; b ∈ Z. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÏÅ p ∈ Z ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ Œ Z[i], ËÏÇÄÁ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ. þÔÏÂÙ ÑŒÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ p, ŒÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ p ∈ Z[i] ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÏ Z[i]=(p) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ^1, É ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÜÔÏ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÏ ËÁË ÎÁ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Z[x] ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ (p; x^2 + 1) ⊂ Z[x], ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ p É (x^2 + 1) :

Z[i]=(p) ≃ Z[x]=(p; x^2 + 1) ≃ F_p[x]=(x^2 + 1) :

óÁÍÏÅ ÐÒÁŒÏÅ ËÏÌØÃÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^2 + 1 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ F_p, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÀ Õ ÎÅÇÏ ËÏÒÎÅÊ Œ F_p. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÏÅ p ∈ Z ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ −1 ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ŒÙÞÅÔ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ (n^∘ 8.5.6), ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (p − 1)=2 ÞčÔÎÏ, Ô. Å. ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÙÈ p = 4k + 1 É p = 2.

9.4.9. ðÒÉÍÅÒ: ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ. äŒÁ ÉÄÅÁÌÁ I, J ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ x ∈ I É y ∈ J, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ x+y = 1. üÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ I + J^{def}= (I; J) = {x + y | x ∈ I ; y ∈ J} , ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ É ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÕÍÍ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ ËÏÌØÃÏÍ. óŒÏÊÓÔŒÁ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÏÂÏÂÝÁÀÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.

9.4.10. ìåííá. åÓÌÉ ÉÄÅÁÌ I ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÉÄÅÁÌÏŒ J_1; J_2; : : : ; J_n, ÔÏ ÏÎ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ É Ó ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ^2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ˚ = 1; 2; : : : ; n ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ x_˚ ∈ I É y_˚ ∈ J_˚ , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ x_˚ + y_˚ = 1. ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ŒÓÅ ÜÔÉ ÜÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÒÁÓËÒÙŒÁÑ ÓËÏÂËÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÉÄÁ

(ÞÌÅÎÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ŒÉÄÁ x_˚ ) + y_1y_2 · · · y_n = 1 ;

Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÌÅÖÉÔ Œ I, Á ŒÔÏÒÏÅ | Œ ∩_˚ J_˚ . □

9.4.11. ðòåäìïöåîéå (ëéôáêóëáñ ôåïòåíá ïâ ïóôáôëáè). ðÕÓÔØ ÉÄÅÁÌÙ I_1; I_2; : : : ; I_n ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ n ËÌÁÓÓÏŒ [a_˚ ] ∈ K=I_˚ (ÇÄÅ ˚ = 1; 2; : : : ; n) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ a ∈ K, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ [a_˚ ] = a (mod I_˚ ) ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˚, ÐÒÉÞčÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ a^′ ∈ K, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÇÏ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ a^′ −a ∈ ∩_˚ I_˚ . éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ

K= ∩_˚ I_˚^{a→(a (mod I1 ); a (mod I2 ); ::: ; a (mod In))} ∼ � (K=I_1) × (K=I_2) × · · · × (K=I_n) : (9-13)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ K^{a→(a (mod I1 ); a (mod I2 ); ::: ; a (mod In ))} ∼ � (K=I_1) × (K=I_2) × · · · × (K=I_n)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ Ó ÑÄÒÏÍ ∩_˚ I_˚ . ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔØ. ðÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ I_k ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó ∩_{˚≠k} I_˚ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÕÔÓÑ x_k ∈ I_k É y_k ∈ ∩_{˚≠k} I_˚ ,

ÔÁËÉÅ ÞÔÏ x_k + y_k = 1. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

y_k (mod I_˚ ) = { 0 ; ÐÒÉ ˚ ≠ k 1 ; ÐÒÉ ˚ = k

É Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ K, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ËÌÁÓÓÏŒ [a_k] ∈ K=I_k , ÍÙ

ÍÏÖÅÍ ŒÚÑÔØ a =^n ∑ k=1 y_ka_k. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.13. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n^∘ 9.4.11) ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ŒÅÒÓÉÉ ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÓÔÁÔ- ËÁÈ, ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÁÍÉ Œ ÐÒÉÍÅÒÁÈ (n^∘ 7.6.1) É (n^∘ 8.5.3).

1ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ (n^∘ 9.4.3) 2ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÏŒ ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ

9.5. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ K ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

Z^κ� K ;

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÅÄÉÎÉÃÕ Œ ÅÄÉÎÉÃÕ É ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

κ(±n) = ±(1 + 1 + · · · + 1 n ) ÄÌÑ n ∈ N :

åÓÌÉ κ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ K ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÎÕÌØ, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁË- ÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

1 + 1 + · · · + 1 p = 0 :

éÎÁÞÅ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ Z ŒÓÅ ÉÄÅÁÌÙ ÇÌÁŒÎÙÅ, ker(κ) = (p) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ p, ËÏÔÏÒÏÅ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ËÏÌØÃÁ K. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ char(K) . åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ K ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ, ÔÏ ÅÇÏ ÐÏÄËÏÌØÃÏ Z=(p) ≃ im (κ) ⊂ K ÔÁËÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÉÌÉ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÉÌÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.14. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

1 + 1 + · · · + 1 mn = (1 + 1 + · · · + 1 m )(1 + 1 + · · · + 1 n )

9.5.1. ðÒÏÓÔÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ. ðÕÓÔØ k | ÐÏÌÅ. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÐÏÄÐÏÌÅ Œ k, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ 1 É 0, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÐÏÄÐÏÌÅÍ Œ k. ðÒÏÓÔÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ im (κ).

åÓÌÉ char(k) = p ¿ 0, ÔÏ im (κ) ≃ F_p É ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÓÔÙÍ ÐÏÄÐÏÌÅÍ ÐÏÌÑ k. åÓÌÉ char(k) = 0, Ô. Å. κ(q) ≠ 0 ÐÒÉ q ≠ 0 , ÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ κ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ (ÁŒÔÏ- ÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÏ n^∘ 9.1.1) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÌÅÊ

κ : Q^⊂ p q →^{κ(p)}_{κ(q)}

� k :

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ Œ k ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÌÀ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑËÏÅ ÐÏÌÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ Q, ÌÉÂÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÐÏÌÅÊ F_p Ó ÐÒÏÓÔÙÍ p ∈ N, ÐÒÉÞčÍ ÎÉËÁËÉÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÍÅÖÄÕ ÐÏÌÑÍÉ ÒÁÚÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÎÅÔ.

9.5.2. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. åÓÌÉ char(k) = p ¿ 0, ÔÏÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÞÔÏ É Œ (n^∘ 7.9), ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ∀ a; b ∈ k (a + b)^p = a^p + p−1∑ k=1 (1 + 1 + · · · + 1 (^p_k)

)a^kb^{p−k} + b^p = a^p + b^p :

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ p-ÔÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ F_p : k^{x→xp} � k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ ÐÏÌÑ k Œ ÓÅÂÑ. ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ æÅÒÍÁ^1 ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÍ ÐÏÄÐÏÌÅ F_p ⊂ k . îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ k = F_4 = F_2[x]=(x^2 + x + 1) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ F_4^{F2}� F_4 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÀ: ÏÎ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÐÏÄÐÏÌÅ F_2 = {0; 1} É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ! = [x] É !^2 , ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^2 + x + 1 .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.15. ïÐÉÛÉÔÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ F_3 ÎÁ ÐÏÌÅ F_9 = F_3[x]=(x^2 + 1) .

9.6. ëÏÌØÃÁ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÕÓÔØ K | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, Á X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ X � K ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ K^X É ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÏÌØÃÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÊ:

f + g : x → f(x) + g(x) fg : x → f(x)g(x) :

1ÓÍ. (n^∘ 7.9) É (n^∘ 7.3.2)

ôÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÅŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ K^X ÎÕÌčÍ, Á ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ (ÅÓÌÉ Œ K ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÁ) | ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

éÎÁÞÅ K^X ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ^1 ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ËÏÐÉÊ ËÏÌØÃÁ K, ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ x ∈ X . åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ ŒÍÅÓÔÏ K^X ÏÂÙÞÎÏ ÐÉÛÕÔ K^n É ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÁËÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÓÔÒÏÞËÁÍÉ^2 (a_1; a_2; : : : ; a_n).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ^3 ÒÁŒÎÏ ÎÕ- ÌÀ, Œ ËÏÌØÃÅ K^X ÍÎÏÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ K | ÐÏÌÅ. ïÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ K^X ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ.

9.6.1. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÏÄSSčÍÁ. ó ËÁÖÄÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X^’� Y ÓŒÑÚÁÎ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄSSčÍÁ^4 ŒÄÏÌØ ’ ’^∗ : K^{Y f→f∘’} � K^X ;

ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ Y Œ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ Ó ’, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁ X, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÍ Ë ’ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ. îÁ ÑÚÙËÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏÄSSčÍ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÐÒÁŒÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ Hom(Y; K) ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ ∈ Hom(X; Y ) :

Hom(Y; K)^{f→f’} � Hom(X; K) ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ËÏÌØÃÁ ÆÕÎËÃÉÊ É ÎÅ ÃÅÌÏÓÔÎÙÅ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄSSčÍÁ ŒÓÅÇÄÁ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ ËÏÌØÃÁ K^Y Œ ÅÄÉÎÉÃÕ ËÏÌØÃÁ K^X .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.16. éÚ ËÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÄSSčÍÁ?

œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÁÎÁÌÉÚÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X É Y ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ: ÍÅÒÏÊ, ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊÉ Ô. Ð. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ É ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÎÅ ÌÀÂÙÅ, Á ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÅ Ó ÜÔÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ: ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ, ÇÌÁÄËÉÅ, ÁÎÁÌÉÔÉ- ÞÅÓËÉÅÉ Ô. Ð. ôÁËÉÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ ËÏÌØÃÅ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏÄËÏÌØÃÏ, ËÏÔÏÒÏÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ K[X] ⊂ K^X É ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ (ÉÌÉ ËÏÌØÃÏÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Ó ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÔÏÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÎÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ, Á ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÅ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÓËÁÖÅÍ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÉÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ. œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÏÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ. ëÁË ÔÏÌØËÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÔÅÏÒÉÑ, Ô. Å. Œ ËÏÌØÃÅ ÆÕÎËÃÉÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ŒÙÄÅÌÅÎÏ ÐÏÄ- ËÏÌØÃÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ K[X] , ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÖÅ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ËÁË ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X^’� Y , ÐÏÄSSčÍ ŒÄÏÌØ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ Y Œ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ X , Ô. Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÍÅÖÄÕ ËÏÌØÃÁÍÉ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÏ É ÍÅÖÄÕ Í«ÅÎØÛÉÍÉ ÐÏÄËÏÌØÃÁÍÉ:

K[Y ]^{’∗}� K[X] :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.17∗ (ÄÌÑ ÔÅÈ, ËÔÏ ÚÎÁËÏÍ Ó ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØÀ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌØÃÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ [0; 1] � R ÞÅÒÅÚ C ⊂ R^{[0;1]}. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ [0; 1]^’� [0; 1] ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ’^∗(C) ⊂ C; Â) ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ’ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ C^{’∗}� C ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ’.

9.6.2. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ X = {∗} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄÎÑÔÉÑ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ŒÌÏÖÅÎÉÀ {∗}^{⊂ y}� Y ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÅËÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ Œ ÔÏÞËÅ y É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ^5 ev_y. ðÏÓËÏÌØËÕ K^{{∗}} = K,

ev_y : K^{Y f→f(y)} � K

1ÓÍ. (n^∘ 7.5) 2ÎÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n^∘ 7.5), ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÓÔÒÏË ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏ 3ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ X^f� K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Supp(f) = {x ∈ X | f(x) ≠ 0}. 4ÐÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ pull back homomorphism; ÐÏ-ÒÕÓÓËÉ ÐÏÄSSčÍÙ ÔÏÖÅ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÏÂÒÁÚÁÍÉ, É ÉÈ ÎÉ Œ ËÏÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÕÔÁÔØ Ó ÐÒÏÏÂÒÁÚÁÍÉ 5ÏÔ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ evaluation

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Y^f � K Åč ÚÎÁÞÅÎÉÅ ev_y(f) = f(y) Œ ÔÏÞËÅ y. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ev_y ÜÐÉÍÏÒÆÅÎ, Á ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ y.

çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ R ⊃ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X[R], ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ R ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔÓÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ Œ K^{X[R]} . á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁÚÏŒčÍ K-ÔÏÞËÏÊ ËÏÌØÃÁ R ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ R^p� K, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ÐÏÄËÏÌØÃÅ K ⊂ R, É ÐÏÌÏÖÉÍ X[R] ÒÁŒÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ŒÓÅÈ K-ÔÏÞÅË ËÏÌØÃÁ R. ëÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ f ∈ R ÍÏÖÅÔ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ X[R]^f � K , ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ K-ÔÏÞËÅ R^p� K, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÁŒÎÏ p(f) ∈ K . ðÏÄËÏÌØÃÏ K ⊂ R ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.18∗. éÍÅÅÔÓÑ ÌÉ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] É R-ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÌØÃÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ [0; 1] � R ? éÚÍÅÎÉÔÓÑ ÌÉ ÏÔŒÅÔ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌ? éÚÍÅÎÑÔÓÑ ÌÉ ÏÔŒÅÔÙ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ Á) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ Â) ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ?

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ ËÏÌØÃÏ ËÏÎÓÔÁÎÔ K, ÎÁÐÒÉÍÅÒ K = R, É ŒÙÂÒÁÎ ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ ËÏÌÅÃ R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ K Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄËÏÌØÃÁ, ÔÁË ÓÒÁÚÕ ÖÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÕÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X[R], ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ ŒÙÛÅ, Á ËÏÌØÃÁÍÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÂÕÄÕÔ ÐÏÄËÏÌØÃÁ R ⊂ K^{X[R]} , ŒÌÏÖÅÎÎÙÅ Œ K^{X[R]} ÔÁË, ËÁË ÜÔÏ ÏÂSSÑÓÎÑÌÏÓØ ŒÙÛÅ. úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ

R_1^’� R_2 ;

ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ËÏÌØÃÅ ËÏÎÓÔÁÎÔ K, ÍÏÖÅÔ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÁË ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄSSčÍÁ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÈ Ó ÜÔÉÍÉ ËÏÌØÃÁÍÉ

’^∗ : X[R_2]^{p→p∘’} � X[R_1]

(ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ K-ÔÏÞËÕ R_2^p� K Œ Åč ÐÏÄSSčÍ R_1^’� R_2^p� K ŒÄÏÌØ ’).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.19. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ (’^∗)^∗ = ’ .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ É ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ, ÉÇÒÁÀÝÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ ŒÏ ŒÓÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ (ÄÁ É Œ ÐÒÉÒÏÄÅ). ðÒÉÞÉÎÁ Åč ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ f(x) ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÐÏ x É f | ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÎÁ x, Á ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÎÁ f, É ÎÅÔ ÎÉËÁËÏÇÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÐÏ- ÓÏÂÁ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏÔ ŒÙÂÏÒ a priori. ôÏÞËÉ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ | ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÔÏÞÅË.

åÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÌØÃÁ ËÏÎÓÔÁÎÔ ŒÚÑÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÅ k, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÌÅÃ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ k^n (Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ n ∈ N), ÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ŒÙÛÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ŒÙÄÁÓÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ, ÉÚŒÅÓÔÎÕÀ ËÁË ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ŒÓËÏÒÅ ÎÁÞÎčÍ ÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓ ËÏÌÅÃ | ËÏÌØÃÁ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] É ÉÈ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÁ | ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÔÅÏÒÉÉ, ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ËÁË ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÔÏÖÅ ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÒÅÍÑ ÉÚÕÞÉÍ.

ïÐÉÓÁÎÉÑ ËÌÁÓÓÏŒ ËÏÌÅÃ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÚÁ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÏÒÉÉ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ Œ ÁÎÁÌÉÚÅ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ, ÍÏÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉ Ë ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÑÒËÉÍ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ XX ŒÅËÁ.