§8. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ.

8.1. ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. ðÕÓÔØ K | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. íÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ f(x) = a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · , Œ ËÏÔÏÒÏÍ a_i ∈ K É ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f(x) = a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · É g(x) = b_0 + b_1x + b_2x^2 + · · · ÒÁŒÎÙ, ÅÓÌÉ a_i = b_i ∀ i. ðÅÒŒÙÊ É ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÍ É ÍÌÁÄÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. îÏÍÅÒ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ deg(f). íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÂÙÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ Œ ŒÉÄÅ

f(x) = a_nx^n + a_{n−1}x^{n−1} + · · · + a_1x + a_0 :

åÓÌÉ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ a_n ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÍ ÉÌÉ ÕÎÉ- ÔÁÒÎÙÍ. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ a_0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÏÌØ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ.

óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏ- ÂÏË É ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. á ÉÍÅÎÎÏ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ x^m Õ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ

s(x) = f(x) + g(x) = s_0 + s_1x + s_2x^2 + · · · p(x) = f(x)g(x) = p_0 + p_1x + p_2x^2 + · · ·

(8-1)

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f(x) = a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · É g(x) = b_0 + b_1x + b_2x^2 + · · · ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ^1

s_m = a_m + b_m ;

p_m = a_0b_m + a_1b_{m−1} + · · · + a_{m−1}b_1 + a_mb_0 = ∑ i+j=m

a_ib_j : (8-2)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ÎÕÌÅŒÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ).

ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ K[x]. ëÏÌØÃÏ K ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ K[x] Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄËÏÌØÃÁ ËÏÎÓÔÁÎÔ. åÓÌÉ Œ K ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÖÅ ÂÕÄÅÔ ÅÄÉÎÉÃÅÊ ËÏÌØÃÁ K[x].

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÔÁÒÛÅÇÏ É ÍÌÁÄÛÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÓÕÍÍÁ ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ (8-2) ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÓÏÂÏÀ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÌÁÄÛÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ-ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ ËÏÌØÃÏ K[x] ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ, É ∀ f; k ∈ K[x] deg(fg) = deg(f) + deg(g) :

ïÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ K = k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ k[x] | ÜÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎ- ÔÙ. ïÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p ∈ K[x] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ^2, ÅÓÌÉ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ p = fg ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ f, g ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ. äÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔØ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

8.1.1. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ K[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÏÔ ÎÅÓËÏÌØ- ËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ:

K[x_1; x_2; : : : ; x_n] = K[x_1; x_2; : : : ; x_{n−1}][x_n]

1ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÉ ÐÒÁŒÉÌÁ ÚÁÄÁÀÔ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (an), (bn); ÂÕËŒÁ x ÓÌÕÖÉÔ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÆÏÒÍÕÌ (8-1)

2ÓÒ. Ó ÏÂÝÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÚ (n^∘ 7.8) 52

É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ŒÉÄÁ

f(x_1; x_2; : : : ; x_n) = ∑ ˚_1;:::;˚_n⩾0

a_{˚1:::˚n} x^{˚1}_1 x^{˚2}_2 · · · x^{˚n}_n ;

ÇÄÅ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ a_{˚1:::˚n} ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ. ïÔÄÅÌØÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ

a_{˚1:::˚n} x^{˚1}_1 x^{˚2}_2 · · · x^{˚n}_n

ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁÍÉ, Á ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ x^{˚1}_1 x^{˚2}_2 · · · x^{˚n}_n | ÍÏÎÏÍÁÍÉ. óÕÍÍÁ ÓÔÅÐÅ- ÎÅÊ ˚_1 + ˚_2 + · · · + ˚_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÍÏÎÏÍÁ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÉÚ ÐÏÌÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÍÏÎÏÍÏŒ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ deg(f).

8.2. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ ÔÏÞËÅ. úÎÁÞÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

f(x) = a_0 + a_1x + · · · + a_nx^n ∈ K[x]

Œ ÔÏÞËÅ ff ∈ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ f(ff)^{def}= a_0 + a_1ff + · · · + a_nff^n ∈ K . äÌÑ ÅÇÏ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÎÅÔ ÎÕÖÄÙ ÏÔÄÅÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ŒÓÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ff^n, ff^{n−1}, . . . ðÏÌØÚÕÑÓØ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØÀ, f(ff) ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ ÚÁ 2n ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ:

f(ff) = a_0 + ff · ( a_1 + ff · ( a_2 + · · · + ff · ( a_{n−2} + ff · (a_{n−1} + ff · a_n) ) · · · )) : (8-3)

8.3. äÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ. óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ĂÄÅÌÅÎÉÑ ÕÇÏÌËÏÍĄ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ u(x) = x^m + u_{m−1}x^{m−1} + · · · + u_1x + u_0 ∈ K[x] ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ q(x) ∈ K[x] (ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ) É r(x) ∈ K[x] (ÏÓÔÁÔÏË), ÞÔÏ

f(x) = u(x) · q(x) + r(x) ; É deg(r) ¡ deg(u) ÉÌÉ r = 0 : (8-4)

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÁÇÁÅÍ r_0 = f, q_0 = 0 É ÄÁÌÅÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k = 1; 2; : : : ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ deg(r_{k−1}) � deg(u) ÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

q_k(x) = (ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ r_{k−1}) · x^{deg(rk−1)−deg(u)} É r_k = r_{k−1} − q_ku ;

ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ Ó ËÁÖÄÙÍ ÛÁÇÏÍ ÓÔÒÏÇÏ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ. ëÏÇÄÁ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ‘-ÔÏÍ ÛÁÇÅ ÍÙ ÐÏ- ÌÕÞÉÍ deg(r_‘) ¡ deg(u) , ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (8-4) ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÄÌÑ r = r_‘ É q = q_1 + q_2 + · · · + q_‘ .

8.3.1. ðòåäìïöåîéå. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f É ÌÀÂÏÇÏ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ u ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ q(x); r(x) ∈ K[x] ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (8-4). åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ K ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ, ÔÏ ÔÁËÁÑ ÐÁÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÏ ŒÙÛÅ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ r É q ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ (8-4) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ðÕÓÔØ p É s | ÄÒÕÇÁÑ ÐÁÒÁ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ deg(s) ¡ deg(u) É f = up+s . éÚ uq +r = up+s ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ u(q −p) = r −s. ðÏÓËÏÌØËÕ Œ K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÐÒÉ p ≠ q ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ deg(u(q − p)) = deg(u) + deg(q − p) � deg(u) ¿ deg(r − s), ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ u(q − p) = r − s. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, p − q = 0, Á ÚÎÁÞÉÔ, É r − s = 0 . □

8.3.2. óìåäóôœéå. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f, g Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ k ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÁÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ q; r ∈ k[x], ÔÁËÉÈ ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ k[x] ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f = g · q + r É deg(r) ¡ deg(g) ÉÌÉ r = 0 .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÐÉÓÙŒÁÑ g Œ ŒÉÄÅ g = a · u, ÇÄÅ a ∈ k | ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g, a u ∈ k[x] ÕÎÉÔÁÒÅÎ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ f = g · q + r ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ f = u · (aq) + r ŒÉÄÁ (8-4). □

54 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

8.3.3. ðÒÉÍÅÒ: ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ ËÁË ÏÓÔÁÔÏË. ïÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

f(x) = a_nx^n + a_{n−1}x^{n−1} + · · · + a_1x + a_0

ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÄŒÕÞÌÅÎ u(x) = x − ff | ÜÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÒÁŒÎÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÀ f(ff) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f Œ ÔÏÞËÅ ff , Œ ÞčÍ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ŒÙÞÉÓÌÉŒ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ f(x) = (x − ff) · q(x) + r ÐÒÉ x = ff. ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÕŒÉÄÅÔØ ÜÔÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÅÓÔÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÑ ÏÓÔÁÔÏË ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÅÌÅÎÉÑ É ÓÒÁŒÎÉŒÁÑ ÜÔÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ó ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (8-3)

r_1(x) = (a_{n−1} + ffa_n)x^{n−1} + a_{n−2}x^{n−2} + · · · + a_1x + a_0

r_2(x) = ( a_{n−2} + ff(a_{n−1} + ffa_n) ) x^{n−2} + a_{n−3}x^{n−3} + · · · + a_1x + a_0

r_3(x) = ( a_{n−3} + ff ( a_{n−2} + ff(a_{n−1} + ffa_n) )) x^{n−2} + a_{n−4}x^{n−4} + · · · + a_1x + a_0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

r_n(x) = a_0 + ff · ( a_1 + ff · ( a_2 + · · · + ff · ( a_{n−2} + ff · (a_{n−1} + ff · a_n) ) · · · )) = f(ff)

(8-5)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.2. îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^{179} + x^{57} + x^2 + 1 Œ Z[x] ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Á) x^2 − 1 Â) x^2 + 1 Œ) x^2 + x + 1 .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.3. îÁÊÄÉÔÅ ÞÁÓÔÎÏÅ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ y^n − x^n ÎÁ (y − x) Œ Z[x; y] = Z[x][y] (ÏÔŒÅÔ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÇÌÑÄÅÔØ Œ ÓÎÏÓËÅ (^1) ).

8.3.4. ðÒÉÍÅÒ: ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ É ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ. ó ËÁÖÄÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ f(x) ∈ K[x] ÍÏÖÎÏ ÓŒÑ-

òÉÓ. 8⋄1. ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ É ÓÅËÕÝÁÑ.

ÚÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

´_f (t_1; t_2)^{def}= f(t_2) − f(t_1) ∈ K[t_1; t_2] ;

ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.4. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ∀ f; g ∈ K[x] É ∀ a ∈ K

ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ:

´_{af} = a´_f ´_{f +g} = ´_f + ´_g ´_{f g}(t_1; t_2) = f(t_2)´_g (t_1; t_2) + g(t_1)´_f (t_1; t_2) = = g(t_2)´_g (t_1; t_2) + f(t_1)´_f (t_1; t_2)

òÁÚÎÏÓÔÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÅÌÉÔÓÑ Œ ËÏÌØÃÅ K[t_1; t_2] = K[t_1][t_2] ÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ (t_2 − t_1) ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ, ÉÂÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÒÁŒÅÎ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÀ ´_f (t_1; t_2) ÐÒÉ t_2 = t_1, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÎÕÌØ. þÁÓÔÎÏÅ

D_f^{def}= f(t_2) − f(t_1)

t_2 − t_1

∈ K[t_1; t_2]

ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ: ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ( f(t_2) − f(t_1) ) =(t_2 − t_1) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ K = R ÒÁŒÎÏ ÎÁËÌÏÎÕ ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ Ó ÁÂÓÃÉÓÓÁÍÉ t_1 É t_2 ÓÅËÕÝÅÊ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) (ÓÍ. ÒÉÓ. 8⋄1). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÁËÌÏÎ ÓÅËÕÝÅÊ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. ëÏÇÄÁ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÅËÕÝÅÊ Ó ÇÒÁÆÉËÏÍ ÓÌÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ Ó ÁÂÓÃÉÓÓÏÊ t, ÓÅËÕÝÁÑ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ, ÎÁËÌÏÎ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÅÎ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ D_f (t_1; t_2) ÐÒÉ t_1 = t_2 = t. éÔÁË, ÎÁËÌÏÎ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ, ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÏÊ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ ÔÏÞËÅ Ó ÁÂÓÃÉÓÓÏÊ x, ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. üÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f^′(x)^{def}= D_f (x; x) ∈ K[x] (8-6)

É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ (ÉÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ) ÏÔ f. ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (8-6) ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ K. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ @ @x : K[x]^{f →f ′} � K[x] ; (8-7) 1

ÏÔŒÅÔ:

y^n − x^n y − x

= y^{n−1} + y^{n−2}x + y^{n−3}x^2 + · · · + yx^{n−2} + y^{n−1} (ÞÔÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ

ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ)

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.5. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÕÐÒ. 8.4, ÞÔÏ ∀ f; g ∈ K[x] ; ∀ a∈K ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÆÏÒÍÕÌÙ:

Á) (af)^′ = a · f^′ Â) (f + g)^′ = f^′ + g^′ Œ) (ÐÒÁŒÉÌÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ) (fg)^′ = f^′ · g + f · g^′

óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 8.3, D_xn (t_1; t_2) =^{tn2 −tn1}_{t2−t1} = t^{n−1}_2 + t^{n−2}_2 t_1 + t^{n−3}_2 t^2_1 + · · · + t_2t^{n−2}_1 + t^{n−1}_1 . ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ x^n ÒÁŒÎÁ D_xn (x; x) = nx^{n−1} , Á ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ f(x) = a_nx^n + a_{n−1}x^{n−1} + · · · + a_1x + a_0

f^′(x) = na_nx^{n−1} + (n − 1)a_{n−1}x^{n−2} + · · · + 2a_2x + a_1 :

ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ n Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (x^n)^′ = nx^{n−1} | ÜÔÏ ÓÕÍÍÁ n ÅÄÉÎÉÃ ËÏÌØÃÁ K. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÌØÃÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ŒÚÑÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ

K = F_p = Z=(p)

(ÓÍ. n^∘ 7.9), ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ ŒÉÄÁ x^{pk}, ÂÕÄÅÔ ÎÕÌÅŒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ F_p[x] ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f^′(x) = 0 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ f(x) = g(x^p) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ F_p[x] .

8.3.5. ðÒÉÍÅÒ: îïä É ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ. œ ËÏÌØÃÅ k[x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ k Õ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ f_1; f_2; : : : ; f_n ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ^1, ÐÒÉÞčÍ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÎÏÄ(f_1; f_2; : : : ; f_n) = f_1h_1 + f_2h_2 + · · · + f_nh_n (8-8)

Ó ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ h_i ∈ k[x] . äÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË É ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (f_1; f_2; : : : ; f_n)^{def}= {f_1h_1 + f_2h_2 + · · · + f_nh_n | h_i ∈ k[x]} (8-9)

ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ Œ ŒÉÄÅ (8-8) Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ f_1; f_2; : : : ; f_n É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ h_1; h_2; : : : ; h_n ∈ k[x], É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ d(x) ∈ (f_1; f_2; : : : ; f_n) ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÅÊÓÑ Œ (f_1; f_2; : : : ; f_n) ÓÔÅÐÅÎÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (f_1; f_2; : : : ; f_n) ⊂ k[x] ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

Á) ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ (f_1; f_2; : : : ; f_n) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_1; f_2; : : : ; f_n Â) f_1; f_2; : : : ; f_n ∈ (f_1; f_2; : : : ; f_n) Œ) g_1; g_2 ∈ (f_1; f_2; : : : ; f_n) ⇒ g_1 ± g_2 ∈ (f_1; f_2; : : : ; f_n) Ç) g ∈ (f_1; f_2; : : : ; f_n) ⇒ gh ∈ (f_1; f_2; : : : ; f_n) ∀ h ∈ k[x] Ä) ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ (f_1; f_2; : : : ; f_n) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d(x) éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ, (f_1; f_2; : : : ; f_n) = (d) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ËÒÁÔÎÙÈ d. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ d = ÎÏÄ(f_1; f_2; : : : ; f_n) É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ (8-8).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ Õ ÐÁÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f; g ∈ k[x] ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ^2 ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÉÈ ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÅ, Ô. Å. ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ËÏÌØÃÁ Œ ŒÉÄÅ 1 = fh_1 + gh_2 Ó ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ h_1; h_2 ∈ k[x].

äÌÑ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ ÐÁ- ÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ k ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÒ. Ó n^∘ 7.4). á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÐÁÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_1(x) É f_2(x) Ó deg(f_1) � deg(f_2) ÐÏÌÏÖÉÍ E_0 = f_1, E_1 = f_2, É E_k = ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ E_{k−2} ÎÁ E_{k−1} ÐÒÉ k � 1 . óÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ E_k ÂÕÄÕÔ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙŒÁÔØ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ËÁËÏÊ-ÔÏ E_r ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÉÔ ÎÁÃÅÌÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ E_{r−1}, Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ E_{r+1} ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ E_r ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÅÎ ÎÏÄ(f_1; f_2), ÐÒÉÞčÍ ÅÓÌÉ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÇÏ E_k ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ E_k = h^{(k)}_1 f_1 + h^{(k)}_2 f_2, ÔÏ E_r = ÎÏÄ(f_1; f_2) É E_{r+1} = 0 ÔÏÖÅ ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÍÉ Œ ÔÁËÏÍ ŒÉÄÅ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ŒÙÒÁÖÅ- ÎÉÉ E_{r+1} = 0 = h^{(r+1)}_1 f_1 + h^{(r+1)}_2 f_2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ h^{(r+1)}_1 É h^{(r+1)}_2 ÂÕÄÕÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ, ÄÏÐÏÌÎÑÀÝÉÍÉ f_1 É f_2 ÄÏ ÉÈ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ ÎÏË(f_1; f_2) = h^{(r+1)}_1 f_1 = −h^{(r+1)}_2 f_2.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.8. äÏËÁÖÉÔÅ ŒÓÅ ÜÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ f_1 = x^7 + 3 x^6 + 4 x^5 + x^4 + 5 x^2 + 3 x^3 + 3 x + 4 , f_2 = x^5 + 5 x^4 + 11 x^3 + 12 x^2 + 7 x + 4 ÐÅÒŒÙÊ ÛÁÇ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ åŒËÌÉÄÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë

E_0 = x^7 + 3 x^6 + 4 x^5 + x^4 + 5 x^2 + 3 x^3 + 3 x + 4 E_1 = x^5 + 5 x^4 + 11 x^3 + 12 x^2 + 7 x + 4

E_2 = −4 x^4 − 13 x^3 − 21 x^2 − 10 x − 8 = E_0 − ( x^2 − 2 x + 3 ) E_1

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ 2Ô. Å. ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔ É ÎÅ ËÒÁÔÎÙÈ ÓÁÍÉÍ ÜÔÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ

56 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

ÄÁÌØÛÅ ÕÄÏÂÎÅÅ ÄÅÌÉÔØ ÎÁ E_2 ÎÅ E_1, Á 16E_1, Á ÚÁÔÅÍ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ 1/16:

E_3 = 1 16 ( x^3 + 5 x^2 + 10 x + 8 ) = 1 16 (16E_1 + (4 x + 7) E_2) =

4 x + 7 16 E_0 −

4 x^3 − x^2 − 2 x + 5 16 E_1

ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ ÕÖÅ ÄÁčÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ

E_4 = −16 (x^2 + 3 x + 4) = E_2 + 16 (4 x − 7) E_3 = 16 ( x^2 − 3 ) E_0 − 16 ( x^4 − 2 x^3 + 2 x − 2 ) E_1

ÐÏÓËÏÌØËÕ

E_5 = E_3 + x + 2 256 E_4 = 0 = x^3 + 2 x^2 + x + 1 16 E_0 − x^5 + x^2 + 1 16 E_1 :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

ÎÏÄ(f_1; f_2) = x^2 + 3 x + 4 = − ( x^2 − 3 ) f_1(x) + ( x^4 − 2 x^3 + 2 x − 2 ) f_2(x) ÎÏË(f_1; f_2) = ( x^3 + 2 x^2 + x + 1 ) f_1(x) = ( x^5 + x^2 + 1 ) f_2(x) :

8.3.6. ðòåäìïöåîéå. œÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ k ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÐÒÉÞčÍ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑ p_1p_2 · · · p_k = f = q_1q_2 · · · q_m ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ k = m, É ÜÔÉ ÓÏ- ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ∀ i p_i = s_iq_i, ÇÄÅ s_i ∈ k | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. çÏÄÑÔÓÑ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÅ ÖÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÒ. Ó n^∘ 7.8.1). ðÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ÅÓÌÉ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÔÏ ÏÎ ÓÁÍ É ÂÕÄÅÔ ÓŒÏÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ f ÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÔÏ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÉÌÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ ÉÌÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ É Ô. Ä. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ, ÍÙ Œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÅÇÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

p_1p_2 · · · p_k = q_1q_2 · · · q_m ; (8-10)

Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ p_1 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ É ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ŒÉÄÁ s · p_1 Ó s ∈ k. åÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÒÅÄÉ q_i ÎÅÔ, ÔÏ ∀ i ÎÏÄ(p_1; q_i) = 1, Á ÚÎÁÞÉÔ p_1 ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ q_i, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É Ó ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ. îÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ h_1p_1 + h_2q_1 · · · q_m = 1 ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ Œ ÓÉÌÕ (8-10) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p_1. éÔÁË, ÏÄÉÎ ÉÚ q_i | ÎÁÚÏŒčÍ ÅÇÏ q_1 | ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ q_1 = s_1p_1 Ó s_1 ∈ k. ôÏÇÄÁ (8-10) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ p_1(p_2 · · · p_k + s_1 · q_2 · · · q_m) = 0, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ p_2p_3 · · · p_k = (s_1q_2)q_3 · · · q_m (Œ ËÏÔÏÒÏÍ s_1q_2 ÔÏÖÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ), Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. □

8.4. ëÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. üÌÅÍÅÎÔ ff ∈ K, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ K[x], ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(ff) = 0 ÉÌÉ , ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ, ÅÓÌÉ f(x) ÄÅÌÉÔÓÑ Œ K[x] ÎÁ (x − ff).

8.4.1. ðòåäìïöåîéå. åÓÌÉ Œ K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ K[x], ÉÍÅÀ- ÝÉÊ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ff_1; ff_2; : : : ; ff_s ∈ K, ÄÅÌÉÔÓÑ Œ K[x] ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ s∏ i=1 (x − ff_i) :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ f ≠ 0, ÔÏ deg(f) � s.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÐÉÛÅÍ f Œ ŒÉÄÅ f(x) = (x − ff_1) · f_1(x) . ðÏÓËÏÌØËÕ Œ K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ É (ff_i − ff_1) ≠ 0 ÐÒÉ i ≠ 1, ŒÙÞÉÓÌÑÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÐÒÉ x = ff_2; ff_3; : : : ; ff_s, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ff_2; ff_3; : : : ; ff_s ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f_1(x), É ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÎÉÍ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.9. ðÕÓÔØ k | ÐÏÌÅ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ k[x] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ ËÏÒÎÅÊ Œ ÐÏÌÅ k

8.4.2. óìåäóôœéå. îÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÎÅ ÍÏ- ÖÅÔ ÉÍÅÔØ Œ ÜÔÏÍ ËÏÌØÃÅ ÂÏÌÅÅ deg(f) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. □

8.4.3. óìåäóôœéå. ðÕÓÔØ ËÏÌØÃÏ K ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ, É f; g ∈ K[x] ÉÍÅÀÔ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑ- ÝÉÅ n. åÓÌÉ f(ff_i) = g(ff_i) ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ n ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÈ ff_i ∈ K, ÔÏ f = g Œ K[x] .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f − g ÎÕÌÅŒÏÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ � n É ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ n ËÏÒÎÅÊ. □

8.4.4. ðÒÉÍÅÒ: ÏÂÝÉÅ ËÏÒÎÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. þÉÓÌÏ ff ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ËÏÒÎÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_1; f_2; : : : ; f_m ∈ k[x], ÇÄÅ k | ÐÏÌÅ, ËÏÇÄÁ ff ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÅ- ÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ (x − ff) ÄÅÌÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ f_i, ÔÏ (x − ff) ÄÅÌÉÔ ÎÏÄ(f_1; f_2; : : : ; f_m), É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÁÂÏÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ | ÜÔÏ ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ËÏÒÎÅÊ ÉÈ ÎÁÉ- ÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÐÒÏÝÅ, ÞÅÍ ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ËÏÒÎÅÊ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ f_i Œ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ, Ô. Ë. deg ÎÏÄ(f_1; f_2; : : : ; f_m) ÏÂÙÞÎÏ ÂÙŒÁÅÔ ÍÅÎØÛÅ min ( deg(f_i) ) . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÎÏÄ(f_1; f_2; : : : ; f_m) = 1, ÔÏ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_i ÎÅÔ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ, ÐÒÉÞčÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Œ ÐÏÌÅ k, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ ÚÁÄÁÎÙ ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÎÏ É ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ÂÏÌØÛÅÍ ËÏÌØÃÅ K ⊃ k. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, f_i(ff) ÎÉËÁË ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Œ ÎÕÌØ , ÐÏÓËÏÌØËÕ ∃ h_1; h_2; : : : ; h_m ∈ k[x], ÔÁËÉÅ ÞÔÏ

f_1h_1 + f_2h_2 + · · · + f_mh_m = ÎÏÄ(f_1; f_2; : : : ; f_m) = 1

ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ.

8.4.5. ðÒÉÍÅÒ: ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ. ëÏÒÅÎØ ff ∈ K ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ K[x] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ f(x) ÄÅÌÉÔÓÑ Œ K[x] ÎÁ (x − ff)^2 . œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ f(x) = (x − ff)^2g(x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ K[x], É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, f^′(x) = (x − a) (2g(x) − (x − ff)g^′(x)) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (x − ff). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅ ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÝÉÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ f É f^′, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÎÏÄ(f; f^′).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.10. íÏÖÅÔ ÌÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ Q[x] ÉÍÅÔØ ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ Œ ÐÏÌÅ C ?

8.5. ëÏÌØÃÁ ŒÙÞÅÔÏŒ k[x]=(f), ÇÄÅ k | ÐÏÌÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ËÏÌØÃÁÍ Z=(n). úÁÆÉË- ÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x] , ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

(f) = {fh | h ∈ k[x]}

ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ f É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ

[g]_f = g (mod f) = g + (f)^{def}= {g + fh | h ∈ k[x]} : (8-11)

äŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g_1 É g_2 ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÓÍÅÖÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ [g_1]_f = [g_2]_f , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÒÁÚÎÏÓÔØ g_1 − g_2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ f.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.11. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ [g_1]_f , [g_2]_f ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÁÍÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (7-1), ÞÔÏ É ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ŒÙÞÅÔÏŒ:

[g] + [h]^{def}= [g + h] ; [g] · [h]^{def}= [gh] : (8-12)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.12. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (Ô. Å. ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ËÌÁÓÓÏŒ [g+h] É [gh] ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ g ∈ [g] É h ∈ [h]), Á ÔÁËÖÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ Œ k[x]=(f) ŒÓÅÈ ÁËÓÉÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

îÕÌÅŒÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÏÌØÃÁ k[x]=(f) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ [0]_f = (f), ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ [1]_f = 1 + (f). ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÉËÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ËÌÁÓÓÙ ŒÓÅÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ c ∈ k ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÏÌÅ k ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÌØÃÏ k[x]=(f) Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÌÁÓÓÏŒ ËÏÎÓÔÁÎÔ, É ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ c ŒÍÅÓÔÏ [c]_f ÄÌÑ c ∈ k.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ∈ k[x] ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ g = fh + r, ÇÄÅ deg(r) ¡ deg(f), Œ ËÁÖÄÏÍ ËÌÁÓÓÅ [g]_f ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØ r ∈ [g]_f ÓÔÅÐÅÎÉ deg(r) ¡ deg(f). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÙÊ ËÌÁÓÓ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

[a_0 + a_1x + · · · + a_{n−1}x^{n−1}]_f = a_0 + a_1# + · · · + a_{n−1}#^{n−1} ; ÇÄÅ # = [x]_f , Á a_i ∈ k .

58 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ # = [x]_f ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ Œ ËÏÌØÃÅ k[x]=(f) ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ f(#) = 0, Ô. Ë. f(#) = f ([x]_f ) = [f(x)]_f = [0]_f . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ (8-12) ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÐÉÓÅÊ

a_0 + a_1# + · · · + a_{n−1}#^{n−1} ; (8-13)

ÐÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ, ÎÏ Ó ÕÞčÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÉÍŒÏÌ # ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ f(#) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÌØÃÏ k[x]=(f) ÉÎÁÞÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅ- ÒÅÚ k[#] : f(#) = 0 É ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ k ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ Ë ÎÅÍÕ ËÏÒÎÑ # ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ k[x]. œÙÒÁÖÅÎÉÑ (8-13) Œ ÔÁËÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ (ÏÂÏÂÝčÎÎÙÍÉ^1) ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÌØÃÏ Q[x]=(x^2 − 2) ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÚÁÐÉÓÅÊ ŒÉÄÁ a + b √ 2, ÇÄÅ ÓÉÍŒÏÌ √ 2 ∈ Q[x]=(x^2 − 2) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÌÁÓÓ x (mod (x^2 − 2)). óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÚÁÐÉÓÅÊ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË Ó ÕÞčÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ (√ 2 )_2

= 2 :

(a + b √ 2) + (c + d √ 2) = (a + c) + (b + d) √ 2 (a + b √ 2)(c + d √ 2) = (ac + 2 bd) + (cb + ad) √ 2 õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.13. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Q[ √ 2] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, É ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÐÏÌÑÍÉ ËÏÌØÃÁ Q[#], Œ ËÏÔÏÒÙÈ # ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ: Á) #^3 + 1 = 0 Â) #^3 + 2 = 0 ?

8.5.1. ðÒÉÍÅÒ: ĂÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅĄ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔØ ËÁË ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ R ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËÏÒÎÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^2 + 1 = 0 , Ô. Å. ËÁË ËÏÌØÃÏ

R[x]=(x^2 + 1) = R [√ −1 ] : (√ −1 )_2 = −1 ;

ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ a + b √ −1 , ÇÄÅ a; b ∈ R, Á ÓÉÍŒÏÌ √ −1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÌÁÓÓ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ x ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ (x^2 + 1). óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ

(a + b √ −1) + (c + d √ −1) = (a + c) + (b + d) √ −1 (a + b √ −1)(c + d √ −1) = (ac − bd) + (cb + ad) √ −1 :

ëÏÌØÃÏ R [√ −1 ] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÌÁÓÓ a + b √ −1 ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÍ 1 a + b √ −1 = a a^2 + b^2 − b a^2 + b^2 √ −1 :

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R [√ −1 ]_fl� C ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ Œ ÐÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C , ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÅ Œ §6 , ÓÏÐÏÓÔÁ- ŒÌÑÀÝÅÅ ÞÉÓÌÕ a + b √ −1 ∈ R [√ −1 ] ŒÅËÔÏÒ fl ( a + b √ −1 ) = a + bi ∈ C , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÏÌÅÊ.

8.5.2. ðòåäìïöåîéå. ëÏÌØÃÏ k[x]=(f) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ k[x] .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ f = gh, ÇÄÅ ÏÂÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f, g ÉÍÅÀÔ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÕÀ, ÞÅÍ f ÓÔÅÐÅÎØ, ÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÌÁÓÓÙ [g]; [h] ÂÕÄÕÔ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ Œ k[x]=(f), ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ Œ ÐÏÌÅ. åÓÌÉ ÖÅ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÔÏ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó ÌÀÂÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ g ∉ (f), Ô. Å. ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ h; q ∈ k[x] ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ fh + gq = 1, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ [q] · [g] = [1] Œ k[x]=(f), Ô. Å. ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÌÁÓÓ [g]_f ∈ k[x]=(f) ÂÕÄÅÔ ÏÂÒÁÔÉÍ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ k[x]=(x − ff) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÌÀ k.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.15. îÁÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ

Á) Ë ÞÉÓÌÕ a_0 + a_1# Œ ÐÏÌÅ Q[#] : #^2 + # + 1 = 0 ;

1ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ Q[x]=(f), ÇÄÅ f ∈ Q[x] | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ (n^∘ 8.5.2) ÎÉÖÅ); ÎÁÛÁ ÏÂÏÂÝčÎÎÁÑ ÔÒÁËÔÏŒËÁ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÍ, ÞÔÏ ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ŒÍÅÓÔÏ Q ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ k, Á ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ # ÂÙÌÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ

Â) Ë ÞÉÓÌÕ a_0 + a_1# + a_2#^2 Œ ÐÏÌÅ Q[#] : #^3 + #^2 + # + 1 = 0 .

8.5.3. ðÒÉÍÅÒ: ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ m ÐÏ- ÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ f = f_1f_2 · · · f_m , ËÏÌØÃÏ k[x]=(f) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÑÍÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ËÏÌÅÃ ŒÙÞÅÔÏŒ k[x]=(f_i). éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

k[x]=(f)^’� (k[x]=(f_1)) × (k[x]=(f_2)) × · · · × (k[x]=(f_m)) ;

ËÁË É Œ ÐÒÉÍÅÒÅ (n^∘ 7.6.1), ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÌÁÓÓ [g]_f ∈ k[x]=(f) Œ ÎÁÂÏÒ ËÌÁÓÓÏŒ

’ ([g]_f )^{def}= ([g]_{f1} ; [g]_{f2} ; : : : ; [g]_{fm} ) ∀ g ∈k [x] :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.16. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ (ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑ g ∈ k[x] Œ ËÌÁÓÓÅ [g]_f ⊂ k[x]) É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (Ô. Å. ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Œ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ).

ôÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË Œ ÐÒÉÍÅÒÅ (n^∘ 7.6.1), ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ’, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ËÁË ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÄÄÉ- ÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÑÄÒÏ: ÅÓÌÉ ∀ i [g]_{fi} = 0, ÔÏ g ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ f_i, Á Œ ÓÉÌÕ ÉÈ ÐÏÐÁÒÎÏÊ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ | É ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ f_1f_2 · · · f_m = f, ÏÔËÕÄÁ [g]_f = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐ, ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ.

óÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ’ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÑŒÎÙÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ËÌÁÓÓÏŒ [r_i]_{fi} ∈ k[x]=(f) ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g ∈ k[x], ÞÔÏ g ≡ r_i (mod f_i) ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i. ëÁË É Œ ÐÒÉÍÅÒÅ (n^∘ 7.6.1), ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F_i = ∏ ˚≠i

f_˚

ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ f_˚ ËÒÏÍÅ f_i É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

g_i = F_i · h_i ≡ 1 (mod f_i) :

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ h_i Œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ^1, ËÌÁÓÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ f_i ÏÂÒÁÔÅÎ ËÌÁÓÓÕ F_i (mod f_i) (ËÏÔÏÒÙÊ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó f_i É ÐÏÔÏÍÕ ÏÂÒÁÔÉÍ). ôÏÇÄÁ

’(g_i) = ( [0]_{f1} ; : : : ; [0]_{fi−1} ; [1]_{fi} ; [0]_{fi+1} ; : : : ; [0]_{fm} ) ; É Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏÓÑ Œ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ [r_i]_{fi} ÐÒÉ ŒÓÅÈ i, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ g = r_1g_1 + r_2g_2 + · · · + r_mg_m .

8.5.4. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÌÑ F_p[#]. åÓÌÉ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ k ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ F_p = Z=(p) ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ f ∈ F_p[x] ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÔÏ F_p[x]=(f) ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ p^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÉÄÁ a_0 + a_1# + · · · + a_{n−1}#^{n−1} ÓÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ a_i ∈ F_p. îÁÐÒÉÍÅÒ, x^2 + x + 1 ∈ F_2[x] ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 8.9, Ô. Ë. Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ ËÏÒÎÅÊ Œ F_2. ðÏÌÅ F_4 = F_2[x]=(x^2 + x + 1) = F_2[!], ÇÄÅ !^2 + ! + 1 = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ: 0 , 1 , ! = x (mod (x^2 + x + 1)) É 1 + ! = !^2 = !^{−1} (ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ Œ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ −1 = 1 Œ ÐÏÌÅ F_2 ÍÏÖÎÏ ÏÂÈÏÄÉÔØÓÑ ÂÅÚ ĂÍÉÎÕÓÏŒĄ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.17. òÅÛÉÔÅ Œ ÐÏÌÅ F_4 ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 + x + 1 = 0 .

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ F^∗_4 ÐÏÌÑ F_4 ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ¯_3.

ôÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, x^2 + 1 ∈ F_3[x] ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ Œ F_3, É ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏÌÅ F_9 = F_3 [√ −1 ] ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄÅŒÑÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a + b √ −1 ÇÄÅ a; b ∈ {−1; 0; 1} = F_3.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.18. óÏÓÔÁŒØÔÅ ÄÌÑ ÐÏÌÑ F_9 ÔÁÂÌÉÃÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÔÁÂÌÉÃÕ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÁÂÌÉÃÕ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ É ÔÁÂÌÉÃÕ ËÕÂÏŒ. éÚÏÍÏÒÆÎÁ ÌÉ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ F^∗_9 ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ Z=(8) ?

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N É ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p ∈ N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÌÅ F_q , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ q = p^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, É ŒÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏÌÅÊ F_q . üÔÏÔ ÆÁËÔ (Á ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÄ ÐÏÌÑÍÉ F_p) ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÚÁÄÁÞÁÈ ÉÚ (ÎÅ- ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÇÏ) ÌÉÓÔËÁ 6^1_2 . úÄÅÓØ ÖÅ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ŒÓÅÇÏ ÏÄÎÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ Œ ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ | ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅ- ÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÏÒÑÄËÁ q − 1 (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ q). üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ.

1ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ ÑŒÎÏ, ÍÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÚÑÔØ ÏÓÔÁÔÏË Ri ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ Fi ÎÁ fi É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÐÁÒÅ E0 = fi, E1 = Ri ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ, ÞÔÏ ÄÁÓÔ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ 1 = ÎÏÄ(Fi; fi) = ÎÏÄ(Ri; fi) Œ ŒÉÄÅ 1 = Rihi + fiehi, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ [hi]_{fi} = [Ri]^{−1}_{fi} = [Fi]^{−1}_{fi} ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÕÖÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ

60 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

8.5.5. ðòåäìïöåîéå. ìÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ G ⊂ k^∗ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ m ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÚ ÐÏÒÑÄËÏŒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ G. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ m � n. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕÐÐÙ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ m. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ, ÔÏ ŒÓÅ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ G ÂÕÄÕÔ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^m − 1 = 0, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÕÖÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄËÉ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ b_1; b_2 ∈ G, ÉÍÅÀÝÉÈ ÐÏÒÑÄËÉ m_1, m_2, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ b ∈ G, ÐÏÒÑÄÏË ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÅÎ ÎÏË(m_1; m_2).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.19. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÏÄ(m_1; m_2) = 1 Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÁËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÏÄÏÊÄčÔ b = b_1b_2 . åÓÌÉ m_1 É m_2 ÎÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ, ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÑ ÉÈ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÔØ ÎÏË(m_1; m_2) Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ‘_1‘_2 ÔÁË, ÞÔÏ^1 m_1 = k_1‘_1, m_2 = k_2‘_2 É ÎÏÄ(‘_1; ‘_2) = 1. ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ b^′_1 = b^{k1}_1 É b^′_2 = b^{k2}_2 ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÒÑÄËÉ ‘_1 É ‘_2, Á ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ b^′_1b^′_2 ÐÏ ÕÐÒ. 8.19 ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÐÏÒÑÄÏË ‘_1‘_2 = ÎÏË(n_1; n_2). □

8.5.6. ðÒÉÍÅÒ: ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ŒÙÞÅÔÙ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÃÅÌÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ p ¿ 2. îÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ F_p, ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ŒÙÞÅÔÁÍÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ŒÙÞÅÔÙ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ËŒÁÄÒÁÔ F^∗_p^{x→x2} � F^∗_p . ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, É ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ^2 ±1, ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ŒÙÞÅÔÏŒ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ (p − 1)=2 É ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ F^∗_p ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÉÎÄÅËÓÁ 2.

óÕÄÉÔØ Ï ÔÏÍ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÄÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ F^∗_p ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÉÌÉ ÎÅÔ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ a = b^2, ÔÏ a^{p−12} = b^{p−1} = 1. œÏÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ^{p−1}_2 -ÔÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ

F^∗_p^{x→x} p−1 2 � F^∗_p (8-14)

ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÐÒÉÞčÍ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ËÏÒÎÅÊ ŒÓč ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^2 = 1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ −1 ÌÅÖÉÔ Œ ÜÔÏÍ ÏÂÒÁÚÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ F^∗_p | ÜÔÏ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, É ÐÒÉ p ¿ 2 Œ ÎÅÊ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÒÑÄËÁ (p − 1) ¿ (p − 1)=2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (8-14) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ŒÙÞÅÔÏŒ, É a ∈ F^∗_p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a^{p−12} = 1 (ÄÌÑ p = 2 ÜÔÏ, ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÔÏÖÅ ÔÁË).

îÁÐÒÉÍÅÒ, −1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ Œ F_p Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (p − 1)=2 ÞčÔÎÏ. œÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ a^{p−12} , ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ŒÏÓÈÏÄÑÝÉÍ Ë çÁÕÓÓÕ. úÁÐÉÛÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ F_p Œ ŒÉÄÅ

−(p − 1)=2 ; : : : ; −1 ; 0 ; 1 ; : : : ; (p − 1)=2 (8-15)

É ÕÍÎÏÖÉÍ ŒÓÅ ĂÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅĄ ÞÉÓÌÁ ÎÁ a. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ĂÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈĄ ÞÉÓÅÌ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ a^{p−12} . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ac ÂÕÄÅÔ ÞÉÓÌÏÍ ŒÉÄÁ ±b, ÇÄÅ b ĂÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏĄ, ÐÒÉÞčÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ b ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ±b ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ab = ±ac ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ b = ±c. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ac, ÇÄÅ c ĂÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏĄ, ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÓÅÈ c ÚÎÁËÏÍ, ÒÁŒÎÙÍ (−1)^s, ÇÄÅ s | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ĂÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈĄ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÁŒÛÉÈ ÐÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ a ĂÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉĄ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ŒÙÞÅÔÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ a ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ĂÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈĄ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÚÁÐÉÓÉ (8-15).

îÁÐÒÉÍÅÒ, 2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ŒÙÞÅÔÏÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ p ≡ ±1 (mod 8) .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.20. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a^{p−12} ÒÁŒÎÏ ÚÎÁËÕ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ F_p, ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÝÅÊ ÐÒÉ ÉÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ a.

œ ÚÁÄÁÞÁÈ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÌÉÓÔÏË 5^1_2 ) ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÚÁËÏÎ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔÉ çÁÕÓ- ÓÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÚÁÄÁÎÎÏÅ a ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ŒÙÞÅÔÏÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p, ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÚÁ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÄÅÊÓÔŒÉÊ, ÚÁ ÓËÏÌØËÏ ÏÔÙÓËÉŒÁÅÔÓÑ ÎÏÄ(a; p) .

1Œ ‘1 ÎÁÄÏ ÏÔÐÒÁŒÉÔØ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ m1, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÈÏÄÑÔ Œ m1 Œ Â«ÏÌØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÞÅÍ Œ m2, ÐÒÉÞčÍ ŒÚÑÔØ ÉÈ ÎÕÖÎÏ ÒÏŒÎÏ Ó ÔÅÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ Œ m1

2ÉÂÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 = 1 ÉÍÅÅÔ Œ ÌÀÂÏÍ ÃÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØÃÅ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÒÏŒÎÏ ÄŒÁ ËÏÒÎÑ