§7. ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ É ŒÙÞÅÔÙ.

7.1. ëÏÌØÃÏ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(n). üÌÅÍÅÎÔÏÍ ÜÔÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, Ô. Å. ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ Z, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÅ ŒÓÅÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÄÁÀÝÉÍÉ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n. íÙ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ËÌÁÓÓÁÍÉ ŒÙÞÅÔÏŒ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ (n^∘ 5.1.7), ÇÄÅ ÏÎÉ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉ- ÒÏŒÁÌÉÓØ ËÁË ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Z ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ (n) = {nk | k ∈ Z}, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ËÒÁÔÎÙÈ n . œÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ n ÔÁËÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÏÓÔÁÔËÁÍ:

[0]_n; [1]_n; : : : ; [(n − 1)]_n ; ÇÄÅ [a]_n = a (mod n) = a + (n) = {a + kn | k ∈ Z} :

óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌÁÍÉ:

[a] + [b]^{def}= [a + b] ; [a] · [b]^{def}= [ab] :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (Ô. Å. ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ËÌÁÓÓÏŒ [a + b] É [ab] ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ a ∈ [a] É b ∈ [b]), Á ÔÁËÖÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ Œ Z=(n) ŒÓÅÈ ÁËÓÉÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ.

îÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ Œ ËÌÁÓÓÅ ÉÎÏ- ÇÄÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÏÔÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ËÌÁÓÓÁ 2007 (mod 2008) ÎÅÔ ÎÕÖÄÙ ŒÏÚŒÏÄÉÔØ Œ 100-À ÓÔÅÐÅÎØ ÞÉÓÌÏ 2007, ÐÏÓËÏÌØËÕ [2007]_{2008} = [−1]_{2008} É ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 7.1 ÍÙ ÉÍÅÅÍ 2007^{100} ≡ (−1)^{100} ≡ 1 (mod 2008).

7.2. äÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ É ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÙ. œ ËÏÌØÃÁÈ Z=(n) ÍÙ ÓÔÁÌËÉŒÁÅÍÓÑ Ó ÒÑÄÏÍ ÑŒÌÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÎÁÂÌÀÄÁÀÔÓÑ ÎÉ Œ ÐÏÌÑÈ, ÎÉ Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ (ÉÌÉ ÇÁÕÓÓÏŒÙÈ ÃÅÌÙÈ) ÞÉÓÅÌ. ôÁË, Œ ËÏÌØÃÅ Z=(10) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ [2] É [5] ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÈÏÔÑ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, Á Œ ËÏÌØÃÅ Z=(27) ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÌÁÓÓ [3] ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ËÕÂ [3]^3 = [27] = [0].

îÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ËÏÌØÃÁ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÅÓÌÉ ab = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ b ∈ K. îÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ËÏÌØÃÁ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏÍ, ÅÓÌÉ a^n = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ∈ N. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ.

ëÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ. ëÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÂÅÚ ÎÉÌØ- ÐÏÔÅÎÔÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÍ. œÓÑËÏÅ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.2. óÏÓÔÁŒØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ËÏÌØÃÁÈ Z=(n) ÄÌÑ n = 3; 4; 5; 6; 7; 8. îÁÊ- ÄÉÔÅ Œ ÜÔÉÈ ËÏÌØÃÁÈ ŒÓÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ, ŒÓÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÙ, É ŒÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. äÌÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÏÓÔÁŒØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÕ ÏÂÒÁÔÎÙÈ. ëÁËÉÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÏÌÅÃ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÑÍÉ? îÁÌÉÞÉÅ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÉÅÍ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ËÏÌØÃÏ ÂÙÌÏ ÐÏ- ÌÅÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÉËÁËÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ a ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÒÁÔÉÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÓÌÏŒÉÊ

b ≠ 0 ab = 0 aa^{−1} = 1

ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÁ: ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ a^{−1} ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ b = 0, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅ- ÞÉÔ ÐÅÒŒÏÍÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a = 0. éÍÅÎÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ĂÎÁ ÎÏÌØ ÄÅÌÉÔØ ÎÅÌØÚÑĄ, É Œ ÁËÓÉÏÍÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Œ ÐÏÌÅ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ a ≠ 0 (ÓÍ. ÁËÓÉÏÍÕ (2Ç) ÎÁ ÓÔÒ. 37).

7.3. ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ Z=(n). ëÌÁÓÓ [m]_n ÏÂÒÁÔÉÍ Œ ËÏÌØÃÅ Z=(n) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x É y ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

mx + ny = 1 : (7-1)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ËÌÁÓÓÁ [m]_n ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ [x]_n, ÞÔÏ

[m]_n[x]_n = [mx]_n = [1]_n ; 44

Á ÜÔÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (7-1). þÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ, ÄÌÑ ËÁËÉÈ m; n ∈ Z ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÅ (7-1) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ m É n É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÀ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ Œ ŒÉÄÅ mx + ny Ó ÃÅÌÙÍÉ x, y. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Åč ÞÅÒÅÚ

(m; n)^{def}= {mx + by | x; y ∈ Z} : (7-2)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (m; n) ⊂ Z ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

Á) ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ z ∈ (m; n) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ m É n Â) m; n ∈ (m; n) Œ) z ∈ (m; n) ⇒ kz ∈ (m; n) ∀ k ∈Z Ç) z_1; z_2 ∈ (m; n) ⇒ z_1 ± z_2 ∈ (m; n)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ d ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Œ (m; n). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ d, ËÁË É ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ Œ (m; n), ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ d = mx + ny É ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ m É n. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÀÂÏÅ z ∈ (m; n) (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, z = m; n) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÅÌÑ z ∈ (m; n) ÎÁ d Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ z = kd+r, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÓÔÁÔÏË r = z−kd ÌÅÖÉÔ Œ (m; n) ÐÏ ÕÐÒ. 7.3 É ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ 0 � r � (d − 1). œ ÓÉÌÕ ŒÙÂÏÒÁ d ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ r = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (m; n) = (d) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÞÉÓÅÌ, ËÒÁÔÎÙÈ d, É d = ÎÏÄ(m; n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ^1 m É n.

éÔÁË, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (7-1) ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ d = ÎÏÄ(a; n) = 1, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØÃÁ Z=(n) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÙ [m]_n Ó ÎÏÄ(m; n) = 1.

ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ Z=(n) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Z=(n)^∗. ðÏÒÑÄÏË ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ’(n) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ üÊÌÅÒÁ ÞÉÓÌÁ n ∈ N. éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ’(n) ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ n É ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó n. éÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ (n^∘ 3.3.1) ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ŒÙÞÅÔÁ [a] ∈ Z=(n)^∗ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ [a^{’(n)}] = [a]^{’(n)} = [1]. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ

7.3.1. ðòåäìïöåîéå (ôåïòåíá üêìåòá). åÓÌÉ ÎÏÄ(a; n) = 1 , ÔÏ a^{’(n)} ≡ 1 (mod n) . □

7.3.2. óìåäóôœéå (íáìáñ ôåïòåíá æåòíá). åÓÌÉ p ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ a^p ≡ a (mod p) ∀ a∈Z .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÔÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ a^p ≡ a (mod p) ÎÕÌÅŒÙÅ. åÓÌÉ a ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. ôÁË ËÁË ’(p) = p − 1 ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ a^{p−1} ≡ 1 (mod p), Á ÚÎÁÞÉÔ, a^p ≡ a (mod p) . □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.4. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 2007^{20082009} ÎÁ 11.

7.4. áÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ. ðÒÁËÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (7-1) ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ n � m. ðÏÌÏÖÉÍ

E_0 = n ; E_1 = m ; E_k = ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ E_{k−2} ÎÁ E_{k−1} (ÐÒÉ k � 1). (7-3)

þÉÓÌÁ E_k ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙŒÁÀÔ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ËÁËÏÅ-ÔÏ E_r ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÉÔ ÎÁÃÅÌÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ E_{r−1}, Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ E_{r+1} ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ E_r ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ E_k É ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÅÌ (m; n), ÐÒÉÞčÍ ÏÎ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÕ- ÞÉÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÍ Œ ŒÉÄÅ E_r = x · E_0 + y · E_1, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÇÏ E_k ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ E_k = x · E_0 + y · E_1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.5. éÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ k ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ E_k ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ E_k = x · E_0 + y · E_1 (É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ m É n) , Á ÚÁÔÅÍ, ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ k, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÊÓÑ Ó k = r + 1 ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ E_k (ŒËÌÀÞÁÑ E_0 = n É E_1 = m) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ E_r (É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, E_r = ÎÏÄ(m; n)).

1ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÈÏÄÕ ÄÅÌÁ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÁÃÅÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ n = 10 203 É m = 4 687 ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÏÓØÍÉ ÛÁÇÏŒ:

E_0 =10 203 E_1 = 4 687 E_2 = 829 = E_0 − 2 E_1 = +1 E_0 −2E_1 E_3 = 542 = E_1 − 5 E_2 = −5 E_0 +11E_1 E_4 = 287 = E_2 − E_3 = +6 E_0 −13E_1 E_5 = 255 = E_3 − E_4 = −11 E_0 +24E_1 E_6 = 32 = E_4 − E_5 = +17 E_0 −37E_1 E_7 = 31 = E_5 − 7 E_6 = −130 E_0 +283E_1 E_8 = 1 = E_6 − E_7 = +147 E_0 −320E_1 (E_9 = 0 = E_7 − 31 E_8 =−4 687 E_0+10 203E_1)

(ŒÚÑÔÁÑ Œ ÓËÏÂËÉ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÓÌÕÖÉÔ ÄÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ), É ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ ÉÚ ÎÅÇÏ, ÞÔÏ

ÎÏÄ(10 203; 4 687) = 1 = 147 · 10 203 − 320 · 4 687 ;

ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ [10 203] ÏÂÒÁÔÉÍ Œ Z=(4 687) É

[10 203]^{−1} = [147] (mod 4 687) ;

Á ËÌÁÓÓ [4 687] ÏÂÒÁÔÉÍ Œ Z=(10 203) É [4 687]^{−1} = −[320] (mod 10 203) .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ E_{r+1} = q_0E_0 + q_1E_1 = 0, ÐÏÌÕÞÁ- ÀÝÅÅÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ åŒËÌÉÄÁ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ Œ ÓÅÂÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÅÌ E_0 = m É E_1 = n, Á ÉÍÅÎÎÏ ÎÏË(m; n) = |q_0E_0| = |q_1E_1| (Ô. Å. ĂÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉĄ q_0, q_1 ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ ÎÏÄ(q_0; q_1) = 1).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ó ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÁÒÙ ÞÉÓÅÌ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ åŒËÌÉÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍÏ ÍÅÎÅÅ ÔÒÕÄÏčÍËÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÞÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ^1, Œ ÞčÍ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÐÏÐÒÏÂÏŒÁŒ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÞÉÓÌÁ n = 10 203 É m = 4 687 . 7.5. ðÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐ É ËÏÌÅÃ. éÚ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÇÒÕÐÐ G_1; G_2; : : : ; G_m ÍÏÖÎÏ ÉÚÇÏÔÏŒÉÔØ ÎÏŒÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ∏ ˚ G_˚ = G_1 × G_2 × · · · × G_˚ = {(g_1; g_2; : : : ; g_m) | g_˚ ∈ G_˚ ∀ ˚} ;

ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐ G_˚ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ (g_1; g_2; : : : ; g_m) ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏ:

(g_1; g_2; : : : ; g_m) · (h_1; h_2; : : : ; h_m) = (g_1 · h_1; g_2 · h_2; · · · ; g_m · h_m) : (7-4)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.7. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÔÁË ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÄÉÎÉÃÅÊ e = (e_1; e_2; : : : ; e_m) (ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ e_˚ | ÜÔÏ ÅÄÉÎÉÃÁ ÇÒÕÐÐÙ G_˚ ), Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g = (g_1; g_2; : : : ; g_m) ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÊ g^{−1} = (g^{−1}_1 ; g^{−1}_2 ; : : : ; g^{−1}_m ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÇÒÕÐÐÙ G_˚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙ, ÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ∏ G_˚ ÔÏÖÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÇÒÕÐÐ, ÎÏ É ÄÌÑ ÌÀ- ÂÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ÇÒÕÐÐ G_˚, ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ˚ ∈ X ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X. óÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ ∏ ˚∈X G_˚ . ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÇÒÕÐÐÙ G_1; G_2; : : : ; G_m ËÏÎÅÞÎÙ, ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ É ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË | ∏ G_˚ | = ∏ |G_˚ |.

1ÎÁÊÔÉ ÄŒÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁ, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÚÁ ÒÁÚÕÍÎÏÅ ŒÒÅÍÑ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÄÁÖÅ ÎÁ ÍÏÝÎÏÍ ËÏÍÐØÀÔÅÒÅ; ÜÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÖÉÔ Œ ÏÓÎÏŒÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÈ Œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ŒÒÅÍÑ ÓÉÓÔÅÍ ÛÉÆÒÏŒÁÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÏÌÅÃ {K_˚ }_{˚∈X} ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ∏ K_˚ , ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ

(: : : ; a_˚ ; : : : ) ; ÇÄÅ a_˚ ∈ K_˚

É ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (7-4):

(: : : ; a_˚ ; : : : ) + (: : : ; b_˚ ; : : : )^{def}= (: : : ; a_˚ + b_˚ ; : : : )

(: : : ; a_˚ ; : : : )(: : : ; b_˚ ; : : : )^{def}= (: : : ; a_˚ b_˚ ; : : : ) :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.8. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ∏ K_˚ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ, ÐÒÉÞčÍ ÅÓÌÉ ŒÓÅ K_˚ ÂÙÌÉ ËÏÌØÃÁÍÉ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÔÏ ∏ K_˚ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ-ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ a = (a_1; a_2; : : : ; a_m) ∈ K_1 × K_2 × · · · × K_m ÏÂÒÁÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÅÇÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ a_˚ ∈ K_˚ ÏÂÒÁÔÉÍÁ Œ ÓŒÏčÍ ËÏÌØÃÅ K_˚ . ðÏÜÔÏ- ÍÕ ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ ∏ K_˚ ÂÕÄÅÔ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌÅÃ K_˚ : (∏ K_˚

)_∗ = ∏ K^∗_˚ (7-5)

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ Œ ÐÒÑÍÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ËÏÌÅÃ ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ: ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕ- ÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÎÕÌÅŒÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, (0; 1; 1; : : : ; 1) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ

(0; 1; 1; : : : ; 1)(1; 0; 0; : : : ; 0) = (0; 0; 0; : : : ; 0) = 0 :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÅÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ. óËÁÖÅÍ, ÅÓÌÉ F_p É F_q | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÌÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ p É q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ Œ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ F_p × F_q ÂÕÄÅÔ ÒÏŒÎÏ (p − 1)(q − 1) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (a; b), ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ F^∗_p × F^∗_q É p + q − 2 ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÎÕÌÑ, ÉÍÅÀÝÉÈ ŒÉÄ (a; 0) É (0; b) Ó a; b ≠ 0.

7.6. œÚÁÉÍÎÁÑ ÐÒÏÓÔÏÔÁ. óÄÅÌÁÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ŒÁÖÎÙÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ Ï ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍÕ ËÏÌØÃÕ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. üÌÅÍÅÎÔÙ a; b ∈ K ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ, ÅÓÌÉ ax + by = 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x; y ∈ K : (7-6)

åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a É b ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ mb Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ m ∈ K ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÍÎÏÖÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (7-6) ÎÁ m, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

m = amx + bmy ; (7-7)

É ÅÓÌÉ mb ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a, ÔÏ É m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a. üÔÏ ÖÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a É ÎÁ b, ÔÏ m ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ab (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (7-7) ÄÅÌÑÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁ ab).

äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ K ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ b_1; b_2; : : : ; b_n, ÔÏ ÏÎ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ É Ó ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÉÅ x_i; y_i ∈ K, ÞÔÏ ax_i + b_iy_i = 1, ÔÏ, ÐÅÒÅÍÎÏÖÉŒ ŒÓÅ ÜÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÉÄÁ^1

a · x + (b_1b_2 · · · b_n) · (y_1y_2 · · · y_n) = 1 ;

ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÝÅÅ ŒÚÁÉÍÎÕÀ ÐÒÏÓÔÏÔÕ a É b_1b_2 · · · b_n.

7.6.1. ðÒÉÍÅÒ: ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ n ∈ Z ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ m ÐÏÐÁÒ- ÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ: n = n_1n_2 · · · n_m . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÌØÃÏ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(n)

1Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ ÓÏÂÒÁÎÙ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ a, ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ | ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÞÌÅÎ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ

48 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÑÍÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ËÏÌÅÃ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(n_i), Ô. Å. ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ Z=(n)^’� (Z=(n_1)) × (Z=(n_2)) × · · · × (Z=(n_m)) ;

ÞÔÏ ∀ a; b ∈ Z=(n) ’(a + b) = ’(a) + ’(b) É ’(ab) = ’(a)’(b) Œ ∏ Z=(n_i). úÁÄÁÄÉÍ ’ ÐÒÁŒÉÌÏÍ

’ ([z]_n)^{def}= ([z]_{n1} ; [z]_{n2} ; : : : ; [z]_{nm} ) ∀ z ∈Z :

üÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ (ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÞÉÓÌÁ z ∈ Z Œ ËÌÁÓÓÅ [z]_n ⊂ Z), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ [z_1]_n = [z_2]_n ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ z_1 − z_2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n = n_1n_2 · · · n_m, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÁ ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ ËÁÖÄÏÅ n_i, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ [z_1]_{ni} = [z_2]_{ni} . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ:

’ ([z]_n + [w]_n) = ’ ([z + w]_n) = ([z + w]_{n1} ; [z + w]_{n2} ; : : : ; [z + w]_{nm} ) = = ([z]_{n1} + [w]_{n1} ; [z]_{n2} + [w]_{n2} ; : : : ; [z]_{nm} + [w]_{nm} ) = = ([z]_{n1} ; [z]_{n2} ; : : : ; [z]_{nm} ) + ([w]_{n1} ; [w]_{n2} ; : : : ; [w]_{nm} ) = ’ ([z]_n) + ’ ([w]_n)

É ÒÏŒÎÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÐÒÏÉÚÏÊÄčÔ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ’, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ËÁË ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÑÄÒÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÁÓÓ [z]_n ∈ ker(’). ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ËÌÁÓÓ [z]_{ni} ÎÕÌÅŒÏÊ, z ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ n_i, Á ÔÁË ËÁË ŒÓÅ n_i ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ z ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÉÔØÓÑ É ÎÁ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (ÓÍ. n^∘ 7.6), ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁŒÎÏ n. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ [z]_n = 0, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

éÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ (n^∘ 5.1.2) ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐ ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏ- ÖÅÎÉÅÍ. á ÔÁË ËÁË ÏÂÁ ËÏÌØÃÁ Z=(n) É ∏ Z=(n_i) ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ n = ∏ n_i, ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ’ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÂÉÅËÃÉÅÊ. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÉÚŒÅÓÔÅÎ ËÁË ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ , ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÏÎ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÏÓÔÁÔËÏŒ r_1; r_2; : : : ; r_m ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÐÏ- ÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ n_1; n_2; : : : ; n_m ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ z, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÁčÔ ÏÓÔÁÔÏË r_i ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ n_i, ÐÒÉÞčÍ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÞÉÓÌÁ z_1, z_2, ÒÅÛÁÀÝÉÅ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ, ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÃÅÌÏÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÌÁ n = n_1n_2 · · · n_k .

äÌÑ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z ÐÏÌÅÚÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÅ ÐÒÉÂÅÇÁÑ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÇÒÕÐÐ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ n_i Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ n_˚ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ n_i ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ É Ó ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ m_i = ∏ ˚≠i

n_˚

(ÓÍ. n^∘ 7.6), Ô. Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ x_i; y_i ∈ Z, ÞÔÏ n_ix_i + m_iy_i = 1. þÉÓÌÁ b_i = m_iy_i ÏÂÌÁÄÁÀÔ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ:

[b_i]_{ni} = [1]_{ni} É ∀ ˚ ≠ i [b_i]_{n˚} = [0]_{n˚} : (7-8)

ðÏÜÔÏÍÕ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÞÉÓÌÁ z, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏÓÑ Œ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ [r_i]_{ni} ÐÒÉ ŒÓÅÈ i, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ

z = r_1b_1 + r_2b_2 + · · · + r_mb_m :

äÌÑ ÄÅÍÏÎÓÔÒÁÃÉÉ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÁÊÄčÍ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÏÓÔÁÔËÉ r_1 = 2, r_2 = 7 É r_3 = 43 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÁ n_1 = 57, n_2 = 91 É n_3 = 179. óÎÁÞÁÌÁ ÎÁÊÄčÍ y_1 ∈ Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ 91 · 179 · y_1 ≡ 1 (mod 57) . ðÏÓËÏÌØËÕ 91 · 179 ≡ 34 · 8 ≡ −13 (mod 57) , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ Ë E_0 = 57 É E_1 = 13. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ 22 · 13 − 5 · 57 = 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÏ

b_1 = −22 · 91 · 179 (≡ 22 · 13 (mod 57))

ÄÁčÔ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 57, 91 É 179 ÏÓÔÁÔËÉ (1; 0; 0). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÈÏÄÉÍ ÞÉÓÌÁ

b_2 = −33 · 57 · 179 (≡ 33 · 11 (mod 91)) b_3 = −45 · 57 · 91 (≡ 45 · 4 (mod 179))

ÄÁÀÝÉÅ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 57, 91 É 179 ÏÓÔÁÔËÉ (0; 1; 0) É (0; 0; 1) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ÏÓÔÁÔËÉ (2; 7; 43) ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÞÉÓÌÏ

z = 2 b_1 + 7 b_2 + 43 b_3 = −(2 · 22 · 91 · 179 + 7 · 33 · 57 · 179 + 43 · 45 · 57 · 91) = = −(716 716 + 2 356 893 + 10 036 845) = −13 110 454 ;

Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÔÁËÉÍÉ ÏÓÔÁÔËÁÍÉ ÂÕÄÕÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ z ÎÁ ÃÅÌÙÅ ËÒÁÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

n = 57 · 91 · 179 = 928 473 :

îÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ z + 15 n = 816 641 .

7.7. îÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ^1 ËÏÌØÃÏ K. îÅÎÕÌÅ- ŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a; b ∈ K ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a, É a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b. éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ a = mb É b = na ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a − mb = a − mna = a(1 − mn) = 0, ÏÔËÕÄÁ^2 mn = 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a É b ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ a É b ÐÏ- ÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÞÉÓÌÁ a É b ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a = ±b.

œÓÑËÏÅ d ∈ K, ÄÅÌÑÝÅÅ a É b É ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÄÅÌÑÝÉÊ a É b, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a É b É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÏÄ(a; b) . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÎÉ- ÔÅÌØÎÏ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÃÅÌÏÓÔÎÏÍÕ ËÏÌØÃÕ K ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÉËÏÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÎÉ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ, ÎÉ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ. åÓÌÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÅ ÏÂÝÉÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ, ÔÏ ŒÓÅ ÏÎÉ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁÐÉÓØ ÎÏÄ(a; b) = d ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ËÏÒÒÅËÔÎÁ, ÎÏ ÅÊ ŒÓč-ÔÁËÉ ÐÒÉÎÑÔÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ, ÉÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ d Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌØ- ÎÙÈ ËÏÌÅÃ K ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÏÖÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÓÏÂÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÌØÃÁ K. ôÁË, Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÉÚ ÄŒÕÈ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÏÄ(a; b) = ±d ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ.

ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÏÄ(a; b) = 1 ÎÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ a É b ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÏÌØÃÅ Q[t_1; t_2] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ t_1, t_2 ÜÌÅÍÅÎÔÙ a = t_1 É b = t_2 ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ ÎÏÄ(t_1; t_2) = 1, ÏÄÎÁËÏ t_1 · x + t_2 · y ≠ 1 ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÉÈ x; y ∈ Q[x; y], Ô. Å. ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ t_1 É t_2 ÎÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. üÔÏÔ ÖÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ÎÏÄ(a; b) (ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ) ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØÓÑ Œ ŒÉÄÅ ax + by.

òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÉÚ (n^∘ 7.3) É (n^∘ 7.4) ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ:

7.7.1. ðòåäìïöåîéå. œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÞÉÓÌÁ a, b ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ^3, ÐÒÉÞčÍ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ ÎÏÄ(a; b) = ax + by. œÚÁÉÍÎÁÑ ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÞÉÓÅÌ a; b ∈ Z ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÕÓÌÏŒÉÀ ÎÏÄ(a; b) = 1 . □

7.8. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. üÌÅÍÅÎÔ q ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ, É ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ q = mn ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ m, n ÏÂÒÁÔÉÍ. åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ q ∈ K ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÔÏ ÎÏÄ(a; q) = 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ K, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ q. îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n^∘ 7.7.1) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó ÌÀÂÙÍ ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ a, ÎÅ ÄÅÌÑÝÉÍÓÑ ÎÁ p. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, É ÅÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ m ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ p_1; p_2; : : : ; p_m , ÔÏ n ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. éÚ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ŒÙÂÏÒÁ ÚÎÁËÏŒ Õ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

7.8.1. ðòåäìïöåîéå. ëÁÖÄÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n ≠ ±1 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÉÞčÍ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ p_1p_2 · · · p_k = n = q_1q_2 · · · q_m ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ k = m, É ÜÔÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ p_i = ±q_i ÄÌÑ ŒÓÅÈ i .

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n^∘ 7.2) ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎčÍ ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ 2ÚÄÅÓØ ÍÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ Œ K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ 3É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ; ÏÂÙÞÎÏ ÜÔÏÔ ÚÎÁË ŒÙÂÉÒÁÀÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ É ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ

50 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ŒÎÁÞÁÌÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. åÓÌÉ n ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ n = m_1m_2 Ó |m_1|; |m_2| ¡ |n|. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÉÍÅÀÔÓÑ ÓÏÓÔÁŒÎÙÅ, ÔÁËÖÅ ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÉÈ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÅÎØÛÉÈ ÐÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ É Ô. Ä. ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÎÅÐÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ŒÓč ŒÒÅÍÑ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ, ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ËÏÇÄÁ-ÔÏ ÄÏÌÖÅÎ ÚÁËÏÎÞÉÔØÓÑ É ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ p_1p_2 · · · p_k = q_1q_2 · · · q_m, ÇÄÅ ŒÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÐÒÏÓÔÙ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÉÚ ÐÒÏÓÔÏÔÙ p_1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p_1. ðÕÓÔØ ÜÔÏ q_1 = sp_1. ðÏÓËÏÌØËÕ q_1 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, s ÏÂÒÁÔÉÍ, Ô. Å. q_1 = ±p_1 . œÙÎÏÓÑ p_1, ÐÏÌÕÞÉÍ p_1(p_2 · · · p_k ± q_2 · · · q_m) = 0, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ p_2p_3 · · · p_k = (±q_2)q_3 · · · q_m É Ô. Ä. □

7.9. ðÏÌÅ F_p = Z=(p). éÚ ÄÁÎÎÏÇÏ Œ (n^∘ 7.3) ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ Z=(n) ŒÙ- ÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n = p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ n = mk ÓÏÓÔÁŒÎÏÅ, ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÌÁÓÓÙ [m]; [k] ∈ Z=(n) ÂÕÄÕÔ ÄÅÌÉÔÅÌÑ- ÍÉ ÎÕÌÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÉÈ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ. îÁÐÒÏÔÉŒ, ÅÓÌÉ p ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÏÄ(m; p) = 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ m ÎÅ ËÒÁÔÎÙÈ p, Á ÚÎÁÞÉÔ, ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÌÁÓÓ [m] ∈ Z=(p) ÏÂÒÁÔÉÍ. ïÂÒÁÔÎÙÊ ËÌÁÓÓ [m]^{−1} ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ åŒËÌÉÄÁ Ë E_0 = p É E_1 = m.

ðÏÌÅ Z=(p), ÇÄÅ p ÐÒÏÓÔÏÅ, ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ F_p. œ ÐÏÌÅ F_p ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 1 + 1 + · · · + 1

p ÒÁÚ

= 0 :

œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ∀ a; b ∈ F_p ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ (a + b)^p = a^p + b^p. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ ÒÁÓËÒÙ- ÔÉÉ ÓËÏÂÏË Œ ÂÉÎÏÍÅ (a + b)^p ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ a^kb^{p−k} ŒÏÚÎÉËÁÀÔ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÌÏŒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ k ÂÕËŒ a É (p − k) ÂÕËŒ b, É ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÙ Œ ŒÉÄÅ

a^kb^{p−k} · (1 + 1 + · · · + 1 p! k!(p−k)! ÒÁÚ ) :

ðÏÓËÏÌØËÕ^{p!}_{k!(p−k)!} ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p É 1 � k � (p − 1) (ÉÂÏ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, Á ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ | ÎÅÔ), ÓÕÍÍÁ Œ ÓËÏÂËÁÈ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ ŒÓÅÈ k ≠ 0; p. üÔÏ ÄÁčÔ ÅÝč ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ (ÓÍ. n^∘ 7.3.2):

[a]^p = ([1] + [1] + · · · + [1]

a ÒÁÚ

)^p = [1]^p + [1]^p + · · · + [1]^p

a ÒÁÚ

= [1] + [1] + · · · + [1]

a ÒÁÚ

= [a] :

7.9.1. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. íÎÏÇÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 ÉÌÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^3 ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÓŒÏÊ ÓÍÙÓÌ ÐÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ ÐÏÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k. á ÉÍÅÎÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ k :

k^{2 def}= k × k = {(x; y) | x; y ∈ k} :

üÌÅÍÅÎÔÙ (x; y) ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÏÞËÁÍÉ. îÁÒÑÄÕ Ó ÔÏÞËÁÍÉ Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÀÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÙ, ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÓÏÂÏÀ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÐÁÒÙ ÞÉÓÅÌ (a_1; a_2) ∈ k×k. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÏÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÏÞÅË. œÅËÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÕÍÎÏ- ÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÐÏÌÑ k: ÅÓÌÉ a = (a_1; a_2), b = (b_1; b_2) É ˘ ∈ k, ÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ a + b = (a_1 + a_2; b_1 + b_2) É ˘ · a = (˘a_1; ˘a_2) . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÅËÔÏÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. üÔÁ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÔÏÞÅÞÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ k^2 ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÓÄŒÉÇÁ: ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ v = (v_1; v_2) ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÓÄŒÉÇ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ v

ø_v : k^{2 (x;y)→(x+v1;y+v2)} � k_2

(ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÓÄŒÉÇÏŒ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ, Ô. Å. ø_vø_w = ø_{v+w}). ðÒÑÍÕÀ ÎÁ ÐÌÏÓËÏ- ÓÔÉ k^2 ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÌÉÂÏ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË (x; y), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ

ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ax + by = c, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ a, b ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÌÉÂÏ ËÁË ÔÒÁ- ÅËÔÏÒÉÀ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÉ z_0 = (x_0; y_0) Ó ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v = (v_1; v_2), Ô. Å. ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ŒÉÄÁ z_t = z_0 + tv = (x_0 + tv_1; y_0 + tv_2), ÇÄÅ ĂŒÒÅÍÑĄ t ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÐÏÌÅ k.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÄŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ax + by = c ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ ÌÀÂÏÊ ÓŒÏÅÊ ÔÏÞËÉ, ŒÙÐÕÝÅÎÎÏÊ ÓÏ ÓËÏÒÏ- ÓÔØÀ (−b; a), É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÔÏÞËÉ (x_0; y_0), ŒÙÐÕÝÅÎÎÏÊ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v = (v_1; v_2), ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ v_2x − v_1y = v_2x_0 − v_1y_0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.10. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ k^2 ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ k ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ÁËÓÉÏÍÙ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ:

Á) ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ; Â) ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÐÒÑÍÁÑ;

Œ) ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÐÒÑÍÁÑ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ Ó ÄÁÎÎÏÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÙÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ^1 ÛËÏÌØÎÏÊ ÐÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ

òÉÓ. 7⋄1. ûÅÓÔØ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ F^2_5.

ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ F_p ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ðÌÏÓËÏÓÔØ F^2_p ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ p^2 ÔÏÞÅË. ëÁÖÄÁÑ ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ ÎÅÊ ÐÒÑÍÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ p ÉÚ ÎÉÈ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÉ z + t_1v É z + t_2v ÒÁÚÌÉÞÎÙ ÐÒÉ t_1 ≠ t_2. ôÁË ËÁË ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ ÐÁÒÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏŒÎÏ (p^2 − 1)=(p − 1) = p + 1 ÐÒÑÍÙÈ^2, Á ŒÓÅÇÏ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ F^2_p ÂÕÄÅÔ

(_p2 2 ) = (_p 2 ) = p(p + 1) ÐÒÑÍÙÈ^3.

îÁ ÒÉÓ. 7⋄1 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ŒÓÅ 25 ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ F^2_5. îÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÏÍÅÞÅÎÏ ÓÉÍŒÏÌÏÍ +, ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ É ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏÓÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÔÏÞÅË, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ Ă0Ą É Ă∞Ą ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏÞ- ËÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÑÍÙÈ y = kx, ÇÄÅ k ≡ 0; 1; : : : ; 5, ÔÁËÖÅ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÃÉÆÒÏÊ k (ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏÓØ x = 0 ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÀ k = ∞).

ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ Ă3Ą, ÔÁËÖÅ ËÁË É ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ Ă2Ą, ÔÏÖÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÏÄÎÕ ÐÒÑÍÕÀ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÞËÏÊ Ă+Ą.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.11. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ F^2_5 ËÏÎÉËÉ y = x^2, x^2 + y^2 = 1 É x^2 + y^2 = −1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.12. óËÏÌØËÏ ÐÒÑÍÙÈ É ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ F^3_p ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, É ÓËÏÌØËÏ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ?

1Ô. Å. ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ŒÚÁÉÍÎÏÍÕ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÔÏÞÅË É ÐÒÑÍÙÈ É ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÊ ÉÚ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÁËÉÈ ËÁË ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÉÌÉ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÕÇÌÏŒ

2ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ z ∈ F^2_p ÉÍÅÅÔÓÑ p^2 − 1 ÚÁÐÉÓÅÊ (z; w) Ó w ≠ z, w ∈ F^2_p, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ z ÐÒÑÍÏÊ ‘ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ p − 1 ÓÐÏÓÏÂ ÚÁÐÉÓÁÔØ Åč Œ ŒÉÄÅ (z; w) Ó w ≠ z, w ∈ ‘

3ŒÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ

`_p2 2 ´ ÚÁÐÉÓÅÊ (z; w) Ó z; w ∈ F^2_p É w ≠ z, É ËÁÖÄÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ‘ ÒÏŒÎÏ

`_p 2 ´ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ (z; w) Ó z; w ∈ ‘ É w ≠ z