§6. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ É ÐÏÌÑ. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

6.1. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ É ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. óŒÏč ÚÎÁËÏÍÓÔŒÏ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÙ ÎÁÞÁÌÉ Ó ÆÏÒÍÕÌ É ÓÔÒÕËÔÕÒ, ÏÔÎÏÓÉŒÛÉÈÓÑ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ó ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÄÏÌÅÊ ÕÓÌÏŒÎÏÓÔÉ ÜÔÕ ÞÁÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÎÅÊ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ | ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÍÓÑ Ó ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ | ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ É ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ, ÇÌÁŒÎÙÍÉ ÄÅÊÓÔŒÕÀ- ÝÉÍÉ ÌÉÃÁÍÉ Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂSSÅËÔÙ ÔÉÐÁ ÞÉÓÅÌ É ÞÉÓÌÏŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÂÅ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙ. ðÒÏÓÔÅÊ- ÛÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÞÉÓÅÌ É ÞÉÓÌÏŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ | ÜÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ É ÐÏÌÑ. ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÐÏÌÅÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÏŒÙÅ ÐÏÌÑ Q É R, Á ÐÒÉÍÅ- ÒÁÍÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Z, Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Z[x], Q[x] É R[x] Ó ÃÅÌÙÍÉ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ É ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

ïÇÏŒÏÒÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÄÅÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ ĂËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀĄ É ĂÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀĄ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÉÓ- ËÕÓÓÔŒÅÎÎÏ. íÙ ÕÖÅ ŒÉÄÅÌÉ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ (n^∘ 4.4.3), ÞÔÏ ÞÉÓÌÏŒÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. œÁÖÎÅÊÛÉÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒ- ÎÙÈ ËÏÌØÃÁÈ É ÐÏÌÑÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ (ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÙ), ËÏÔÏÒÙÅ ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ ÖÉŒÕÔ Œ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ÍÉÒÅ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ËÁË ÇÒÕÐÐÙ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÞÁÓÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÕŒÉÄÅÔØ ÔÁËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ ÏÞÅŒÉÄÎÙ ÐÒÉ ÄÒÕÇÏÍ Åč ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ. ôÁË ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÊ É ÎÅËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÙÊ ÍÉÒÙ ÔÅÓÎÏ ÐÅÒÅÐÌÅÔÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÄÁÌÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÁÌÉÚÕÀÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ.

6.2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÌÑ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÎčÍ ÚÁÄÁÎÙ ÄŒÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ

F × F � F :

ÓÌÏÖÅÎÉÅ (a; b) −→ a + b É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (a; b) −→ ab ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) ÁËÓÉÏÍÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ

Á) ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ (ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ): a + b = b + a ∀ a; b∈F Â) ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ (ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ): a + (b + c) = (a + b) + c ∀ a; b; c∈F Œ) ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ÎÕÌÑ): ∃ 0∈F : a + 0 = a ∀ a∈F Ç) ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ: ∀ a∈F ∃ (−a)∈F : a + (−a) = 0

2) ÁËÓÉÏÍÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ

Á) ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ: ab = ba ∀ a; b∈F Â) ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ: a(bc) = (ab)c ∀ a; b; c∈F Œ) ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ÅÄÉÎÉÃÙ): ∃ 1∈F : a · 1 = a ∀ a∈F Ç) ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ: ∀ a∈F; a ≠ 0 ∃ a^{−1}∈F : a · a^{−1} = 1

3) ÁËÓÉÏÍÁ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ (ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ): a(b + c) = ab + ac ∀ a; b∈F

4) ÁËÓÉÏÍÁ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔÉ: 0 ≠ 1

ðÅÒŒÙÅ ÄŒÁ ÎÁÂÏÒÁ ÁËÓÉÏÍ ÕÔŒÅÒÖÄÁÀÔ, ÞÔÏ ŒÓč ÐÏÌÅ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ^1, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F^{∗ def}= F ∖ {0} ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ F ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ

1ÇÒÕÐÐÏŒÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ; ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÓÌÕÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ 0 (Œ ÁÄÄÉÔŒÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ), ÁÄÄÉÔŒÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍÉ; ÎÏŒÙÅ ÎÁÚŒÁÎÉÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÁÄÄÉÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÏŒÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÏÔ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÖÉÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ; ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÎÁÚŒÁÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ (ĂÅÄÉÎÉÃÁĄ, ĂÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔĄ) ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÌÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ 37

ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÄŒÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÒÅÇÕÌÉÒÕÀÔ ŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÉÅ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ŒÉÄÅÌÉ Œ (n^∘ 4.3), ÉÚ ÁËÓÉÏÍ ÇÒÕÐÐÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÃÁ É ÎÕÌØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙ, Á ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ É ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ −a É a^{−1} Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ F ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ a.

éÚ ÁËÓÉÏÍ ÐÏÌÑ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÕÀÔ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÒÕÇÉÅ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏ ÏÖÉÄÁÅÍÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÄÅÊÓÔŒÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÅ F ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ F ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ 0 · Á = 0 É (−1) · a = (−a) (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÁÑ a ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ a, ÞÅÇÏ a priori ÎÅ ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ; ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÇÌÑÄÅÔØ Œ ÓÎÏÓËÅ (^1)).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ Á ≠ 0 Œ ÁËÓÉÏÍÅ (2Ç) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÁÞÅ ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÂÙ 1 = 0 · 0^{−1} = 0, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÁËÓÉÏÍÅ^2.

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÐÏÌÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅ F_2, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ 0 É 1, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ 0 + 1 = 1 · 1 = 1, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ (ŒËÌÀÞÁÑ 1 + 1 = 0). üÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ĂÌÏÖØĄ É ĂÉÓÔÉÎÕĄ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Œ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ĂÉÓËÌÀÞÁÀÝÅÅ ÉÌÉĄ É ĂÉĄ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÕÌÙ É ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Œ ÐÏÌÅ F_2 | ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ĂÁÌÇÅÂÒÏÊ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊĄ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ F_2 ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ É ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x, ÒÁŒÎÙÊ ĂÎÅ xĄ, Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x É y, ÒÁŒÎÙÊ Ăx ÉÌÉ^3 yĄ.

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÐÏÌÑ, ÐÏÓÌÕÖÉŒÛÉÍ ÐÅÒŒÏÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÄÌÑ ŒŒÅÄÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅ ÒÁ- ÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ŒÙÒÁ- ÖÅÎÉÊ ŒÉÄÁ p=q Ó p; q ∈ Z É q ≠ 0, ÇÄÅ ÄŒÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ p=q É r=s ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ps = qr Œ Z. óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ p q + r s = ps + qr qs ; p q · r s = pr qs (6-1)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙ (ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ Œ ËÌÁÓÓÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ) É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÐÏÌÑ.

âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÐÏÌÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R. õ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R ÉÍÅÅÔ- ÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ^4. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÚÎÁËÏÍ Ó ÜÔÉÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ É ÐÏÎÉÍÁÅÔ, ÐÏÞÅÍÕ ÏÎÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁËÏÅ ÂÙ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÏÓØ, ÚÁÄÁÎÉÅ ÎÁ R ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÔÒÅ- ÂÕÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÅÒØčÚÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ, É ÐÒÏŒÅÒËÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÁËÓÉÏÍ ÐÏÌÑ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÅÏÒÅÍ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÁÎÁÌÉÚÁ. íÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÚÎÁÅÔ ÜÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ.

6.3. ðÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ R^2 Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ OXY Ó ÎÁÞÁ- ÌÏÍ Œ ÔÏÞËÅ ï = (0; 0) É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏÓÑÍÉ OX É OY , ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÙÍÉ ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÏŒ (1; 0) É (0; 1), ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ 1 é i (ÓÍ. ÒÉÓ. 6⋄1). ôÏÞËÉ z ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, Á ÓÁÍÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C.

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x; y) ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Re (z) = x, Im (z) = y É ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÑÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ëÁÖÄÏÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ z ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒ x · 1 + y · i | ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÔÏÞËÅ O É ËÏÎÃÏÍ 1

ÒÅÛÅÎÉÅ: ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ Á · 0 ÞÅÒÅÚ b, ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ b + a = a · 0 + a = a · 0 + a · 1 = a(0 + 1) = a · 1 = a; ÐÒÉÂÁŒÌÑÑ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (−Á), ÐÏÌÕÞÁÅÍ b = 0; ÎÁËÏÎÅÃ, (−1) · a + a = (−1) · a + 1 · a = ((−1) + 1) · a = 0 · a = 0, ÏÔËÕÄÁ (−1) · a = −a

2ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÁËÓÉÏÍÁ (4) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÀ F ≠ {0} : ÐÒÉ 0 = 1 ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÂÙ ∀ a ∈ F a = a·1 = a·0 = 0 3ÚÄÅÓØ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ĂÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÀÝÅÅ ÉÌÉĄ, Ô. Å. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÏÌÖÅÎ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁŒÎÁ 1

4ÔÒÉ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÐÏÔÒÅÂÉÔÅÌØÎÙÈ: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ (ÉÌÉ ÐÒÉŒÑÚÁÎÎÙÈ Ë ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÐÏÚÉÃÉÏÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄŒÏÉÞÎÙÈ) ÄÒÏÂÅÊ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ Q, Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ

Œ ÔÏÞËÅ z, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÅÍ ÖÅ ÓÉÍŒÏÌÏÍ z, ÞÔÏ É ÓÁÍÕ ÔÏÞËÕ. ôÏÞËÅ O = (0; 0) ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ 0.

6⋄1. áÔÒÉÂÕÔÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z = x · 1 + y · i.

ëÁÖÄÙÊ ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒ z = x·1+y·i ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ |z| = √ x^2 + y^2 , ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÍÏÄÕÌÅÍ ÞÉÓÌÁ z, É ÁÒÇÕÍÅÎÔ Arg (z)^{def}= {¸ + 2ık | k ∈ Z} ⊂ R , ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÕÇÌÏŒ^1, ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏŒÍÅÝÁÅÔ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÏÓÉ OX Ó ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅÍ ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒÁ z (ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÕÇÌÙ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÎÙÈ ÏÂÏÒÏÔÏŒ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ 2ıZ ⊂ R ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ (n^∘ 5.1.6)).

6⋄2. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

óÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÉÍ ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒÏŒ: ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË z_1 É z_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ, ÒÁÄÉÕÓ ŒÅËÔÏÒ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ z_1 + z_2 ÒÁÄÉÕÓ- ŒÅËÔÏÒÏŒ ÔÏÞÅË z_1 É z_2. œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÜÔÏ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(x_1 · 1 + y_1 · i) + (x_2 · 1 + y_2 · i) = (x_1 + x_2) · 1 + (y_1 + y_2) · i :

óÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ (ÓÍ. ÒÉÓ. 6⋄2), ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅÊ- ÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ z = 0, É Õ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÅÓÔØ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ.

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÕÇÌÙ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÉÚÍÅÒÑÀÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ (ÓÒ. Ó ÐÒÉÍÅÒÏÍ (n^∘ 5.1.6)), Á ÉÍÅÎÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÌÕÞÁ OZ Ó ÏÓØÀ OX ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁŒÅÎ ÄÌÉÎÅ ÐÕÔÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÄÏ ÐÒÏÊÔÉ ÐÏ ÅÄÉÎÉÞ- ÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ï ÏÔ ÔÏÞËÉ Åč ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÌÕÞčÍ OX ÄÏ ÔÏÞËÉ Åč ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÌÕÞčÍ OZ, ÐÒÉÞčÍ ÄÌÉÎÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ Ă+Ą, ÅÓÌÉ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, É ÓÏ ÚÎÁËÏÍ Ă−Ą, ÅÓ- ÌÉ ÐÏ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ; ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÄÕÇÁ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ | ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÂÏÒÏÔÏŒ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÕÇÏÌ ÎÅ ÅÓÔØ ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÏ ÃÅÌÏÅ ÓÞčÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ Ó ÒÁÚÎÏÓÔØÀ 2ı; ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Arg (∡XOZ) = {¸ + 2ık | k ∈ Z}, ÇÄÅ ¸ | ËÁËÏÅ-ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÕÇÌÁ, É ÎÁÚÙŒÁÔØ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ ÌÕÞÁ OZ (Œ ÓÔÁÒÉÎÕ ÓËÁÚÁÌÉ ÂÙ, ÞÔÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ ÌÕÞÁ OZ, Á ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÑÄÒÁ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÏŒÏÀ ÐÒÑÍÏÀ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ (n^∘ 5.1.6))

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z_1 É z_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ z_1z_2, ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ

|z_1z_2|^{def}= |z_1| · |z_2| ; Arg (z_1z_2)^{def}= Arg (z_1) + Arg (z_2) (6-2)

(ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÈ ÍÏÄÕÌÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ, Á ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ). üÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ. åÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ 1 ∈ C (ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ ÏÓÉ OX), Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ 0 · z = 0 ∀ z ∈ C . ïÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÎÅÎÕÌÅŒÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ z ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ z^{−1} Ó |z^{−1}| = 1=|z| ; Arg (z^{−1}) = −Arg (z) (6-3)

(ÓÍ. ÒÉÓ. 6⋄1). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ.

ìÅŒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÍ. n^∘ 4.4.1) ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ: ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a ∈ C

–_a : C^{z→az} � C

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÐÏŒÏÒÏÔÎÕÀ ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ^1 ÐÌÏÓËÏÓÔÉ C ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÕÇÏÌ Arg (a) Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ |a|. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÞËÁÍÉ a ∈ C É ÐÏŒÏÒÏÔÎÙÍÉ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ. üÔÁ ÂÉÅËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÏŒÏÒÏÔÎÙÈ ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ –_a É –_b ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏŒÏÒÏÔÎÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ –_{ab} (ÇÄÅ ÐÏÄ ab ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (6-2)) Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ |a||b| ÎÁ ÕÇÏÌ Arg (a) + Arg (b).

6.3.1. ðòåäìïöåîéå. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ŒÓÅÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÏÌÑ ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ (3). îÁ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÆÏÒÍÕÌÁ a(b + c) = ab + ac ÐÅÒÅÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË –_a(b + c) = –_a(b) + –_a(c) É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏŒÏÒÏÔÎÙÅ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÉÌÉ | ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ | ÞÔÏ ÌÀ- ÂÁÑ ÐÏŒÏÒÏÔÎÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ –_a ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ Œ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ. îÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÉÊ ÐÏŒÏÒÏÔ É ŒÓÑËÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ Œ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ. □

6.3.2. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÓØ OX Œ ÐÏÌÅ C ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÐÏÌÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R | ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÓÉ OX, Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÞÉÓÅÌ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ z = x · 1 + y · i ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒÁ z ÐÏ ÂÁÚÉÓÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ 1 = (1; 0) É i = (0; 1) Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ x = Re (z) É y = Im (z) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÒÎÙÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ Œ ÐÏÌÅ C | ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÍÏÇÕÔ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ ËÁË ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. óÌÅÄÕÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÔÒÁÄÉÃÉÉ ÏÐÕÓËÁÔØ ÚÎÁËÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÆÏÒÍÕÌÕ z = x·1+y·i ÏÂÙÞÎÏ ÓÏËÒÁÝÁÀÔ ÄÏ z = x + iy.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÁËÓÉÏÍÏÊ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ i^2 = −1, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z_1 = x_1 + iy_1 É z_2 = x_2 + iy_2, ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (6-2), ÐÏ ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË:

z_1z_2 = (x_1 + iy_1)(x_2 + iy_2) = (x_1x_2 − y_1y_2) + i(x_1y_2 + x_2y_1) : (6-4)

ïÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÞÉÓÌÕ z = x + iy ÞÉÓÌÏ z^{−1} ÔÁË ÖÅ ÌÅÇËÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ x É y:

z^{−1} = 1 x + iy = x − iy (x + iy)(x − iy) = x − iy x^2 + y^2 = x |z|^2 − iy |z|^2

; (6-5)

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏŒÏÒÏÔÎÏÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ O ÎÁ ÕÇÏÌ ¸ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ % > 0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÎÁ ÕÇÏÌ ¸ ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ O É ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ Œ % ÒÁÚ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ O (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó ÐÏŒÏÒÏÔÁÍÉ, ŒÓč ÒÁŒÎÏ, Œ ËÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÜÔÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ)

ÏÔËÕÄÁ Re ( z^{−1} ) = Re (z)=|z|^2 É Im ( z^{−1} ) = −Im (z)=|z|^2. þÉÓÌÏ z^{def}= x−iy ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ Ë ÞÉÓÌÕ z = x + iy. œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ z^{−1} = z=|z|^2. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ

C^{z→z} � C

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ OX. ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÏÌÑ C, Ô. Å. ∀ z ∈C z = z É ∀ z_1; z_2 ∈ C z_1 + z_2 = z_1 + z_2, z_1z_2 = z_1z_2 .

6.3.3. ðÒÉÍÅÒ: ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

z_1 = cos ’_1 + i sin ’_1 ; z_2 = cos ’_2 + i sin ’_2 ;

ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1 = {z : |z| = 1}. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ z_1z_2 , ŒÙÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (6-2) É ŒÙÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (6-4) , ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

cos(’_1 + ’_2) + i sin(’_1 + ’_2) = z_1z_2 = ( cos ’_1 cos ’_2 − sin ’_1 sin ’_2 ) + i ( cos ’_1 sin ’_2 + sin ’_1 cos ’_2 ) ; ÏÔËÕÄÁ cos(’_1 + ’_2) = cos ’_1 cos ’_2 − sin ’_1 sin ’_2 É sin(’_1 + ’_2) = cos ’_1 sin ’_2 + sin ’_1 cos ’_2 . ôÅÍ ÓÁ- ÍÙÍ, ÎÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÎÏ É ŒÓč ËÁÚÕÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÚÏÂÉÌÉÅ ÆÏÒÍÕÌ ÛËÏÌØÎÏÊ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÉ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÂÅÓ- ÆÏÒÍÅÎÎÙÊ ÛÌÅÊÆ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔŒÉÊ ÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÅ É ŒÙÞÉÓÌÑÔØ Ó ÎÉÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏ ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ĂÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏËĄ.

œÏÔ ÅÝč ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ z = cos ’ + i sin ’. ôÏÇÄÁ z^n = cos(n’) + i sin(n’) ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ, ÒÁÓËÒÙŒÁÑ ÓËÏÂËÉ Œ (cos ’ + i sin ’)^n ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1-9) ÉÚ §1. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

cos(n’) + i sin(n’) =

= cos^n’ + i ( n 1 ) cos^{n−1}’ sin ’ − ( n 2 ) cos^{n−2}’ sin^2’ − i ( n 3 ) cos^{n−3}’ sin^3’ + · · · = = (( n 0 ) cos^n’ − ( n 2 ) cos^{n−2}’ sin^2’ + ( n 4 ) cos^{n−4}’ sin^4’ − · · · ) + + i · (( n 1 ) cos^{n−1}’ sin ’ − ( n 3 ) cos^{n−3}’ sin^3’ + ( n 5 ) cos^{n−5}’ sin^5’ − · · · )

ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁËÌÀÞÁÅÔ Œ ÓÅÂÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ËÒÁÔÎÙÈ ÕÇÌÏŒ:

cos(n’) = ( n 0 ) cos^n’ − ( n 2 ) cos^{n−2}’ sin^2’ + ( n 4 ) cos^{n−4}’ sin^4’ − · · ·

sin(n’) = ( n 1 ) cos^{n−1}’ sin ’ − ( n 3 ) cos^{n−3}’ sin^3’ + ( n 5 ) cos^{n−5}’ sin^5’ − · · ·

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÏÍ n ÆÕÎËÃÉÑ sin(n’)= sin ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ sin^2’.

îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ, ËÏÒÎÉ É ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ. œÙÐÉÛÉÔÅ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÑŒÎÏ ÄÌÑ n = 3 É n = 5. îÁËÏÎÅÃ, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÎÅÞčÔÎÙÈ n ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ

sin(n’) sin ’

= (−4)^{n−12} n−1 2∏ ˚=1 ( sin^2’ − sin^2 2ı n )

6.3.4. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÒÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ z^n = a. òÅÛÉÍ Œ ÐÏÌÅ C ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ z^n = 1. óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÍÏÄÕÌÉ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ |z^n| = |z|^n = 1, ÏÔËÕÄÁ |z| = 1 . ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ ’ ÕÇÏÌ ÒÁÄÉÕÓ- ŒÅËÔÏÒÁ z Ó ÏÓØÀ OX É ÓÒÁŒÎÉŒÁÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

n’ ∈ Arg (1) = {2ık | k ∈ Z} ;

ÏÔËÕÄÁ ’ ∈ {2ık=n | k ∈ Z} . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ z^n = 1 ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ n ËÏÒÎÅÊ z_0; z_1; : : : ; z_{n−1}, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ŒÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ŒÅÒÛÉÎÁ z_0 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ 1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 6⋄3, ÇÄÅ n = 5; 6):

z_k = cos(2ık=n) + i sin(2ık=n) ; ÇÄÅ k = 0; 1; : : : ; (n − 1) :

42 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

6⋄3. ëÏÒÎÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ z^5 = 1 É z^6 = 1.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÃÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ —_n É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ËÏÒÎÅÊ n-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1. íÙ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÎÅÀ Œ ÐÒÉÍÅÒÁÈ (n^∘ 2.1.2), (n^∘ 2.2.2) É (n^∘ 5.1.7). œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÒÅÎØ z_1 = cos(2ı=n) + i sin(2ı=n). ôÏÇÄÁ z_k = z^k_1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ k = 0; 1; : : : ; (n − 1) . ïÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÇÒÕÐÐÙ —_n ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ. îÁ ÒÉÓ. 6⋄3 ŒÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ 1 ËÏÒÎÑ ÐÑÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ, Á ÓÒÅÄÉ ËÏÒÎÅÊ 6-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ z_1 É z_5 = z^{−1}_1 .

íÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ n-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1 É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ, ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÄÅÌÅÎÉÑ ËÒÕÇÁ ÎÁ n ÞÁÓÔÅÊ (ÉÌÉ n-ÔÙÍ ÃÉËÌÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÑÔÙÊ É ÛÅÓÔÏÊ ÃÉËÌÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÒÁŒÎÙ

f_5(z) = (z − z_1)(z − z_2)(z − z_3)(z − z_4) = z^4 + z^3 + z^2 + z + 1 f_6(z) = (z − z_1)(z − z_4) = z^2 − z + 1 :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.5∗. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n ∈ N ÃÉËÌÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_n(z) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÙÍ^1 ÎÁÄ Q ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ’(n) (ÇÄÅ ’(n) | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ n É ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó n).

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ: üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÐÏÌÅÚÎÙÍÉ ÆÁËÔÁÍÉ Ï ÃÉËÌÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ (ŒËÌÀÞÁÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÑŒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ÎÉÈ) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ĂÚÁÄÁÞÁÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏŒĄ Œ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ ÌÉÓÔËÅ 6^1_2 .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.6. œÙÒÁÚÉÔÅ sin(2ı=5) É cos(2ı=5) Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ ÏÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÄÓËÁÚËÁ: ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÛÉÔØ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÄÅÌÅÎÉÑ ËÒÕÇÁ z^4 + z^3 + z^2 + z + 1 = 0, ËÏÔÏÒÏÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ËŒÁÄÒÁÔÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÎÁ z^2 É ÚÁÍÅÎÏÊ t = z + z^{−1}.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ z^n = a. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ËÁË É ŒÙÛÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

|z| =^n √ |a| ; n’ ∈ Arg (a) = {¸ + 2ık | k ∈ Z} ;

ÇÄÅ ¸ | ÕÇÏÌ ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒÁ a Ó ÏÓØÀ OX. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ’ ∈

{_ff

n +^{2ßk}_n | | k ∈ Z} , Ô. Å. ËÏÒÎÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ z^n = a ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ŒÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ^n √ |a| Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ ÔÁË, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ ¸=n Ë ÏÓÉ OX.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.7. ñŒÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ É ÍÎÉÍÙÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÒÎÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ z^2 = a ÞÅÒÅÚ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÌÁ a ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÞÅÔÙÒčÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ É ÉÚŒÌÅÞÅÎÉÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

6.4. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ K Ó ÄŒÕÍÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÀÝÉÍÉ ŒÓÅÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÐÏÌÑ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. åÓÌÉ, ËÒÏÍÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔ- ÎÏÇÏ, ÉÚ ÓÐÉÓËÁ ÁËÓÉÏÍ ÐÏÌÑ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÅÝč ÁËÓÉÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ, Á Ó ÎÅÀ É ÁËÓÉÏÍÕ 0 ≠ 1, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ K, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÏÓÔÁŒÛÉÍÓÑ ÁËÓÉÏÍÁÍ, ÂÕÄÅÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ËÏÍ- ÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ. íÏÄÅÌØÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ËÏÌÅÃ Ó ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÐÏÌÑÍÉ | ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z, Á ÔÁËÖÅ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. ðÒÉÍÅÒÙ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ ÂÅÚ ÅÄÉÎÉÃÙ ÄÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÞčÔÎÙÅ

1Ô. Å. ÎÅ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÀÝÉÍÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ

ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÞčÔÎÙÍÉ ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÓŒÏÂÏÄ- ÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÚ ÕÐÒ. 6.1 ÏÓÔÁÀÔÓÑ Œ ÓÉÌÅ Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

ëÁË ÑŒÓÔŒÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÏÓÎÏŒÎÙÍ ÏÔÌÉÞÉÅÍ ËÏÌÅÃ ÏÔ ÐÏÌÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÏÚÍÏÖÎÏÅ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë ÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. üÌÅÍÅÎÔ a ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÜÔÏÍ ËÏÌØÃÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a^{−1}, ÞÔÏ a^{−1}a = 1. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÍ. ôÁË, Œ ËÏÌØÃÅ Z ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ 1 É −1. œ ËÏÌØÃÅ Q[x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅ- ÎÉ ÎÕÌØ). ëÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ b, ÅÓÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ q, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ a = bq. üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË b|a (ÞÉÔÁÅÔÓÑ Ăb ÄÅÌÉÔ aĄ) ÉÌÉ ËÁË a . b (ÞÉÔÁÅÔÓÑ Ăa ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ bĄ).

6.4.1. ðÒÉÍÅÒ: ÇÁÕÓÓÏŒÙ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÐÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

Z[i]^{def}= {z = x + iy | x; y; ∈ Z} :

þÉÓÌÁ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÁÈ Ó ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁÍÉ É ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÁÕÓÓÏŒÙÍÉ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. ïÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. œ Z[i] ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ 4 ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ: ±1 É ±i.

ëÏÌØÃÏ Z[i] ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Œ ÜÔÏÍ ËÏÌØÃÅ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏÑÓÎÑÀÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ŒÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÎÕÌØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÖÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ). óŒÑÚÁÎÏ ÜÔÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ x^2 + y^2 ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ Z[i] ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ: x^2 +y^2 = (x+iy)(x−iy), É ÚÁÄÁÞÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÄŒÕÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÁ Z[i]) Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÝÉÈ Œ Z[i]. ïÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÓÔÁŒÎÏÅ ÞÉÓÌÏ m = m_1m_2, ÏÂÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ:

m_1 = a^2_1 + b^2_1 = (a_1 + ib_1)(a_1 − ib_1) = z_1z_1 ; m_2 = a^2 + b^2 = (a_2 + ib_2)(a_2 − ib_2) = z_2z_2 ;

ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ:

m = z_1z_2 · z_1z_2 = |z_1z_2|^2 = (a_1b_1 − a_2b_2)^2 + (a_1b_2 + a_2b_1)^2 :

åÓÌÉ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ËÏÌØÃÁ Z[i] ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ (ÞÔÏ ŒÓËÏÒÅ ÂÕÄÅÔ ÎÁÍÉ ÓÄÅÌÁÎÏ), ÔÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÓŒÅÄčÔ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Œ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ Ë ŒÏÐÒÏÓÕ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍÉ Œ Z[i], Á ËÁËÉÅ ÎÁÞÉÎÁÀÔ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÔØÓÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. íÙ ÅÝč ŒÅÒÎčÍÓÑ Ë ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ^1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ n ∈ N Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÉÍÅÌÏ ŒÉÄ n = p_1 · p_2 · · · ·· p_s · k^2 , ÇÄÅ k ∈ Z | ÌÀÂÏÅ, Á p_1; p_2; : : : ; p_s | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÅ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.10∗. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÏÅ p ∈ N ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÏÓÔÁÔÏË 1 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 4.

1ŒÐÒÏÞÅÍ, ÌÀÂÏÚÎÁÔÅÌØÎÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÕÖÅ ÓÅÊÞÁÓ ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ ËÎÉÖËÅ: ë. áÊÜÒÌÅÎÄ, í. òÏÕÚÅÎ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ŒŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÞÉÓÅÌ. í., ĂíÉÒĄ, 1987 (ÉÌÉ ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅ), ÇÄÅ ÎÁÊÄčÔ ËÁË ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÉÓÔÏÒÉÉ, ÔÁË É ÒÁÚÎÙÅ ÄÒÕÇÉÅ ÉÚÑÝÎÙÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ÇÁÕÓÓÏŒÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ