§5. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ É ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

5.1. óÔÒÏÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. ìÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ G^’� G^′ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ e ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÅÄÉÎÉÃÕ e^′ ÇÒÕÐÐÙ G^′. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ’ (e) ’ (e) = ’ (ee) = ’ (e) É, ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ ’ (e)^{−1}, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ’ (e) = e^′. äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ’ ( g^{−1} ) ’(g) = ’ ( g^{−1}g ) = ’ (e) = e^′, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ’ ( g^{−1} ) = ’(g)^{−1}. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G^’� G^′

im (’) = ’(G) = {g^′ ∈ G^′ | ∃ g ∈ G : ’(g) = g^′}

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ G^′ : ∀ ’(g); ’(f) ∈ im (’) ’(g)’(f)^{−1} = ’(g)’(f^{−1}) = ’(gf^{−1}) ∈ im (’) .

ðÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÅÄÉÎÉÃÙ e^′ ∈ G^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

ker ’^{def}= ’^{−1} ( e^′ ) = { g ∈ G | | ’(g) = e^′ } :

ñÄÒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ G : ∀ g; f ∈ ker(’) gf^{−1} ∈ ker(’), ÐÏÓËÏÌØËÕ

’ (g) = ’ (f) = e^′ ⇒ ’(gf^{−1}) = ’(g)’(f^{−1}) = ’(g)’(f)^{−1} = e^′ ( e^′

)_{−1} = e^′ :

ðÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g^′ = ’(g) ∈ im (’) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÑÄÒÁ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G, ÐÒÉÞčÍ ÜÔÏÔ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÌÅŒÙÍ, ÔÁË É ÐÒÁŒÙÍ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ker(’), Ô. Å.

’^{−1}(’(g)) = g · ker(’) = ker(’) · g : (5-1)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ’(g) = ’(f) ÓÌÅŒÁ ÎÁ ’(g)^{−1}, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ e^′ = ’(g)^{−1}’(f) = ’ ( g^{−1}f ) , ËÏÔÏÒÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ g^{−1}f ∈ ker(’), ÉÌÉ f ∈ g · ker(’). áÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÏ, ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ’(g) = ’(f) ÎÁ ’(g)^{−1} ÓÐÒÁŒÁ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ e^′ = ’(f)’(g)^{−1} = ’ ( fg^{−1} ) , ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ fg^{−1} ∈ ker(’), Ô. Å. f ∈ ker(’) · g . óÕÍÍÉÒÕÅÍ ŒÓÅ ÎÁÛÉ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐ.

5.1.1. ôåïòåíá. ïÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐ G^’� G^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÕÐÐÏÊ Œ G^′, Á ÑÄÒÏ | ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ G. ìÅŒÙÅ É ÐÒÁŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÑÄÒÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ É ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÌÏÑÍÉ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ G^’� im (’) : ∀ g ∈ G g · ker(’) = ker(’) · g = ’^{−1} ( ’(g) ) . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, |im (’)| = [G : ker(’)] = |G| : | ker(’)| . □

5.1.2. óìåäóôœéå. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ ÂÙÌ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÓÏÓÔÏÑÌÏ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. □

5.1.3. ðÒÉÍÅÒ: ÑÄÒÏ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ S_4^’� S_3 ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ (n^∘ 4.1.2) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÒÁÝÅÎÉÊ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ Œ ÓÅÂÑ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÔÒčÈ ÐÁÒ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ^1, É ÐÏÔÏÍÕ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÇÒÕÐÐÅ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÁ D_2, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ÔÒčÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ 180^∘ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ. œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÒÕÐÐÙ S_4

ker(’) = {(1; 2; 3; 4) ; (2; 1; 4; 3) ; (3; 4; 1; 2) ; (4; 3; 2; 1)} (5-2)

ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ . óÄÅÌÁÎÎÏÅ ÎÁÍÉ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ (n^∘ 4.1.2) ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÌÏÉ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ ÓÏÓÔÏÑÔ ÒÏŒÎÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ, ÏÂSS- ÑÓÎÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ (n^∘ 5.1.1). þÉÔÁÔÅÌÀ ÎÁÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ÑŒÎÏ ÐÒÏÓÌÅÄÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÌÏÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÌÅŒÙÍÉ, ÔÁË É ÐÒÁŒÙÍÉ ÓÍÅÖÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ (5-2).

5.1.4. ðÒÉÍÅÒ: ÑÄÒÏ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ S_n^{sgn}� {±1} ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ (n^∘ 4.1.3) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ A_n. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ (n^∘ 5.1.1) ÄÁčÔ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÄÅÌÁÎÎÙÍ Œ (n^∘ 4.2) ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑÍ, ÞÔÏ

1ÉÌÉ, ÅÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÔÒčÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÃÅÎÔÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ 29

30 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

ÒÏŒÎÏ ÐÏÌÏŒÉÎÁ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞčÔÎÙÍÉ É ÞÔÏ ÞčÔÎÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ Œ S_5, Á ÎÅÞčÔÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÜÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ (ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ËÁË ÌÅŒÙÊ, ÔÁË É ÐÒÁŒÙÊ).

5.1.5. ðÒÉÍÅÒ: ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÌÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ Œ S_5, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ (n^∘ 4.2.1), ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (Ô. Å. ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÇÒÕÐÐÅ {±1}), Á ÏÂÒÁÚ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ A_5 ⊂ S_5. ðÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÞčÔÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÐÑÔÉ ËÕÂÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ {±1}, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÊ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ Œ (n^∘ 2.1.6), (n^∘ 4.2.1) ŒÒÁÝÅÎÉÊ É ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÜÔÏÇÏ ŒÒÁÝÅÎÉÑ Ó ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÌÀÂÙÍ ŒÒÁÝÅÎÉÅÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓč ÒÁŒÎÏ, Œ ËÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÜÔÕ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÂÒÁÔØ (ÞÔÏ ÅÝč ÒÁÚ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÅŒÙÊ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÐÒÁŒÙÍ, Á ÚÁÏÄÎÏ ÐÏÄÓËÁÚÙŒÁÅÔ, ËÁË ÒÅÛÁÔØ ÕÐÒ. 4.10).

5.1.6. ðÒÉÍÅÒ: ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÏŒÏÀ ÐÒÑÍÏÀ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕÐ-

òÉÓ. 5⋄1. îÁËÒÙÔÉÅ R � S^1.

ÐÕ ŒÓÅÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÈ ÐÏŒÏÒÏÔÁÍÉ ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÕÇÌÙ, É ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ #_ff ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ ¸. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. åč ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÔÏÞËÁÍÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1 = {(x; y) | x^2 + y^2 = 1} (ÓÍ. ÒÉÓ. 5⋄1). á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÏÍÅÓÔÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Id = #_0 Œ ÔÏÞËÕ (1; 0) (ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ), Á ÐÏŒÏÒÏÔ #_ff | Œ ÔÏÞËÕ (cos ¸; sin ¸) (ÄÌÑ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ Œ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ ÉÚ ÔÏÞËÉ #_0 = Id ÎÁ- ÄÏ ÐÒÏÊÔÉ ÐÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÕÇÕ ÄÌÉÎÙ ¸ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, ÅÓÌÉ ¸ > 0, É ÐÏ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ, ÅÓÌÉ ¸ < 0). ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÏÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ #_{ff1} #_{ff2} ÂÕÄÅÔ ÏÔŒÅÞÁÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÄÕÇ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ŒÅÄÕÝÉÈ ÉÚ ÔÏÞËÉ #_0 Œ ÔÏÞËÉ #_{ff1} , #_{ff2} . çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R Ó ÏÐÅ- ÒÁÃÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÇÒÕÐÐÕ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ S^1, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ¸ ∈ R ÐÏŒÏÒÏÔ #_ff ÎÁ ÕÇÏÌ ¸:

u : R^{ff→#ff} � S^1 ; (5-3)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÏ- ŒÏÀ ÐÒÑÍÏÀ. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ĂÎÁÍÁÔÙŒÁÎÉÅĄ ÏÒÉ- ÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÎÉÚÕ ŒŒÅÒÈ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ R, ÐÒÉÓÔÁŒÌÅÎÎÏÊ ÓŒÏÉÍ ÎÕÌčÍ Ë ÔÏÞËÅ #_0, ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ (ÓÍ. ÒÉÓ. 5⋄1). çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (5-3) ÓÀÒØÅËÔÉŒÅÎ. åÇÏ ÑÄÒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÕÇÌÏŒ, ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Ô. Å. ÉÚ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÃÅÌÙÍÉ ËÒÁÔÎÙÍÉ ÄÌÉÎÙ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ:

ker(u) = 2ı · Z = {¸ = 2ın | n ∈ Z} :

ðÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏŒÏÒÏÔÁ #_ff ∈ S^1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÜÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ. ïÎ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÕÇÌÏŒ, ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ #_ff, Ô. Å. ŒÓÅÈ ÕÇÌÏŒ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔ ¸ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏŒ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÕÇÌÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ ÐÏŒÏÒÏÔÁ #_a ∈ S^1 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

Arg (#_ff)^{def}= u^{−1}(#_ff) = {¸ + 2ın | n ∈ Z} :

ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÞÉÓÅÌ, Á ÎÅ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÄÉÎ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ÕÇÏÌ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.1. ðÕÓÔØ H ⊂ G | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ∀ g ∈G gH = Hg.

5.1.7. ðÒÉÍÅÒ: ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ Z � ¯_n É ÇÒÕÐÐÁ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(n). üÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ŒÅÒÓÉÅÊ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ≠ 0; 1 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

u_n : Z^{k→øk} � —_n (5-4)

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÃÅÌÏÍÕ ÞÉÓÌÕ k ÐÏŒÏÒÏÔ fi_k = #_{2ßk=n} ÎÁ ÕÇÏÌ 2ık=n. üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÇÒÕÐÐÕ —_n ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ÕÇÌÙ, ËÒÁÔÎÙÅ 2ı=n. ñÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

(n)^{def}= ker(u_n) = {zn | z ∈ Z} ⊂ Z ;

É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÒÁÔÎÙÈ n. óÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ k + (n) ÜÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÌÁÓ- ÓÁÍÉ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ [k]_n ÉÌÉ k (mod n). ïÎÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ

ÏÓÔÁÔËÁÍ 0; 1; : : : ; (n − 1) ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n : ÞÉÓÌÁ k É m ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÍ ÓÍÅÖÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ k − m ∈ (n) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n, Á ÜÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ÏÓÔÁÔÏË^1 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n. ïÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ:

[k]_n + [m]_n^{def}= [k + m]_n : (5-5)

üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ | ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏÅ ÉÚ ÛËÏÌÙ ÐÒÁŒÉÌÏ, ÇÌÁÓÑÝÅÅ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔÏË ÓÕÍÍÙ ÒÁŒÅÎ ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÓÕÍÍÙ ÏÓÔÁÔËÏŒ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ (5-5), ÚÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÎ- ËÒÅÔÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ, ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÜÔÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ, Ô. Å. ÞÔÏ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ [k]_n = [k^′]_n É [m]_n = [m^′]_n ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ [k + m]_n = [k^′ + m^′]_n. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ Œ ÇÒÕÐÐÕ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ÇÒÕÐÐÅ —_n.

çÒÕÐÐÁ ËÌÁÓÓÏŒ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ (5-5) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n. ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÞÉÓÅÌ k; m ∈ Z ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ËÌÁÓÓÕ [k]_n = [m]_n ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ k ≡ m (mod n) (ÞÉÔÁÅÔÓÑ k ÓÒÁŒÎÉÍÏ Ó m ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n).

5.2. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (n^∘ 5.1.1) ÐÏÄÇÒÕÐ- ÐÁ H ⊂ G, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G^’� G^′, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ | Åč ÌÅŒÙÅ É ÐÒÁŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ: ∀ g ∈ G gH = Hg. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ:

∀ g ∈G gHg^{−1} = H : (5-6)

ðÏÄÇÒÕÐÐÙ H ⊂ G, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ (ÉÌÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ- ÍÉ) ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍÉ, ÞÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÁË H ◁ G.

5.2.1. ðòåäìïöåîéå. ðÏÄÇÒÕÐÐÁ H ⊂ G ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ËÁËÏÇÏ- ÎÉÂÕÄØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G^’� G^′, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÖÅ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÁ Œ (n^∘ 5.1.1). äÏËÁÖÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ. œÏÚØÍčÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ G^′ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G=H ŒÓÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ gH ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H É ÚÁÄÁÄÉÍ ÎÁ ÎčÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕÐÐÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÀÒØÅËÃÉÑ

G^{g→gH}� G=H ; (5-7)

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ g ∈ G ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ gH, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎ ÌÅÖÉÔ, ÂÙÌÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ. üÔÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÎÅ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÉÎÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ, ËÁË ÚÁÄÁÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÎÁ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(g_1H) · (g_2H)^{def}= g_1g_2H : (5-8)

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÎÅÐÒÉÑÔÎÏÓÔØ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÍÏÖÅÔ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØÓÑ Œ ŒÉÄÅ gH | Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ g ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÉÚ |H| ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÚÁÍÅÎÑÑ ÚÁÐÉÓØ g_1H ÄÒÕÇÏÊ ÚÁÐÉÓØÀ f_1H, ÚÁÄÁÀÝÅÊ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ f_1H = g_1H, Á ÚÁÐÉÓØ g_2H | ÚÁÐÉÓØÀ f_1H Ó f_2H = g_2H, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ËÌÁÓÓ f_1f_2H ÒÁŒÎÙÊ ËÌÁÓÓÕ g_1g_2H | ÉÎÁÞÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (5-8) ÂÕÄÅÔ ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÏ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ f_1H = g_1H É f_2H = g_2H. ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ g^{−1}_1 f_1 É g^{−1}_2 f_2 ÏÂÁ ÌÅÖÁÔ Œ H. œ ÓÉÌÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÏ- ÓÔÉ H ∀ g ∈ G h ∈ H ghg^{−1} ∈ H. âÅÒÑ g = g^{−1}_2 , h = g^{−1}_1 f_1, ÐÏÌÕÞÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ g^{−1}_2 ( g^{−1}_1 f_1 ) g_2 ∈ H . õÍÎÏÖÁÑ ÅÇÏ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ g^{−1}_2 f_2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ g^{−1}_2 ( g^{−1}_1 f_1 ) g_2 ( g^{−1}_2 f_2 ) = g^{−1}_2 g^{−1}_1 f_1f_2 = (g_1g_2)^{−1} (f_1f_2) ∈ H . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, (g_1g_2) H = (f_1f_2) H , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÆÏÒÍÕÌÁ (5-8) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÎÁÄÅÌÑÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ G=H ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (5-7) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ïÓÔÁčÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ G=H Œ ÇÒÕÐÐÕ, Ô. Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ (4-4){(4-6). áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (5-8) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ G:

((g_1H) · (g_2H)) · (g_3H) = (g_1g_2H) · (g_3H) = (g_1g_2)g_3H = = g_1(g_2g_3)H = (g_1H) · (g_2g_3H) = (g_1H) · ((g_2H) · (g_3H)) :

1ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÏÓÔÁÔÏË, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ 2ß=n, ËÁË ÒÁÚ É ÚÁÄÁčÔ ÕÇÏÌ ÐÏŒÏÒÏÔÁ, Œ ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÞÉÓÌÁ k É m ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ (5-4) éÚ ÐÒÁŒÉÌÁ (5-8) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ Œ G=H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÅÄÉÎÉÃÙ eH = H, Á ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ gH ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ g^{−1}H. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÄÏËÁÚÁÎÏ. □

5.3. æÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n^∘ 5.2.1) ÇÒÕÐÐÁ G=H, ÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÎÁÑ ÌÅŒÙÍÉ ÓÍÅÖÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ gH ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H ◁ G Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ (5-8) :

(g_1H) · (g_2H)^{def}= g_1g_2H : (5-9)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕÐÐÏÊ G ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ H ◁ G, Á ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (5-7)

G^{g→gH}� G=H ;

ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ Œ ÔÏÔ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ, ÇÄÅ ÏÎ ÌÅÖÉÔ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ĂÓËÌÅÉŒÁÅÔĄ ËÁÖÄÙÊ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H Œ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ, Á ÆÏÒÍÕÌÁ (5-9) ÚÁÄÁčÔ ÎÁ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕÐÐÙ. ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (5-9), Ô. Å. ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÏÔ ŒÙ- ÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ g_1, g_2 Œ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ, ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ÎÏÒÍÁÌØÎÁ Œ G. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ (5-9) ËÏÒÒÅËÔÎÁ, ÔÏ G=H, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (5-7) | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ Ó ÑÄÒÏÍ H. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (n^∘ 5.1.1) ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ.

åÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ G ÎÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ, ÔÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ŒÓÑËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ⊂ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ. 5.3.1. ðÒÉÍÅÒ: ÎÅÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÅÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ G = S_4 ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ H = Stab(1), ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔ 1 Œ ÓÅÂÑ. üÔÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÎÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ: ÅÓÌÉ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ (5-6) ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ g ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÀ g = g^{−1} = ⟨1; 2⟩, ÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ g · H · g^{−1} = g · Stab(1) · g^{−1} = Stab(2) ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ Œ ÓÅÂÑ ÜÌÅÍÅÎÔ 2.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.3. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ff ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÜÌÅÍÅÎÔ 1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ⟨1; 2⟩ · ff · ⟨1; 2⟩ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÜÌÅÍÅÎÔ 2.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Stab(2) ≠ Stab(1), ÐÏÓËÏÌØËÕ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ⟨2; 3⟩ ÌÅÖÉÔ Œ Stab(1), ÎÏ ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ Stab(2). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÄÅÌÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (5-9) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÏÓÔÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ S_4=H, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏ (n^∘ 3.1.2) ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÏÒÂÉÔÏÊ {1; 2; 3; 4} ÜÌÅÍÅÎÔÁ 1, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÇÒÕÐÐÙ, ÞÔÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ Åč ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÅ 1 : S_4^{œ→œ(1)}� {1; 2; 3; 4} , ÑŒÌÑÌÏÓØ ÂÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.4. õÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÜÔÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÌÀÂÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ.

5.4. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (n^∘ 5.1.1) ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ G^’� G^′ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ ÆÁË- ÔÏÒÉÚÁÃÉÉ G^{’′′}� G= ker(’), ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G Œ ÅÇÏ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ g·ker(’) = ker(’)·g, É ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G= ker(’)^{⊂ ’′}� G^′, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏ ËÌÁÓÓ g·ker(’) = ker(’)·g Œ ÜÌÅÍÅÎÔ ’(g) ∈ im (’) ⊂ G^′. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ^1 ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏŒ ÇÒÕÐÐ G^’ � G^′

G= ker(’) ≃ im (f) ⊂ ’^′ �

’^{′′} � (5-10)

äÉÁÇÒÁÍÍÁ (5-10) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G^’� G^′.

1ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ŒÄÏÌØ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÕÔÅÊ, ŒÅÄÕÝÉÈ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÕÚÌÁ ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ Œ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ Åč ÕÚÅÌ ÏÄÉÎÁËÏŒÁ; Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (5-10) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ’ = ’^′’^{′′}

5.5. œÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. þÔÏÂÙ ÐÒÏÑÓÎÉÔØ ÓÍÙÓÌ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ gHg^{−1} = H, ÓŒÑÖÅÍ Ó ËÁÖÄÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ g ∈ G ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

Ad_g : G^{h→ghg−1} � G ; (5-11)

ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅÍ^1 ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ g (ÉÌÉ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÁÓÓÏÃÉÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÍ Ó g).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.6. œ ÇÒÕÐÐÅ G ŒÓÅÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ff_‘ É fi^{(ff)}_O ÏÓÅŒÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ ‘ É ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ ¸ ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ O. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÓÏÐÒÑÇÁÑ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄŒÉÖÅÎÉÅÍ g ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ gff_‘g^{−1} = ff_{g(‘)} É gfi^{(ff)}_O g^{−1} = fi^{(ff)}_{g(O)}. þÔÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÄŒÉÖÅÎÉÅ g ÂÕÄÅÔ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H ⊂ G É ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

Ad_g (H) = gHg^{−1} = {ghg^{−1} | h ∈ H}

ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ G (ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÊ Ë H ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ g). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ad_g ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÔÉŒÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÓÅÂÑ:

Ad_g(h_1h_2) = gh_1h_2g^{−1} = gh_1g^{−1}gh_2g^{−1} = Ad_g(h_1)Ad_g(h_2) ; Ad^{−1}_g = Ad_g−1 ; Ô. Ë. ∀ h∈G Ad_g−1 Ad_g(h) = Ad_g−1 (ghg^{−1}) = g^{−1}ghg^{−1}g = h :

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ g, Ô. Å. Ad_{g1g2} = Ad_{g1} Ad_{g2} , ÐÏÓËÏÌØËÕ

∀ h∈G Ad_{g1g2} (h) = g_1g_2h(g_1g_2)^{−1} = g_1g_2hg^{−1}_2 g^{−1}_1 = Ad_{g1} (g_2hg^{−1}_2 ) = Ad_{g1} (Ad_{g2} (h)) :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ G^{Ad g}� G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Ad : G^{g→Ad g} � Aut (G) : (5-12) üÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G. œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÌÅ- ŒÏÇÏ É ÐÒÁŒÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ G ÁÂÅÌÅŒÁ, ŒÓÅ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (5-11) ÂÕÄÕÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ, É ÑÄÒÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÊ ÇÒÕÐ- ÐÏÊ. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ker(Ad ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ g ∈ G, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ghg^{−1} = h ∀ h ∈ G ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ, gh = hg. ðÏÄÇÒÕÐÐÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÈ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

Z(G)^{def}= {g ∈ G | ∀ h∈G gh = hg} :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ker(Ad ) = Z(G) | ÜÔÏ ÃÅÎÔÒ ÇÒÕÐÐÙ G. ïÂÒÁÚ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÑ im (Ad ) = Ad_G ⊂ Aut (G) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÇÒÕÐÐÙ G É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Int(G). áŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ’ ∈ Aut (G) ∖ Int(G) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÎÅÛÎÉÍÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z(S_n) = {e}, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ.

ïÒÂÉÔÙ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔÉ. éÎÙ- ÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËÌÁÓÓ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔÉ

Ad_G(f) = {gfg^{−1} | g ∈ G}

ÄÁÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f ∈ G ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ g ∈ G. óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f ∈ G ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ

C(f)^{def}= {g ∈ G | gfg^{−1} = f} = {g ∈ G | gf = fg} = {g ∈ G | fgf^{−1} = g} ;

1ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Ad ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅÍ ÏÔ adjunction

34 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÉÎÁÞÅ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ Ó f, ÉÌÉ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÏÓÔÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÐÒÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ f. üÔÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ f, ÒÁŒÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

|Ad_G(f)| = |G|=|C(f)| (5-13)

5.5.1. ðÒÉÍÅÒ: ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË. ðÒÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÉ ÃÉËÌÁ fi = ⟨i_1; i_2; : : : ; i_k⟩ ∈ S_n ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ g = (g_1; g_2; : : : ; g_n) ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÃÉËÌ

g · ⟨i_1; i_2; : : : ; i_k⟩ · g^{−1} = ⟨g(i_1); g(i_2); : : : ; g(i_k)⟩ ; (5-14)

ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ g-ÏÂÒÁÚÙ ÔÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÌÉÓØ ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÃÉËÌÏÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ m ∈ {1; 2; : : : ; n} ÌÅÖÉÔ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ {g(i_1); g(i_2); : : : ; g(i_k)} | ÓËÁÖÅÍ, m = g(i_˚ ), ÔÏ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (5-14) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÎÅÇÏ ËÁË

g(i_˚ )^{g−1}−→ i_˚^ø−→ i_{˚+1}^g−→ g(i_{˚+1}) ;

Ô. Å. Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÁË ÐÒÁŒÁÑ. åÓÌÉ ÖÅ m ∉ {g(i_1); g(i_2); : : : ; g(i_k)}, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, g^{−1}(m) ∉ {i_1; i_2; : : : ; i_k}, ÔÏ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ (5-14), ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÐÒÁŒÁÑ, ÏÓÔÁŒÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ m ÎÁ ÍÅÓÔÅ:

m^{g−1}−→ g^{−1}(m)

∉

{i_1; i_2; : : : ; i_k} ø−→ g^{−1}(m)^g−→ m :

ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÄÅÊÓÔŒÉÅ Ad_g ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ff ∈ S_n, ÒÁÓÐÁÄÁÀÝÕÀÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÃÉËÌÏŒ fi_1; fi_2; : : : ; fi_s, ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ Œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÐÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒËÉ g Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÃÉËÌÏŒ: gfi_1fi_2 · · · fi_sg^{−1} = gfi_1g^{−1} · gfi_2g^{−1} · · · · · gfi_s · g^{−1} . îÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ

ff = (6; 5; 4; 1; 8; 3; 9; 2; 7) = ⟨1; 6; 3; 4⟩⟨2; 5; 8⟩⟨7; 9⟩ =

1 6 3 4 2 5 8 7 9 ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ g = (2; 1; 5; 4; 3; 9; 8; 7; 6) ÂÕÄÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ

Ad_g (ff) = gffg^{−1} =

2 9 5 4 1 3 7 8 6 = = ⟨g(1); g(6); g(3); g(4)⟩ · ⟨g(2); g(5); g(8)⟩ · ⟨g(7); g(9)⟩ = (3; 9; 7; 2; 4; 8; 1; 6; 5) :

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÎÁ ÓÅÂÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ (n^∘ 3.2.1), ËÏÇÄÁ ÐÏÄÓÞÉÔÙŒÁÌÉ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ: ÅÓÌÉ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ff ∈ S_n Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÃÉËÌÏŒ É ÚÁÐÉÓÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÉÈ ÃÉËÌÏŒ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÅÊ ÃÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ff, ÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ff Ë gffg^{−1} ÂÕÄÅÔ ÚÁËÌÀÞÁÔØÓÑ Œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ g ËÏ ŒÓÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÌÁÓÓ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔÉ Ad_{Sn} (ff) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ff ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, ÉÍÅÀ- ÝÉÈ ÔÏÔ ÖÅ ÃÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ, ÞÔÏ É ff, É ÏÒÂÉÔÙ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_n ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ – ŒÅÓÁ n. ïÒÂÉÔÁ Ad_{Sn} (–), ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÅ – Ó m_1 ÓÔÒÏËÁÍÉ ÄÌÉÎÙ 1, m_2 ÓÔÒÏËÁÍÉ ÄÌÉÎÙ 2, . . . , m_n ÓÔÒÏËÁÍÉ ÄÌÉÎÙ n ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ

|Ad_{Sn} (–)| = n! z_˘ = n! 1^{m1} · m_1! · 2^{m2} · m_2! · · · · · n^{mn} · m_n!

ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, Á ÃÅÎÔÁÌÉÚÁÔÏÒ C(–) ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÉÚ ÜÔÏÊ ÏÒÂÉÔÙ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ

|C(–)| = z_˘ = 1^{m1} · m_1! · 2^{m2} · m_2! · · · · · n^{mn} · m_n! = n∏ ff=1 ¸^{mff} m_ff!

ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ gffg^{−1}, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ff = (ff_1; ff_2; : : : ; ff_n) ∈ S_n, ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÕÀ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g(i) ∈ {1; 2; : : : ; n} Œ ÜÌÅÍÅÎÔ^1 g(ff_i) .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÙ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÅ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ G ⊂ Aut (X) , ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ ÏÄÎÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË Œ ÄÒÕÇÕÀ: ÅÓÌÉ y = g(x), ÔÏ Stab(y) = g · Stab(x) · g^{−1} .

5.5.2. ðÒÉÍÅÒ: ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ Œ ÇÒÕÐÐÁÈ ÆÉÇÕÒ. åÓÌÉ ÄŒÉÖÅÎÉÅ g ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÔÏÞËÉ A, B Œ ÔÏÞËÉ ó = g(A) É D = g(B), ÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ gfig^{−1}, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÅ Ë ÐÏŒÏÒÏÔÕ fi ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ AB ÎÁ ÕÇÏÌ ¸ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ (ÅÓÌÉ ÓÍÏÔÒÅÔØ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÁ −−→ AB), ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÐÏŒÏÒÏÔ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ CD ÎÁ ÕÇÏÌ ¸ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ (ÅÓÌÉ ÓÍÏÔÒÅÔØ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÁ −−→ óD), ËÏÇÄÁ ÄŒÉÖÅÎÉÅ g ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ, É ÎÁ ÕÇÏÌ −¸, ËÏÇÄÁ g ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ g Œ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÆÉÇÕÒÙ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÐÏŒÏÒÏÔ fi Œ ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÕÇÏÌ, ÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ g Ë ÏÓÉ ÐÏŒÏÒÏÔÁ fi.

5.5.3. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÐÏ- ËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ gHg^{−1} = H ÄÌÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ G ⊂ Aut (X) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ H ĂÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁĄ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ËÏ ŒÓÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍ ÉÚ G Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ H ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ËÁË-ÔÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ŒÅÄÕÝÅÅ ÓÅÂÑ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ËÁËÏÍÕ-ÌÉÂÏ ÎÁÂÏÒÕ ÔÏÞÅË x_1; x_2; : : : ; x_m, ÔÏ Œ H ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÓÔÏÌØ ÖÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ŒÅÄÕÝÉÅ ÓÅÂÑ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ËÏ ŒÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ ÔÏÞÅË ŒÉÄÁ g(x_1); g(x_2); : : : ; g(x_m) Ó ÌÀÂÙÍÉ g ∈ G. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ Œ (n^∘ 5.3) ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H = Stab(1) ⊂ S_4 ÎÅ ÂÙÌÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÄÁŒÁÌÁÓØ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÐÒÉŒÑÚÁÎÎÙÍ Ë ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÞËÅ 1. óÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉ- ÅÊ g = ⟨1; 2⟩ ÐÅÒÅŒÏÄÉÌÏ ŒÓÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÉÚ H Œ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÔÅÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÎÏ ÕÖÅ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÔÏÞËÅ 2. îÁÐÒÏÔÉŒ, ÄÉÜÄÒÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ D_2 ⊂ S_4, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË (1; 2; 3; 4) ; (2; 1; 4; 3) ; (3; 4; 1; 2) ; (4; 3; 2; 1) (ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÑÄÒÏÍ ÜÐÉ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ S_4 � S_3 ÉÚ (n^∘ 4.1.2)), ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ËÏ ŒÓÅÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍ ÞÉÓÅÌ 1; 2; 3; 4 | ÏÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒÏË ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ . õŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ⊂ G ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ Œ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÏÍÏÇÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (n^∘ 5.2.1):

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ⊂ G ÎÏÒÍÁÌØÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X, Œ ËÏÔÏÒÏÍ H ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ŒÓÅÈ ÐÒÅÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÊ, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÎÁ ÍÅÓÔÅ.

5.6. ðÒÏÓÔÙÅ ÇÒÕÐÐÙ. çÒÕÐÐÁ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ {e} É G. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÌÀÂÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÒÏÓÔÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉËÁËÉÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ËÒÏÍÅ {e} É G. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÀ (n^∘ 5.2.1) ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÇÒÕÐÐÙ G ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ G � G^′ ÌÉÂÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÌÉÂÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ŒÓÀ ÇÒÕÐÐÕ G Œ ÅÄÉÎÉÃÕ e^′ ∈ G^′.

ïÄÎÉÍ ÉÚ ËÒÕÐÎÙÈ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ XX ŒÅËÁ ÂÙÌÏ ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÐÉÓËÁ ŒÓÅÈ ËÏ- ÎÅÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÇÒÕÐÐ. œ ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÍÎÏÇÉÅ ÉÚ ÉÄÅÊ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÈÓÑ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏ- ÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÓÐÉÓËÁ, Á ÔÁËÖÅ ŒÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ÍÏÖÎÏ ĂÓÏÂÉÒÁÔØĄ ÉÚ ÐÒÏÓÔÙÈ. ïÄÎÁËÏ, ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ, Á ÐÏËÁ ÞÔÏ ÍÙ ÚÁËÏÎÞÉÍ ÎÁÛÅ ÐÅÒŒÏÅ ÚÎÁËÏÍÓÔŒÏ Ó ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÅÒÉÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÉÇÒÁÀÝÅÊ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ.

5.6.1. ðòåäìïöåîéå. úÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ A_5 ÐÒÏÓÔÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ H ◁ A_5. ôÏÇÄÁ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ g ∈ H Œ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ H ŒÏÊÄÕÔ É ŒÓÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ g Œ A_5. ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ g Œ ÐÏÌÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ S_5 | ÜÔÏ ŒÓÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÔÏÇÏ ÖÅ ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÞÔÏ É g (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ (n^∘ 5.5.1)). ôÁË ËÁË g ÞčÔÎÁ, Åč

1ÐÏÓËÏÌØËÕ g(i), ÔÁË ÖÅ ËÁË É i, ÐÅÒÅÂÉÒÁÅÔ ÂÅÚ ÐÏŒÔÏÒÏŒ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; 2; : : : ; n}, ÏÐÉÓÁÎÉÅ g(i) −→ g(œi) ĂÎÉÞÅÍ ÎÅ ÈÕÖÅĄ ÏÐÉÓÁÎÉÑ i −→ œi | ÏÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÅÇÏ ĂÐÅÒÅÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÍĄ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ g

36 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

ÃÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ ŒÅÓÁ 5 Ó ÞčÔÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÓÔÒÏË ÞčÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ (ÓÍ. (n^∘ 4.1.3)). œÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ 4 ÔÁËÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

;

ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÃÉËÌÁÍ ÄÌÉÎÙ 5, ÃÉËÌÁÍ ÄÌÉÎÙ 3, ÐÁÒÁÍ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ É ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ. åÓÌÉ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ A_5 Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ (n^∘ 4.2.1)), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÜÔÉ ËÌÁÓÓÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ËÁË ÐÏŒÏÒÏÔÙ ÎÁ ÕÇÌÙ 2ık=5 ŒÏ- ËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, ÐÏŒÏÒÏÔÙ ÎÁ ÕÇÌÙ ±2ı=3 ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ, É ÐÏŒÏÒÏÔÙ ÎÁ 180^∘ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅ- ÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÒčÂÅÒ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÁÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ ÐÁÒÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ A; B ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÅÒÅŒÅÄÅÎÁ ŒÒÁÝÅÎÉÅÍ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ Œ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ÔÁËÕÀ ÐÁÒÕ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É Œ ÐÁÒÕ B; A), ŒÓÅ ÐÏŒÏÒÏÔÙ ÎÁ ±2ı=3 ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ Œ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ŒÓÅ ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 3 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÉÎ ËÌÁÓÓ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Œ S_5, ÎÏ É Œ A_5. ðÏ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ Œ A_5 É ŒÓÅ ÐÁÒÙ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ. á ŒÏÔ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ÐÑÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓÐÁÄÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄŒÁ ÒÁÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ: 12 ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÎÁ ÕÇÌÙ ±ı=5 É 12 ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÎÁ ÕÇÌÙ ±2ı=5.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.12. îÅ ÐÒÉÂÅÇÁÑ Ë ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÕ A_5 Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, Á ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÏÌØËÏ ÑŒÎÙÍÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË Œ ÓÔÉÌÅ ÐÒÉÍÅÒÁ (n^∘ 5.5.1), ÄÁÊÔÅ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Œ A_5 ŒÓÅ ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 3, Á ÔÁËÖÅ ŒÓÅ ÐÁÒÙ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ, Á ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 5 ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄŒÁ ËÌÁÓÓÁ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÐÏ 12 ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ É ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÉÚ ÃÉËÌÏŒ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ⟨1; 2; 3; 4; 5⟩, É ÃÉËÌÏŒ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ⟨2; 1; 3; 4; 5⟩.

éÔÁË, Œ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ A_5 ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ 5 ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔÉ: ËÌÁÓÓ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÉÊ 1 ÜÌÅÍÅÎÔ, ËÌÁÓÓ ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 3, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ 20 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÌÁÓÓ ÐÁÒ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ 15 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, É ÄŒÁ ËÌÁÓÓÁ ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 5, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÐÏ 12 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ðÏÓËÏÌØËÕ e ∈ H, Á ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÏŒ ÌÉÂÏ ŒÈÏÄÉÔ Œ H ÃÅÌÉËÏÍ, ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó H, ÐÏÒÑÄÏË ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H ÒÁŒÅÎ |H| = 1 + 12"_1 + 12"_2 + 20"_3 + 15"_4 ; (5-15)

ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ "_k ÒÁŒÅÎ ÌÉÂÏ 1, ÌÉÂÏ 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ (n^∘ 2.2.1) |H| ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ |A_5| = 3 · 4 · 5.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.13. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (5-15) ÄÅÌÉÔ 60 ÔÏÌØËÏ Œ ÄŒÕÈ ÓÌÕÞÁÑÈ: ËÏÇÄÁ ŒÓÅ "_k = 1 É ËÏÇÄÁ ŒÓÅ "_k = 0 ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Œ A_5 ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ É ŒÓÅÊ ÇÒÕÐÐÏÊ A_5, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ A_n Ó n > 5 ÔÏÖÅ ÐÒÏÓÔÙ. õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ. œÌÏÖÉÔÅ An−1 Œ An ËÁË ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÓÉÍŒÏÌÁ n, É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ- ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ An ÏÂÑÚÁÎÁ ÉÍÅÔØ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó An−1 (ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ Œ An−1, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ Ï ÐÒÏÓÔÏÔÅ An−1).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÉÎÄÅËÓÁ 2 Œ ÇÒÕÐÐÅ ŒÓÅÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÇÒÕÐÐÙ A_5 .

õËÁÚÁÎÉÅ. œÓÑËÉÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ A5 ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÃÉËÌ ÄÌÉÎÙ 5 Œ ÃÉËÌ ÄÌÉÎÙ 5 É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 5 Œ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 5.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.16∗. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ŒÎÅÛÎÉÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_6. õËÁÚÁÎÉÅ. îÁÊÄÉÔÅ Œ S6 ÄŒÁ ÒÁÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, É ÐÏÐÙÔÁÊÔÅÓØ ĂÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØĄ ÉÈ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ.