§3. ïÒÂÉÔÙ.

3.1. ïÒÂÉÔÙ. ïÒÂÉÔÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ G ⊂ Aut (X) ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G(x)^{def}= {g(x) | g ∈ G} ;

ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÔÏÞËÉ x, ÐÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÎÅÊ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ G. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÙ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË x_1; x_2 ∈ X ÉÌÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÉÌÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ g_1(x_1) = g_2(x_2) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ g_1; g_2 ∈ G, ÔÏ x_1 = g^{−1}_1 g_2(x_2), É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, G(x_1) ⊂ G(x_2). œÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ g^{−1}_2 g_1(x_1) = x_2, É ÐÏÜÔÏÍÕ G(x_2) ⊂ G(x_1). íÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÁËÏÍÕ ŒÙŒÏÄÕ:

3.1.1. ðòåäìïöåîéå. ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ G ⊂ Aut (X), ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÒÂÉÔ. □

3.1.2. äÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔ. òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÎÁ ÏÒÂÉÔÙ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÎÅ ÔÁË ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ËÁË ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ, É ÒÁÚÎÙÅ ÏÒÂÉÔÙ ÍÏÇÕÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÒÁÚÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË Œ ÏÒÂÉÔÅ (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÏÊ ÜÔÏÊ ÏÒÂÉÔÙ.

þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÄÌÉÎÕ ÏÒÂÉÔÙ G(x) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ g ∈ G, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÔÏÞËÕ x Œ ÓÅÂÑ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ ÇÒÕÐÐÅ G ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ

Stab(x)^{def}= {f ∈ G | f(x) = x} ⊂ G :

üÔÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÉ x. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÅ ÔÏÞËÕ x Œ ÔÏÞËÕ y = g(x) ∈ G(x) (ÌÅÖÁÝÕÀ Œ ÔÏÊ ÖÅ ÏÒÂÉÔÅ, ÞÔÏ É x) ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ g · Stab(x) ÜÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ f(x) = x, ÔÏ gf(x) = y, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ h(x) = y, ÔÏ h ÚÁÐÉÓÙŒÁÑ h Œ ŒÉÄÅ g · g^{−1} · h = g(g^{−1} · h) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ g^{−1}h ∈ Stab(x), ÐÏÓËÏÌØËÕ g^{−1}h(x) = g^{−1}(y) = x.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ g(x) ↭ g · Stab(x) ÚÁÄÁčÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÒÂÉÔÙ G(x) É ÓÍÅÖÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Stab(x).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÉÎÁ ÏÒÂÉÔÙ G(x) ÔÏÞËÉ x ∈ X ÒÁŒÎÁ ÉÎÄÅËÓÕ [G : Stab(x)] Åč ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ (n^∘ 2.2.1) ŒÙÔÅËÁÅÔ:

3.1.3. óìåäóôœéå (æïòíõìá äìñ äìéîù ïòâéôù). |G(x)| = |G| : |Stab(x)| . □

3.1.4. ðÒÉÍÅÒ: ÅÝč ÒÁÚ Ï ÐÏÒÑÄËÁÈ ÇÒÕÐÐ ÐÌÁÔÏÎÏŒÙÈ ÔÅÌ. îÁÛÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÏŒ ÇÒÕÐÐ ÐÑÔÉ ÐÌÁÔÏÎÏŒÙÈ ÔÅÌ, Á ÔÁËÖÅ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÂÝÅÊ ÇÒÕÐÐÙ ÄÉÜÄÒÁ D_n (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒÙ (n^∘ 2.1.4){(n^∘ 2.1.6), ÂÙÌÏ Œ ÓÕÝÎÏÓÔÉ ÎÉ ÞÅÍ ÉÎÙÍ, ËÁË ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÓÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÐÌÁ- ÔÏÎÏŒÁ ÔÅÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÎÕ ÏÒÂÉÔÕ ÇÒÕÐÐÙ G ÜÔÏÇÏ ÔÅÌÁ, É ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ Stab(Œ_1) ŒÅÒÛÉÎÙ 1 | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁŒÛÉÊÓÑ ÎÁÍÉ ËÌÁÓÓ C_1, ÏÔËÕÄÁ |G| = |Stab(Œ_1)| · (ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ). ó ÔÅÍ ÖÅ ÕÓÐÅ- ÈÏÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÏÞËÉ x, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÏÒÂÉÔÁ, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ŒÚÑÔØ ÎÅ ŒÅÒÛÉÎÕ, Á ÃÅÎÔÒ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÇÒÁÎÉ, ÓËÁÖÅÍ, ÃÅÎÔÒ Ç_1 ÐÅÒŒÏÊ ÇÒÁÎÉ. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ ËÁË |G| = |Stab(Ç_1)| · (ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÎÅÊ). ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÙ G(Œ_1) É G(Ç_1) ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÕÀ ÄÌÉÎÕ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.2. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÐÑÔÉ ÐÌÁÔÏÎÏŒÙÈ ÔÅÌ ÎÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ÜÔÏÇÏ ÔÅÌÁ ÐÒÉ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÎÁ ÎÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ É ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÔÅÌÁ. åÓÔØ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÏÒÂÉÔ ÔÁËÉÅ, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÁ ÐÏÒÑÄËÕ ÇÒÕÐÐÙ?

3.1.5. ðÒÉÍÅÒ: ÄÒÕÇÏÊ ŒÙŒÏÄ ÑŒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÍÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔÙ (n^∘ 3.1.3) ÄÌÑ ÐÏÄÓÞčÔÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÓÌÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÂÕËŒÙ Œ ÓÌÏŒÅ w = a_1; a_1; : : : ; a_1

m_1 ÂÕËŒ a_1

; a_2; a_2; : : : ; a_2

m_2 ÂÕËŒ a_2

; : : : : : : : : : ; a_k; a_k; : : : ; a_k

m_k ÂÕËŒ a_k

; (3-1)

ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ n = m_1 + m_2 + · · · + m_k ÂÕËŒ. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ S_n ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ n- ÂÕËŒÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÂÕËŒ. éÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÁ ÏÒÂÉÔÙ S_n(w) ÓÌÏŒÁ (3-1) 16

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ. óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ Stab(w) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÂÕËŒ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ É ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË |Stab(w)| = m_1! · m_2! · · · · · m_k!. ðÏÜÔÏÍÕ

|S_n(w)| = |S_n|=|Stab(w)| =

(m_1 + m_2 + · · · + m_k)!

m_1! · m_2! · · · · · m_k! :

3.1.6. ðÒÉÍÅÒ: ÒÁÓËÌÁÄËÉ ÓÏÌÏÍÉÎÏË ÐÏ ÓÔÁËÁÎÁÍ. ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ, ÓËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏ- ÖÉÔØ ÐÑÔØ ÒÁÚÎÏÃŒÅÔÎÙÈ ÓÏÌÏÍÉÎÏË ÐÏ ÔÒčÍ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍ ÓÔÁËÁÎÁÍ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ŒÓÅ ÐÑÔØ ÓÏÌÏÍÉÎÏË, ÎÏ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÓÔÁËÁÎÏŒ ÏÓÔÁŒÁÌÉÓØ ÐÕÓÔÙÍÉ. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÃŒÅÔÁ ÓÏÌÏÍÉÎÏË ÃÉÆÒÁÍÉ 1 , 2 , 3 , 4 , 5. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÒÁÓËÌÁÄÏË ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ S_5, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÓÏÌÏÍÉÎËÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ. üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÓÏÌÏÍÉÎÏË, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈ- ÓÑ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÔÁËÁÎÏŒ, É ÅÇÏ ÏÒÂÉÔÙ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ ÓÏÌÏÍÉÎÏË ÐÏ ÓÔÁËÁÎÁÍ. ëÁÖÄÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÄÏÂÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÏÊ^1, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÌÏÍÉÎËÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ ÓÔÁËÁÎÅ, ÒÉÓÕÀÔÓÑ ÐÏÌÏÓËÏÊ ÉÚ ËÌÅÔÏË (ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÓÏÌÏÍÉÎÏË), É ÜÔÉ ÐÏÌÏÓËÉ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÐÏÄ ÄÒÕÇÏÍ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÕÂÙŒÁÎÉÑ ËÏ- ÌÉÞÅÓÔŒÁ ÓÏÌÏÍÉÎÏË. œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ 5 ÔÁËÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ^2: ; Ô. Å. ÇÒÕÐÐÁ S_5 ÉÍÅÅÔ 5 ÏÒÂÉÔ, É ËÁÖÄÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÊ ËÌÅÔÏË ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÅÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÃÉÆÒÁÍÉ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 (ËÁÖÄÁÑ ÃÉÆÒÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ). óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÒÁÓËÌÁÄËÉ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÍÏÊ ÔÁËÏÊ ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÏÊ ÃÉÆÒÁÍÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ- ŒÏË ÃÉÆÒ, ÓÔÏÑÝÉÈ Œ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ (Ô. Å. ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÓÏÌÏÍÉÎÏË ŒÎÕÔÒÉ ÏÄÎÏÇÏ ÓÔÁËÁÎÁ), Á ÔÁËÖÅ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÓÔÒÏË ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÄÌÉÎÙ (Ô. Å. ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÓÔÁËÁÎÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏÌÏÍÉÎÏË). þÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ | Stab ( 1 2 3 4 5 ) | = 5! = 120 | | | Stab ( 1 2 3 4 5 ) | | | = 4! = 24 · 1! | | | | Stab ( 1 2 3 4 5 ) | | | = 3! · 2! = 12 | | | | | Stab

1 2 3 4 5

| | | | | = 3! · 1! · 1! · 2! = 12 | | | | | Stab 1 2 3 4 5

| | | | | = 2! · 2! · 1! · 2! = 8 ;

É ÄÌÉÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÏÒÂÉÔ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÒÁŒÎÙ | | S_5 ( 1 2 3 4 5 ) | | = 120 120 = 1 | | | | S^5 ( 1 2 3 4 5 ) | | | = 120 24 = 5 | | | S^5 ( 1 2 3 4 5 ) | | | = 120 12 = 10 | | | | | S_5

1 2 3 4 5

| | | | | = 120 12 = 10 | | | | | S_5 1 2 3 4 5

| | | | | = 120 8 = 15 :

éÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ 41 ÓÐÏÓÏÂ ÒÁÓËÌÁÄËÉ ÐÑÔÉ ÒÁÚÎÙÈ ÓÏÌÏÍÉÎÏË ÐÏ ÔÒčÍ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍ ÓÔÁËÁÎÁÍ.

3.2. ãÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ. ðÕÓÔØ X = {1; 2; : : : ; n} É g ∈ S_n = Aut (X) | ËÁËÁÑ-ÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ g Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ x ∈ X, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË x^g−→ g(x)^g−→ g^2(x)^g−→ g^3(x)^g−→ · · · :

1ÔÁËÉÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ 2ÎÁ ÐÅÒŒÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ŒÓÅ ÓÏÌÏÍÉÎËÉ ÐÏÐÁÌÉ Œ ÏÄÉÎ ÓÔÁËÁÎ; ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ: ÞÅÔÙÒÅ | Œ ÏÄÉÎ, É ÅÝč ÏÄÎÁ | Œ ÄÒÕÇÏÊ, ÎÁ ÔÒÅÔØÅÊ: ÔÒÉ | Œ ÏÄÉÎ, ÄŒÅ | Œ ÄÒÕÇÏÊ; ÎÁ ÞÅÔŒčÒÔÏÊ: ÔÒÉ | Œ ÏÄÉÎ, É ÅÝč ÐÏ ÏÄÎÏÊ | Œ ÄŒÁ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÓÔÁËÁÎÁ; ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ: ÐÏ ÄŒÅ | Œ ÄŒÁ ÓÔÁËÁÎÁ, É ÏÄÎÁ | Œ ÔÒÅÔÉÊ

œ ÓÉÌÕ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Œ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÄÕÔ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, É ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g ÂÉÅËÔÉŒÎÏ, ÓÁÍÙÍ ÐÅÒŒÙÍ ÉÚ ÐÏŒÔÏÒÉŒÛÉÈÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÕÄÅÔ ÓÔÁÒÔÏ- ŒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ^1 x :

x −→ g(x) −→ g^2(x) −→ · · · −→ g^{k−1}(x) −→ x = g^k(x) : (3-2) âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÂÉÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ G ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÃÉËÌÁ (ÎÁÞÉÎÁÀ- ÝÉÅÓÑ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞÅË x É y) ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÒÁÓÐÁÄčÔÓÑ Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÃÉËÌÏŒ ŒÉÄÁ (3-2). üÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÉÎÁÞÅ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÒÂÉÔÙ ÇÒÕÐÐÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÉÔÅÒÁÃÉÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ g É ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÎÅÊ. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ g É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

⟨g⟩^{def}= { : : : ; g^{−2}; g^{−1}; Id; g; g^2; : : : } ; ÇÄÅ g^{−k def}= g^{−1}g^{−1} · · · g^{−1}

k ÒÁÚ

ÐÒÉ k ∈ N : (3-3)

îÁÐÒÉÍÅÒ^2, g = (6; 5; 4; 1; 8; 3; 9; 2; 7) ∈ S_9 ÒÁÚÂÉŒÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {1; 2; : : : ; 9} ÎÁ ÔÒÉ ÃÉËÌÁ: 1^g−→ 6^g−→ 3^g−→ 4^g−→ 1 2^g−→ 5^g−→ 8^g−→ 2 7^g−→ 9^g−→ 7 ;

(3-4)

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÓÏÂÏÀ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ (3-3), ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 12 ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ g = (6; 5; 4; 1; 8; 3; 9; 2; 7) = g^{−11} g^2 = (3; 8; 1; 6; 2; 4; 7; 8; 9) = g^{−10} g^3 = (4; 2; 6; 3; 5; 1; 9; 2; 7) = g^{−9} g^4 = (1; 5; 3; 4; 8; 6; 7; 5; 9) = g^{−8} g^5 = (6; 8; 4; 1; 2; 3; 9; 2; 7) = g^{−7} g^6 = (3; 2; 1; 6; 5; 4; 7; 8; 9) = g^{−6} g^7 = (4; 5; 6; 3; 8; 1; 9; 5; 7) = g^{−5} g^8 = (1; 8; 3; 4; 2; 6; 7; 2; 9) = g^{−4} g^9 = (6; 2; 4; 1; 5; 3; 9; 8; 7) = g^{−3} g^{10} = (3; 5; 1; 6; 8; 4; 7; 5; 9) = g^{−2} g^{11} = (4; 8; 6; 3; 2; 1; 9; 2; 7) = g^{−1} Id = g^{12} = (1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9)

(3-5)

(ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÃÉËÌÙ (3-4) ÓÔÏÑÔ Œ ÐÒÁŒÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ).

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ÐÏ ËÒÕÇÕ ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ m ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ^3 i_1 −→ i_2 −→ i_3 −→ · · · −→ i_{m−1} −→ i_m −→ i_1 ; (3-6) Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ, ÃÉËÌÏÍ ÄÌÉÎÙ m É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÁËÏÊ ÃÉËÌ ÞÅÒÅÚ ⟨i_1; i_2; : : : ; i_m⟩ :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÃÉËÌÁ c_1; c_2 ∈ G_n ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ (Ô. Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ c_1c_2 = c_2c_1) ÒÏŒÎÏ Œ ÄŒÕÈ ÓÌÕÞÁÑÈ: ËÏÇÄÁ c^m_1 = c_2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m ∈ N, ÉÌÉ ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÈ Œ ÎÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.

1ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ: ÅÓÌÉ g^m(x) = g^k(x) ÐÒÉ m ¿ k, ÔÏ ÐÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ g^{−k} ÐÏÌÕÞÉÍ g^{m−k}(x) = x 2ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ n^∘ 1.3.1 3ÞÉÓÌÁ i1; i2; : : : ; im ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍÉ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÉÌÉ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ

ãÉËÌÙ, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ. éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ g ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÃÉËÌÏŒ, ÐÒÉÞčÍ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ É ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÎÁ ÏÒÂÉÔÙ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ g.

îÁÂÏÒ ÄÌÉÎ ÃÉËÌÏŒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÄÁÎÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ g ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Åč ÃÉËÌÏŒÙÍ ÔÉÐÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ˘(g). ãÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ Œ ŒÉÄÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ | ŒÙÒÏŒÎÅÎÎÏÇÏ ÐÏ ÌÅŒÏÍÕ ËÒÁÀ ÎÁÂÏÒÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ËÌÅÔÞÁÔÙÈ ÐÏÌÏÓÏË, ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁ- ÀÝÅÊ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ ÄÌÉÎÙ. ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÐÏÌÏÓËÁ ÓÉÍŒÏÌÉÚÉÒÕÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÃÉËÌ. ôÁË, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ ŒÙÛÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ

g = (6; 5; 4; 1; 8; 3; 9; 2; 7) = ⟨1; 6; 3; 4⟩⟨2; 5; 8⟩⟨7; 9⟩ =

1 6 3 4 2 5 8 7 9 ÉÍÅÅÔ ÃÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ ˘(g) = . œÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÉÓÏŒÁÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ, ÍÙ ÄÌÑ ÜËÏÎÏÍÉÉ ÂÕÍÁÇÉ ÉÎÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÐÒÏÓÔÏ ŒÙÐÉÓÙŒÁÔØ Œ ÓÔÒÏÞËÕ ÄÌÉÎÙ Åč ÓÔÒÏË. ôÁË, ÚÁÐÉÓØ

˘(g) = (˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_m) ; ÇÄÅ ˘_1 � ˘_2 � · · · � ˘_m � 0

ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ g ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ � m ÃÉËÌÏŒ, ÄÌÉÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÔØ ˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_m. îÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ˘(6; 5; 4; 1; 8; 3; 9; 2; 7) = (4; 3; 2)

þÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ˘, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Åč ŒÅÓÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ |˘|. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÃÉËÌÏŒÙÅ ÔÉÐÙ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÉÚ S_n ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ ŒÅÓÁ n. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ Ó ÃÉËÌÏŒÙÍ ÔÉÐÏÍ ˘ = (1; 1; : : : ; 1) (ÏÎ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ- ÓÔÏÌÂÃÏÍ ŒÙÓÏÔÙ n É ÛÉÒÉÎÙ 1) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ Id. äÉÁÇÒÁÍÍÅ ˘ = (n) (ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÄÌÉÎÙ n) ÏÔŒÅÞÁÀÔ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÃÉËÌÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÐÏ ËÒÕÇÕ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.4. óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ S_n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n ?

3.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÉÚ S_n ÉÍÅÀÔ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÃÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ –? ðÕÓÔØ ÄÉÁÇÒÁÍ- ÍÁ àÎÇÁ – ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ m_1 ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ 1, m_2 ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ 2, . . . , m_n ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ^1 n. úÁÐÏÌÎÉÍ Åč ËÌÅÔËÉ ÞÉÓÌÁÍÉ 1; 2; : : : ; n ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÏÓØ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, É ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÍ ÓÔÒÏËÉ ËÁË ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÃÉËÌÙ, ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ÓÄŒÉÇÁÀÝÉÅ ÓÔÏÑÝÉÅ Œ ÎÉÈ ÞÉÓÌÁ.

óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ S_n ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÔÁËÉÈ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÃÉÆÒ, Á ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÅÊ- ÓÔŒÕÅÔ É ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ –, ÐÒÉÞčÍ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÎÕ ÏÒÂÉÔÕ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ. äÌÉÎÁ ÜÔÏÊ ÏÒÂÉÔÙ É ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÏÅ ÎÁÍÉ ÞÉÓÌÏ. óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÄÁÎÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒ- ËÉ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÊ ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ ËÏÎËÒÅÔÎÙÍ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ – ÞÉÓÌÁÍÉ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÃÉËÌÏŒ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÄÌÉÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ, Á ÔÁËÖÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÃÉÆÒ Œ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ, Ô. Å. ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ

|Stab(–)| = 1^{m1} · m_1! · 2^{m2} · m_2! · · · · · n^{mn} · m_n! = n∏ ff=1 ¸^{mff} m_ff! (3-7)

ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË. óÔÏÑÝÅÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ z_˘. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔÙ (n^∘ 3.1.3) ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, ÒÁÓÐÁÄÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ m_1 ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 1, m_2 ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 2, . . . , m_n ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n (ŒÓÅ ÃÉËÌÙ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ) ÒÁŒÎÏ n! z_˘ = n! 1^{m1} · m_1! · 2^{m2} · m_2! · · · · · n^{mn} · m_n! ; ÇÄÅ m_1–_1 + m_2–_2 + · · · + m_n–_n = n . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ n!=z_˘, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ŒÓÅÇÄÁ^2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ É ∑ |˘|=n 1 z_˘ = 1 1ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ m1˘1 + m2˘2 + · · · + mn˘n = n É ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ mi Ó ÎÅÉÚÂÅÖÎÏÓÔØÀ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÅ 2Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ˘ ŒÅÓÁ n

(ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ŒÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ – ŒÅÓÁ n).

3.3. ãÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ É ÐÏÒÑÄËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ G É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ g ∈ G. îÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ G, ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÁÑ g, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ⟨g⟩ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ g. ïÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ^1 g^m ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ g. åÓÌÉ ŒÓÅ ÜÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ g ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐÁÈ G.

åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ŒÉÄÁ g^m ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ^2, ÓËÁÖÅÍ, g^m = g^k ÄÌÑ ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÈ m ¿ k, ÔÏ ÐÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ g^{−k}, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ g^{m−k} = Id. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ g ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË, É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ n ∈ N, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ g^n = Id, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g.

çÒÕÐÐÁ ⟨g⟩ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ n ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ

Id; g; g^2; : : : ; g^{n−1} (3-8)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÃÅÌÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ m Œ ŒÉÄÅ m = q · n + r, ÇÄÅ ÏÓÔÁÔÏË r ÚÁËÌÀÞčÎ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ 0 � r � (n−1), ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ g^m = (g^n)^q g^r = Id^qg^r = g^r. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÓÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ (3-8) ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ g^r = g^s Ó 0 � r ¡ s ¡ n ÐÏÌÕÞÁÌÏÓØ ÂÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g^{s−r} = Id, Œ ËÏÔÏÒÏÍ 0 ¡ (s − r) ¡ n ŒÏÐÒÅËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÒÑÄËÁ n ÜÌÅÍÅÎÔÁ g.

éÔÁË, Œ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÒÑÄ- ËÏÍ |⟨g⟩| ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ ÉÍ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ

3.3.1. óìåäóôœéå. ðÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÃÅÌÏ ÄÅÌÉÔ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐ- ÐÙ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ g^{|G|} = Id ∀ g ∈G . □

3.3.2. ðÒÉÍÅÒ: ÐÏÒÑÄÏË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ g ∈ S_n ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ –(g) = (–_1; –_2; : : : ; –_m) ÒÁŒÅÎ

|⟨g⟩| = ÎÏË(–_1; –_2; : : : ; –_m) ;

Ô. Å. ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, ÎÁÃÅÌÏ ÄÅÌÑÝÅÍÕÓÑ ÎÁ ÄÌÉÎÙ ŒÓÅÈ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÃÉËÌÏŒ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ g. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÒÑÄÏË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ

S_{12} ∋ (3; 12; 7; 9; 10; 4; 11; 1; 6; 2; 8; 5) = ⟨1; 3; 7; 11; 8⟩⟨2; 12; 5; 10⟩⟨4; 9; 6⟩

ÒÁŒÅÎ 5 · 4 · 3 = 60.

3.3.3. ãÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ. çÒÕÐÐÁ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ G = ⟨g⟩ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ G. ðÒÉÍÅÒÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ T_v ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏŒ (ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ) ÎÁ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ËÒÁÔÎÙÅ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ (ÓÄŒÉÇÁ ÎÁ ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ 0 = 0 · v) É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÅÒÉÉ ÓÄŒÉÇÏŒ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ ±v, ±2v, ±3v, . . .

ãÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÒÑÄËÁ n | ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ¯_n ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÏŒ (n^∘ 2.1.2) É (n^∘ 2.2.2). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÃÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÐÏÒÑÄËÁ n, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÕÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ g ÍÏÖÎÏ ÏÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÅÒÅÈÏÄÉÌÉ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ | ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ g^k Œ ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ 2ßk=n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅ ÃÉËÌÉÞÅ- ÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏÒÑÄËÁ n ÕÓÔÒÏÅÎÙ ĂÏÄÉÎÁËÏŒÏĄ. ôÏÞÎÙÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÎÉÖÅ Œ §4, Á ÓÅÊÞÁÓ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝč ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ.

3.3.4. ðÒÉÍÅÒ: ŒÓÑËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, ÐÒÉÞčÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÇÏ Åč ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ g ∈ G, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ |⟨g⟩| ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÄÏÌÖÅÎ ÎÁÃÅÌÏ ÄÅÌÉÔØ |G|, ÞÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ |⟨g⟩| = |G|, Ô. Å. ⟨g⟩ = G.

1ÐÏÄ g^{−n} Ó n ∈ N ÍÙ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÐÏÎÉÍÁÅÍ ` g^{−1}

´_m , Á g^0 = Id, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ

2ÞÔÏ Ó ÎÅÉÚÂÅÖÎÏÓÔØÀ ÐÒÏÉÚÏÊÄčÔ, ÅÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ G ËÏÎÅÞÎÁ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.5. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÁ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÁ D_2 ?

3.3.5. ðÒÉÍÅÒ: ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ. ïÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ g ÐÏÒÑÄËÁ 2, Ô. Å. ÔÁËÉÅ ÞÔÏ g ≠ Id, ÎÏ g^2 = Id, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑÍÉ. éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ | ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÔÎÙ ÓÁÍÉ ÓÅÂÅ: g^2 = Id ⇐⇒ g = g^{−1}. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ g ∈ S_n ÂÙÌÁ ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ Œ Åč ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÃÉËÌÏŒ ÎÅ ÂÙÌÏ ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ � 3. ãÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 2 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑÍÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑËÁÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ Œ S_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉ- ÃÉÉ ÄŒÕÈ ÉÎŒÏÌÀÃÉÊ.

ðÏÄÓËÁÚËÁ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒØÔÅ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÉÎŒÏÌÀÃÉÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÃÉËÌ^1

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ (ÍÎÏÇÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ) ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ) ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ G ÌÀÂÁÑ ÐÁÒÁ ÎÅ ÒÁŒÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÉÎŒÏÌÀÃÉÊ g_1, g_2 ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ^2, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÄÉÜÄÒÁ. ðÕÓÔØ ÐÏÒÑÄÏË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ g_1g_2 ÒÁŒÅÎ n. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ n � 2, ÐÏÓËÏÌØËÕ g_1 ≠ g_2 = g^{−1}_2 . îÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ g_1 É g_2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÞÅÒÅÄÕÀÝÉÈÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ g_1g_2g_1g_2 : : : É g_2g_1g_2g_1 : : : . äÏÍÎÏÖÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

Id = (g_1g_2)^n = g_1g_2g_1g_2 : : : g_1g_2

n ÐÁÒ

ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ g_2 (É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ g^2 = Id), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ g_2 = g_1g_2g_1 : : : , ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÅÅ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ËÁÖÄÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÉÄÁ g_2g_1g_2g_1 : : : ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÉÄÁ g_1g_2g_1g_2 : : : (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÐÅÒŒÕÀ ÂÕËŒÕ g_2 ŒÙÒÁÖÅÎÉÅÍ g_2 = g_1g_2g_1 : : : ). ðÏÓËÏÌØËÕ (g_1g_2)^n = Id, ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÉÄÁ g_1g_2g_1g_2 : : : ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÏ ÄÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2n−1 ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÎÅ ÒÁŒÎÏ Id.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ g_1g_2g_1 · · · = Id, ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÌÅŒÁ ÄÏÌÖÎÏ ËÏÎÞÁÔØÓÑ ÎÁ g_1, Ô. Ë. ÉÎÁÞÅ ÐÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ g_1g_2 ÂÙÌ ÂÙ ÍÅÎØÛÅ n. õÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÅŒÁ É ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ g_1 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÁÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g_2g_1g_2 : : : g_2 = Id Ó ÎÁ ÄŒÁ ÍÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ Ó ÄŒÕÈ ÓÔÏÒÏÎ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ g_2 É Ô. Ä. üÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ Œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ ÐÒÉŒÅÄčÔ ÌÉÂÏ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ g_1 = Id, ÌÉÂÏ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ g_2 = Id, ÞÔÏ ÎÅ ÔÁË.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.8. ðÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ 2n − 1 ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ g_1g_2g_1g_2 : : : ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÁÑ ÄŒÕÍÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑÍÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É 2n − 1 ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ g_1g_2g_1 : : : . óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑÍ g_1 É g_2 ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄŒÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÏÓÅÊ ‘_1 É ‘_2 (ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÐÒÉ ÞčÔÎÏÍ n ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ ı=n, Á ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÏÍ n | ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 2ı=n ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ), Á ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÕÀ ÓÏÂÏÀ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 1.12 ÐÒÉ ÞčÔÎÏÍ n ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ 2ı=n, Á ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÏÍ n | ÎÁ ÕÇÏÌ 2 · (2ı=n) ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ ÏÔ ‘_2 Ë ‘_1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÑ 2n − 1 ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ g_1g_2g_1g_2 : : : Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ËÏÍ- ÐÏÚÉÃÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÕÀ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÇÒÕÐÐÏÊ ÄÉÜÄÒÁ D_n É ÇÒÕÐÐÏÊ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑÍÉ g_1 É g_2.

1ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÄŒÕÈ ÏÓÅŒÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀ- ÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÕÄŒÏÅÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÓÒ. Ó ÕÐÒ. 1.12

2ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ g1; g2; : : : ; gn ∈ G, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ⊂ G, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ŒÓÅ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ; ÔÁËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ gi É ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë ÎÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ g^{−1}_i