§1. íÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

1.1. óÉÍŒÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÎÁÎÏÓÉÔ ÂÏÌØÛÏÇÏ ŒÒÅÄÁ ŒÏÓÐÒÉÑÔÉÀ ÔÅËÓÔÁ, ÍÙ Œ ÜÔÉÈ ÚÁÐÉÓËÁÈ ÉÎÏÇÄÁ ŒÕÌØÇÁÒÎÏ ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÓÌÏŒÅÓÎÙÅ ÏÂÏÒÏÔÙ ÉÈ ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÙÍÉ ÓÏËÒÁÝčÎÎÙÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ:

N, Z, Q, R É C | ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ , ÃÅÌÙÈ , ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ , ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ É ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

⇒ É ⇐⇒ | ĂŒÌÅÞčÔĄ É ĂÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏĄ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, k ∈ Z ⇒ k(k + 1)=2 ∈ Z; ÉÌÉ: x | ÞčÔÎÏ ⇐⇒ x = 2k, ÇÄÅ k ∈ Z.

∀ | ĂÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏĄ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ: ∀ k ∈Z k(k + 1)=2 ∈ Z .

∃ | ĂÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔĄ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ: x ∈ Z ÞčÔÎÏ, ÅÓÌÉ ∃ k ∈ Z , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ x = 2k .

: | ĂÔÁËÏÊ ÞÔÏĄ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ: x ∈ Z ÞčÔÎÏ, ÅÓÌÉ ∃ k ∈ Z : x = 2k .

{ x ∈ X | : : : } | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ x ∈ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÏ Ă . . . Ą; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÁ {x ∈ Z | ∃k ∈ Z : 2k = x} ÚÁÄÁčÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÞčÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ .

{ : : : } | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÞÅÇÏ-ÔÏ, ÞÔÏ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅËÓÔÏÍ Ă . . . Ą; ÎÁÐÒÉÍÅÒ: {ÞčÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ} .

1.2. íÎÏÖÅÓÔŒÁ. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ^1, ÏÓÔÁŒÁÑÓØ ÐÒÉ ÉÎÔÕ- ÉÔÉŒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÈ Ï ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËÁË ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ĂÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ^2Ą. üÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÔÁËÏŒÙ. ëÁÖÄÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÅÇÏ ÔÏÞËÁÍÉ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÄÁÎÏ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÐÒÏ ÌÀÂÏÊ ÏÂSSÅËÔ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÎ ÔÏÞËÏÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÌÉ ÎÅÔ. ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ X ÚÁÐÉ- ÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË x ∈ X. œÓÅ ÔÏÞËÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÁÚÌÉÞÎÙ. äŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁŒÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÕÓÔÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∅. íÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Y (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: X ⊂ Y ), ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ X ÌÅÖÉÔ ÔÁËÖÅ É Œ Y . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X É Y ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ∪ Y , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÒÉÎÁÄ- ÌÅÖÁÝÉÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ; ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ∩ Y , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉ- ÅÍ; ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ∖ Y , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ Y , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ (ŒËÌÀÞÁÑ ÐÕÓÔÏÅ É ŒÓč ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ) ÉÍÅÅÔÓÑ Õ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. íÏÖÎÏ ÌÉ ŒÙÒÁÚÉÔØ:

Á) ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÎÏÓÔØ? Â) ÒÁÚÎÏÓÔØ ÞÅÒÅÚ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ É ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ? åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Y É Z, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ Y ∩ Z = ∅, ÔÏ ÜÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË X = Y ⊔ Z É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÙÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ X × Y , ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÁÒÙ (x; y) Ó x ∈ X, y ∈ Y , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÍ (ÉÌÉ ÐÒÑÍÙÍ) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X É Y .

1ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ ŒÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔÅÓØ Ó ÎÉÍÉ Œ ËÕÒÓÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ 2ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ËÁË É Œ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÉ, ÎÁÄÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ ŒÙ- ÒÁÚÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÒÅÄÓÔŒ (ĂÑÚÙËĄ) É ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÍÉ ĂÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÑÍÉĄ É ĂÏÂSSÅËÔÁÍÉĄ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÜÔÏÇÏ ÑÚÙËÁ; ÏÄÎÁËÏ ÐÒÅÖÄÅ, ÞÅÍ ÐÒÉÄÕÍÙŒÁÔØ ÎÏŒÙÊ ÑÚÙË ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÒÁÚÕÍÎÏ ÓÐÒÏÓÉÔØ ÓÅÂÑ, ÞÅÇÏ ÍÙ ÏÔ ÎÅÇÏ ÈÏÔÉÍ; ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÊ Ë ÑÚÙËÕ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÙ ÂÕÄÅÔÅ ÉÚÕÞÁÔØ Œ ËÕÒÓÅ ÌÏÇÉËÉ, ËÁË ÒÁÚ É ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ÎčÍ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ŒÓč, ÞÅÍÕ ŒÁÓ ÏÂÕÞÁÔ Œ ËÕÒÓÁÈ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÁÎÁÌÉÚÁ 3

1.3. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^f� Y ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y | ÜÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ f(x) ∈ Y , ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ÐÏ x. üÔÁ ÔÏÞËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÏÞËÉ x ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË x, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÅÎ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ y ∈ Y ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

f^{−1}(y)^{def}= {x ∈ X | f(x) = y}

É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏÍ^1 ÔÏÞËÉ y. ðÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÁË ÐÕÓÔÙÍ, ÔÁË É ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÍÎÏÇÉÈ ÔÏÞÅË. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ y ∈ Y , ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅÐÕÓÔÏÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

im (f)^{def}= {y ∈ Y | f^{−1}(y) ≠ ∅} = {y ∈ Y | ∃ x ∈ X : f(x) = y}

É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X^f� Y .

äŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X^f� Y É X^g� Y ÒÁŒÎÙ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ: f(x) = g(x) ∀ x∈X . íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Hom(X; Y ). ðÒÉ X = Y ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X � X ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X É ÐÉÛÕÔ End(X) ŒÍÅÓÔÏ Hom(X; X). õ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÜÎÄÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ X^{IdX}� X, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ÓÁÍÏÇÏ ÓÅÂÑ: ∀ x∈X Id_X (x) = x .

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^f� Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ^2, ÅÓÌÉ im (f) = Y , Ô. Å. ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈Y ÎÅ ÐÕÓÔ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ^3, ÅÓÌÉ x_1 ≠ x_2 ⇒ f(x_1) ≠ f(x_2), Ô. Å. ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ. ðÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ (ÓÏÏÔŒ. ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ), ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÅÇÏ ÓÔÒÅÌËÏÊ X^⊂ � Y (ÓÏÏÔŒ. X � Y ).

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^f� Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ^4, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ y ∈ Y ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ x ∈ X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(x) = y. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÂÉÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÂÉÅË- ÃÉÉ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ X^∼� Y . éÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ X^∼� X ÞÁÝÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÉÌÉ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÑÍÉ. œ ĂÖÉÔÅÊÓËÏÍĄ ÐÏÎÉÍÁÎÉÉ, ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÜÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Aut (X).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ŒÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Á) {0; 1; 2} � {0; 1}; Â) {0; 1} � {0; 1; 2} . óËÏÌØ- ËÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÈ É ÓËÏÌØËÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. ëÁËÉÅ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ: Z^{x→x2}� Z ; N^{x→x2}� N ; Z^{x→7x;}� Z ; R^{x→7x;}� R ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ Á) ÂÉÅËÃÉÑÍÉ, Â) ÉÎSSÅËÃÉÑÍÉ, Œ) ÓÀÒØÅËÃÉÑÍÉ?

1.3.1. ðÒÉÍÅÒ: ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÓÌÏŒÁ. ðÕÓÔØ X = {x_1; x_2; : : : ; x_n}, Y = {y_1; y_2; : : : ; y_m}. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ X^f� Y ŒÙÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ÒÑÄ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ÎÁÂÏÒ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ:

w(f)^{def}= (f(x_1); f(x_2); : : : ; f(x_n)) (1-1)

É ÂÕÄÅÍ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÅÇÏ ËÁË n-ÂÕËŒÅÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÅ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ m-ÂÕËŒÅÎÎÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ

y_1 y_2 : : : y_m :

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ {1; 2}^f� {1; 2; 3} É {1; 2; 3}^g� {1; 2; 3}

1Á ÔÁËÖÅ ÓÌÏÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ y 2Á ÔÁËÖÅ ÓÀÒØÅËÔÃÉÅÊ ÉÌÉ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ 3Á ÔÁËÖÅ ÉÎSSÅËÃÉÅÊ, ÉÌÉ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ 4Á ÔÁËÖÅ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÉÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ

ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÓÌÏŒÁ w(f) = (3; 2) É w(g) = (1; 2; 2), ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ÂÕËŒ ÔÒčÈÂÕËŒÅÎÎÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ {1; 2; 3}. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

w : Hom(X; Y )^∼� {n-ÂÕËŒÅÎÎÙÅ ÓÌÏŒÁ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ y_1 y_2 : : : y_m} (1-2)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ.

1.3.2. ðòåäìïöåîéå. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y | ÉÚ m, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Hom(X; Y ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ m^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W_m(n) ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ n-ÂÕËŒÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÁÌÆÁŒÉÔÁ ÉÚ m ÂÕËŒ. œÙÐÉÛÅÍ ŒÓÅ ÜÔÉ ÓÌÏŒÁ ÎÁ m ÓÔÒÁÎÉÃÁÈ, ÐÏÍÅÓÔÉŒ ÎÁ i-ÔÕÀ ÓÔÒÁÎÉÃÕ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ i-ÔÕÀ ÂÕËŒÕ ÁÌÆÁŒÉÔÁ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÁÎÉÃÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÐÏ W_m(n − 1) ÓÌÏŒ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ W_m(n) = m · W_m(n − 1) = m · m · W (n − 2) = · · · = m^{n−1} · W (1) = m^n. □

1.3.3. ðòåäìïöåîéå. õ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ n! ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X = {x_1; x_2; : : : ; x_n}. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ Œ n^∘ 1.3.1 ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (1-2) ÍÅÖÄÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑÍÉ É ÓÌÏŒÁÍÉ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÂÉÅËÃÉÑÍÉ X^f� X É n- ÂÕËŒÅÎÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ (Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ x_1; x_2; : : : ; x_n), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ËÁÖÄÕÀ ÂÕËŒÕ x_i ÒÏŒÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ ÞÅÒÅÚ V (n) É ŒÙÐÉÛÅÍ ÉÈ ÐÏ ÁÌÆÁŒÉÔÕ ÎÁ n ÓÔÒÁÎÉÃÁÈ, ÐÏÍÅÓÔÉŒ ÎÁ i-ÔÕÀ ÓÔÒÁÎÉÃÕ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ x_i. îÁ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÁÎÉÃÅ ÂÕÄÅÔ ÒÏŒÎÏ V (n − 1) ÓÌÏŒ, ÏÔËÕÄÁ V (n) = n · V (n − 1) = n · (n − 1) · V (n − 2) = · · · = n · (n − 1) · (n − 2) · · · · · 2 · 1 . □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5 (ĂÐÒÉÎÃÉÐ äÉÒÉÈÌÅĄ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ: Á) X ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ; Â) ∃ ŒÌÏÖÅÎÉÅ X^⊂ � X, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ;

Œ) ∃ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅ X � X, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.6. óÞčÔÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Aut (N)?

1.4. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. óÏ ŒÓÑËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ X^f� Y ÓŒÑÚÁÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ X Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ | ÐÏÌÎÙÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏ- ÞÅË y ∈ Y . ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁÄÁÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^f� Y | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ X Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ÜÔÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏÞËÁÍÉ y ∈ im (f) : X = ⨆ y∈im (f)

f^{−1}(y) : (1-3)

ôÁËÏÊ ŒÚÇÌÑÄ ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÅÎ.

1.4.1. ðÒÉÍÅÒ: ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ (n^∘ 1.3.2){(n^∘ 1.3.3). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Map_{m;n} ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X_n Œ m-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y_m, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ X_n É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

ev_x : Map_{m;n}^{f →f (x)} � Y_m ; (1-4)

ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ X_n^f� Y_m ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ x. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÙ- ÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ. ðÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ (n − 1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X_{n−1} = X_n ∖ {x} (ÐÏ- ÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ŒÙËÉÄÙŒÁÎÉÅÍ ÉÚ X ÔÏÞËÉ x) Œ Y_m:

ev^{−1}_x (y) = {X_n^f� Y_m | f(x) = y} ≃ Hom(X_{n−1}; Y_m) ;

òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (1-3) ÏÚÎÁÞÁÅÔ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Map_{m;n} ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ m ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Map_{m;(n−1)}. ðÏÜÔÏÍÕ^1

|Map_{m;n}| = m · |Map_{m;(n−1)}| = m · m · |Map_{m;(n−2)}| = · · · = m^{n−1} · |Map_{m;1}| = m^n :

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S_n ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X_n, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ x ∈ X_n É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

ev_x : S_n^{f →f (x)} � X_n :

1ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ |M| ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M

6 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

ðÏŒÔÏÒÑÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ S_n ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÓÌÏčŒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ev_x, ÐÒÉÞčÍ ÓÌÏÊ ev^{−1}_x (x^′) ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ x^′ ∈ X_n, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅÈ ÂÉ- ÅËÃÉÊ X_n^∼� X_n, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ x Œ x^′, ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ŒÓÅÈ ÂÉÅËÃÉÊ ÍÅÖÄÕ (n − 1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ X_{n−1} = X ∖{x} É (n−1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ X^′_{n−1} = X ∖{x^′}. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏÑÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ É ÒÁŒÎÏ |S_{n−1}|. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,

|S_n| = |X_n| · |S_{n−1}| = n · |S_{n−1}| = n · (n − 1) · |S_{n−2}| = · · · = n · (n − 1) · (n − 2) · · · · · 2 · 1 = n! :

œÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ÎÙÎÅÛÎÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁÍÉ ÉÚ (n^∘ 1.3.2{n^∘ 1.3.3), ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÓÏ- ÓÔÁŒÉÔØ ĂÓÌÏŒÁÒÉËĄ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÉÊ ÐÅÒÅÇÏŒÁÒÉŒÁÔØ ÏÄÎÉ Œ ÄÒÕÇÉÅ. ôÁË ÆÒÁÚÁ ĂÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ XĄ ÉÚ ÎÙÎÅÛÎÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÁ ÑÚÙËÅ (n^∘ 1.3.2{n^∘ 1.3.3) ÚŒÕÞÁÌÁ ÂÙ ËÁË ĂÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ ÓÌÏŒÅ w(f) ËÁËÏÀ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÚÉÃÉÀ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÂÕÄÅÍ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÓÁÍÕÀ ÌÅŒÕÀ ÂÕËŒÕ ÓÌÏŒÁĄ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ĂÓÁÍÕÀ ÌÅŒÕÀĄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ x ∈ X_n ÆÉËÓÉÒÕÅÔÓÑ x = x_1, Á ĂÓÍÏÔÒÅÔØ, ÞÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ÓÁÍÁÑ ÌÅŒÁÑ ÂÕËŒÁ Œ ÓÌÏŒÅ f(w)Ą ÏÚÎÁÞÁÅÔ ĂÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë f ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ev_{x1} Ą. þÉÔÁÔÅÌÀ ÎÁÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÄÅÔÁÌÑÈ ÐÒÏÓÌÅÄÉÔØ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÄÏ ËÏÎÃÁ.

1.4.2. ðÒÉÍÅÒ: ÍÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ. ðÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÓËÏÂÏË É ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÉ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁ- ÇÁÅÍÙÈ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ (a_1 + a_2 + · · · + a_k)^n ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌÕÞÁÔØ (ŒÚÑÔÙÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ) ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ a^{m1}_1 a^{m2}_2 · · · a^{mk}_k , ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÌÀÂÙÅ ÃÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 � m_i � n ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ m_1 + m_2 + · · · + m_k = n , Ô. Å.

(a_1 + a_2 + · · · + a_k)^n = ∑ m_1+m_2+ ··· +m_k =n ( n m_1 : : : m_k ) · a^{m1}_1 a^{m2}_2 · · · a^{mk}_k ; (1-5)

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ

(_n

m_1:::m_k ) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ÐÒÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÅ^1. ðÅÒÅÍÎÏÖÅ- ÎÉÅ n ÓËÏÂÏË (a_1 + a_2 + · · · + a_k) ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ŒÙÂÏÒÅ ŒÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓËÏÂÏË ÐÏ ÂÕËŒÅ, ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÂÕËŒ É ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÉ ŒÓÅÈ ÐÏÌÕÞÉŒÛÉÈÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ (ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ŒÓÅÍ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ŒÙÂÏÒÁÍ ÂÕËŒ ŒÎÕÔÒÉ ÓËÏÂÏË). œÙÂÉÒÁÑ Œ ËÁÖÄÏÊ ÓËÏÂËÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÂÕËŒÕ É ÚÁÐÉÓÙŒÁÑ ŒÙÂÒÁÎÎÙÅ ÂÕËŒÙ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁ- ŒÏ ÄÒÕÇ ÚÁ ÄÒÕÇÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ n-ÂÕËŒÅÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ. ðÏÄÏÂÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ŒÎÏÓÑÝÉÅ ŒËÌÁÄ Œ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ a^{m1}_1 a^{m2}_2 · · · a^{mk}_k ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÓÌÏŒÁÍ ÉÚ m_1 ÂÕËŒ a_1, m_2 ÂÕËŒ a_2, . . . , m_k ÂÕËŒ a_k. þÔÏÂÙ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ, ÓÄÅÌÁÅÍ m_1 ÂÕËŒ a_1 ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÍÉ, ÓÎÁÂÄÉŒ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÎÉÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ŒÅÒÈÎÉÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÓÔÕÐÉÍ Ó m_2 ÂÕËŒÁÍÉ a_2, m_3 ÂÕËŒÁÍÉ a_3 É Ô. Ä. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÉÚ n = m_1 + m_2 + · · · + m_k ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÕËŒ:

a^{(1)}_1 ; a^{(2)}_1 ; : : : ; a^{(m1)}_1

m_1 ÍÅÞÅÎÙÈ ÂÕËŒ a_1

; a^{(1)}_2 ; a^{(2)}_2 ; : : : ; a^{(m2)}_2

m_2 ÍÅÞÅÎÙÈ ÂÕËŒ a_2

; : : : : : : : : : ; a^{(1)}_k ; a^{(2)}_k ; : : : ; a^{(mk )}_k

m_k ÍÅÞÅÎÙÈ ÂÕËŒ a_k

: (1-6)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ n-ÂÕËŒÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÜÔÉÍÉ n ÂÕËŒÁÍÉ, ÉÓÐÏÌØ- ÚÕÑ ËÁÖÄÕÀ ÂÕËŒÕ ÒÏŒÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ŒÓÅÇÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ ÂÕÄÅÔ n! . ôÅÐÅÒØ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Y ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÅ ÎÁÓ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ÉÚ m_1 ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÂÕËŒ a_1, m_2 ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÂÕËŒ a_2, . . . , m_k ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÂÕËŒ a_k, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^f� Y , ËÏÔÏÒÏÅ ÓÔÉÒÁÅÔ ŒÅÒÈÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ Õ ÐÏÍÅÞÅÎ- ÎÙÈ ÂÕËŒ. ïÎÏ ÜÐÉÍÏÒÆÎÏ, É ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏŒÁ y ∈ Y ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ m_1! · m_2! · · · · · m_k! ÓÌÏŒ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ m_1 ŒÅÒÈÎÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ Õ ÂÕËŒ a^{(j)}_1 , m_2 ŒÅÒÈÎÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ Õ ÂÕËŒ a^{(j)}_2 , . . . , m_k ŒÅÒÈÎÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ Õ ÂÕËŒ a^{(j)}_k Œ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏÍ ÓÌÏŒÅ x ∈ X, ÐÅÒÅÈÏÄÑÝÅÍ Œ y. éÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (1-3) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ( n m_1 : : : m_k ) = n! m_1! · m_2! · · · · · m_k!

; (1-7)

É ÆÏÒÍÕÌÁ (1-5) ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ŒÉÄ

(a_1 + a_2 + · · · + a_k)^n = ∑ m_1+m_2+ ··· +m_k =n

n! · a^{m1}_1 a^{m2}_2 · · · a^{mk}_k m_1! · m_2! · · · · · m_k!

: (1-8)

ðÒÉ k = 2 ÏÎÁ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÉÚŒÅÓÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÂÉÎÏÍÁ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ^2:

(a + b)^n = n∑ k=0 n! · a^kb^{n−k} k!(n − k)!

: (1-9)

1ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 2ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ Œ ÐÏÌÎÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. éÚ ÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÓÕÍÍÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (1-8) ?

1.5. òÁÚÂÉÅÎÉÑ É ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ. áÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ X Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÂSSÑŒÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÏÄÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ĂÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉĄ. æÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÒÏ- ÃÅÄÕÒÙ ÔÁËÏŒÏ. îÁÚÏŒčÍ ÂÉÎÁÒÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R ⊂ X × X Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ X × X = {(x_1; x_2) | x_1; x_2 ∈ X} :

ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ (x_1; x_2) ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ R ÏÂÙÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ËÁË x_1 ∼_R x_2. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ X = Z ÞÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÂÉÎÁÒÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

∼_R := Ă�Ą (x_1 � x_2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x_1 ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ x_2) (1-10)

∼_R := Ă . Ą (x_1 . x_2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x_1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x_2) (1-11) ∼_R := Ă=Ą (x_1 = x_2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x_1 ÒÁŒÅÎ x_2) (1-12)

∼_R := Ă≡ (mod n)Ą (x_1 ≡ x_2 (mod n) ÏÚÎÁÞÁÅÔ^1, ÞÔÏ (x_1 − x_2) . n) (1-13)

âÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∼_R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÒÅÍÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

x ∼_R x ∀ x∈X ; (ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔØ) (1-14) ∀ x_1; x_2; x_3 ∈ X ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏŒÉÊ x_1 ∼_R x_2 É x_2 ∼_R x_3 ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ x_1 ∼_R x_3 ;

(ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ) (1-15)

∀ x_1; x_2 ∈ X x_1 ∼_R x_2 ⇐⇒ x_2 ∼_R x_1 : (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ) (1-16)

ôÁË, ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (1-12) É (1-13) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÑÍÉ, Á (1-10) É (1-11) | ÎÅÔ (ÏÎÉ ÎÅ- ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ). åÓÌÉ X ÒÁÚÂÉÔÏ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ x_1 ∼ x_2, ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ x_1 É x_2 ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÏÞÅŒÉÄ- ÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÚÁÄÁÎÏ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R, ÎÁÚÏŒčÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ X ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ [x]_R = {z ∈ X | x ∼_R z} = {z ∈ X | z ∼_R È} ;

ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ x (Œ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ R ÎÅ ŒÁÖÎÏ Ó ËÁËÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÚÎÁËÁ ∼_R ÐÉÓÁÔØ x). åÓÌÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ ÄŒÕÈ ËÌÁÓÓÏŒ [x]_R É [y]_R ÎÅ ÐÕÓÔÏ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ, R-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ËÁË x, ÔÁË É y, ÔÏ x É y, Œ ÓÉÌÕ ÔÒÁÎ- ÚÉÔÉŒÎÏÓÔÉ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ R, ÂÕÄÕÔ R-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, É, ÐÏ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÁÍ, ËÌÁÓÓÙ [x]_R É [y]_R ÂÕÄÕÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ËÌÁÓÓÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ- ÓÔÉ ÉÌÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÉÌÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, Á ÚÎÁÞÉÔ, X ÒÁÚÂÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

éÔÁË, ÚÁÄÁÎÉÅ ÎÁ X ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ X Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ.

1.5.1. ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ: ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. âÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∼_R ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ É ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ, ÎÏ (Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ) ÎÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, Á ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË:

∀ x_1; x_2 ∈ X ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏŒÉÊ x_1 ∼_R x_2 É x_2 ∼_R x_1 ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ x_1 = x_2.

(ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ) (1-17)

1ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ x1 ≡ x2 (mod n) ÞÉÔÁÅÔÓÑ Ăx1 ÓÒÁÎÉÍÏ Ó x2 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ nĄ

8 œÙÛËÉÎÓËÁÑ áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÍÏÄÕÌØ.

éÚ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (1-10){(1-11) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÞÁÓÔÉÞÎÙÍÉ ÐÏÒÑÄËÁÍÉ ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÐÅÒŒÙÅ ÔÒÉ, Á ÞÅÔŒčÒÔÏÅ | ÎÅÔ^1. íÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÎÁ ÎčÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ (ÓÏËÒ. ÞÕÍ ÏÍ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.8. âÕÄÕÔ ÌÉ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍÉ ÐÏÒÑÄËÁÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÍÉÎÕÔÎÙÈ ÄÅ- ÌÅÎÉÊ ÃÉÆÅÒÂÌÁÔÁ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÈ ÞÁÓÏŒ:

Á) x ≼ y, ÅÓÌÉ ÉÓÞÉÓÌÑÅÍÙÊ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÕÇÏÌ ÏÔ x Ë y ÍÅÎØÛÅ 30^∘ ? Â) x ≼ y, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅ ÐÏÌÕÄÎÑ ÍÉÎÕÔÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÕËÁÖÅÔ ÎÁ x ÒÁÎØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ y ?

(ïÔŒÅÔ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÇÌÑÄÅÔØ Œ ÓÎÏÓËÅ (^2) .)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ É ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ, | ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

1.5.2. ðÒÉÍÅÒ: ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ É ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ X_m = {1; 2; : : : ; m}. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÅÇÏ ËÁË ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÐÏÒÑÄËÁ Ă � Ą. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X_m^’� X_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍ^3 , ÅÓÌÉ ∀ x_1; x_2 ∈ X_m ÉÚ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ x_1 ¡ x_2 Œ X_m ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÔÒÏÇÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ’(x_1) ¡ ’(x_2) Œ X_n; ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÉÍ^4, ÅÓÌÉ ÉÚ ÎÅÓÔÒÏÇÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ x_1 � x_2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÓÔÒÏÇÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ’(x_1) � ’(x_2). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÉÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ X_m^’� X_n É ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ X_m� X_{n+m−1}. üÔÁ ÂÉÅËÃÉÑ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X_m^’� X_n Œ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X_m� X_{n+m−1}, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (k) = ’(k) + k − 1 ÇÄÅ k = 1; 2; : : : ; m ∈ X_m .

1.6. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

X^f� Y^g� Z

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ. ðÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X � Z, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ËÁ- ÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ x ∈ X Œ ÔÏÞËÕ g(f(x)) ∈ Z, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ g∘f ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ gf.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.10. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^g� Y

Á) ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ ⇐⇒ ∃ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Y^f� X, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ fg = Id_X (ŒÓÑËÏÅ ÔÁËÏÅ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë g);

Â) ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ ⇐⇒ ∃ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Y^h� X, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ gh = Id_Y (ŒÓÑËÏÅ ÔÁËÏÅ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë g).

ëÁË É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ^5:

(fg)h = f(gh) ∀ ÔÒčÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ X^h� Y^g� Z^f� T . (1-18)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.11. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (1-18) ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ËÁÖÄÙÊ x ∈ X Œ f(g(h(x))) ∈ T . ïÄÎÁËÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÎÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÑ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁÍÉ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÜÔÏÍ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ fg = gf (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ, ÉÌÉ ÐÅÒÅÍÅ- ÓÔÉÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.12. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÁÒÕ ÐÒÑÍÙÈ ‘_1 É ‘_2, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÔÏÞËÅ O ÐÏÄ ÏÓÔÒÙÍ ÕÇÌÏÍ ff, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ œ_1 É œ_2 ÏÓÅŒÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ. ñŒÎÏ ÏÐÉÛÉÔÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑÍÉ œ_1œ_2 É œ_2œ_1. òÁŒÎÙ ÌÉ ÏÎÉ?

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ (ÎÅÌØÚÑ ĂÐÅÒÅÍÎÏÖÉÔØĄ X^h� Y É Z^f� T , ÅÓÌÉ Y ÎÉËÁË ÎÅ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó Z), É ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ gf ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, Á fg | ÎÅÔ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.13. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÙ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÂÌÅÍ Ó ÎÅÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÓÔØÀ ÎÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ, ÅÓÌÉ f; g ∈ End(X) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜÎÄÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X.

1ÓËÁÖÅÍ, ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ −12 É 6 ÎÅ ÒÁŒÎÙ, ÎÏ −12 ≡ 6 (mod 9) É 6 ≡ −12 (mod 9) 2

ÏÔŒÅÔ: (Â) ÑŒÌÑÅÔÓÑ, Á (Á) | ÎÅÔ

3ÉÌÉ ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÍ ÐÏÒÑÄÏË 4ÉÌÉ ÎÅÓÔÒÏÇÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÍ ÐÏÒÑÄÏË 5Œ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏÌÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÙÍ ÚÁËÏÎÏÍ

åÝč ÏÄÎÏ ŒÁÖÎÏÅ ÐÒÅÄÕÐÒÅÖÄÅÎÉÅ: ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ fg_1 = fg_2, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ g_1 = g_2, ËÁË ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÎÏ É ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ g_1f = g_2f.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.14. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÙ É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ

fg_1 = fg_2 ⇒ g_1 = g_2 É g_1f = g_2f ⇒ g_1 = g_2

ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ, ËÏÇÄÁ f ÏÂÌÁÄÁÅÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÌÅŒÙÍ ÉÌÉ ÐÒÁŒÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ (ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÉÌÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ f, ÓÍ. ÕÐÒ. 1.10)

1.6.1. ðÒÉÍÅÒ: ÔÁÂÌÉÃÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÄŒÕÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. óÏÓÔÁŒÉÍ ÔÁÂÌÉÃÕ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; 2}. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ {1; 2}^f� {1; 2} ÓÌÏŒÁÍÉ w(f) = ((f(1); f(2)) (ËÁË Œ n^∘ 1.3.1). œ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ End({1; 2}) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ (1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2) ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ:

g⧹f (1; 1) (1; 2) (2; 1) (2; 2) (1; 1) (1; 1) (1; 1) (1; 1) (1; 1) (1; 2) (1; 1) (1; 2) (2; 1) (2; 2) (2; 1) (2; 2) (2; 1) (1; 2) (1; 1) (2; 2) (2; 2) (2; 2) (2; 2) (2; 2) ôÁÂÌÉÃÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ End({1; 2}) × End({1; 2})^{(g;f )→gf}� End({1; 2}).

(1-19)

(ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ (2; 2)∘(1; 1) ≠ (1; 1)∘(2; 2), Á ÔÁËÖÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÁÈ ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ, ÎÏ ĂÓÏËÒÁÔÉÔØ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØĄ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÌØÚÑ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.15. äÌÑ X = {1; 2} É Y = {1; 2; 3} ÓÏÓÔÁŒØÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ (1-19) ÔÁÂÌÉÃÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ

Hom(X; Y ) × Hom(Y; X)^{(g;f )→gf} � End(X)

Hom(Y; X) × Hom(X; Y )^{(f;g)→f g} � End(Y ) :

1.7. ïÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ. åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^g� Y ÂÉÅËÔÉŒÎÏ, ÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ g^{−1}(y) ⊂ X ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏŒÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, É ÐÒÁŒÉÌÏ y → g^{−1}(y) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X �^{g−1} Y , ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë g. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

g∘g^{−1} = Id_Y É g^{−1}∘g = Id_X : (1-20)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g^{−1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ É ÌÅŒÙÍ É ÐÒÁŒÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë g Œ ÓÍÙÓÌÅ ÕÐÒ. 1.10.

1.7.1. ðòåäìïöåîéå. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^g� Y ÐÏÐÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ: (1) g ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ;

(2) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X �^{g′} Y , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ g∘g^′ = Id_Y É g^′∘g = Id_X . (3) g ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÁË ÌÅŒÙÍ, ÔÁË É ÐÒÁŒÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ;

ðÒÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g^′ ÉÚ (2) É ÌÀÂÙÅ ÌÅŒÙÅ É ÐÒÁŒÙÅ ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë g ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ (2) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ É Ó ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ g^{−1}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÍÐÌÉËÁÃÉÑ (1) ⇒ (2) ÕÖÅ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÁ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (1-20). éÍÐÌÉËÁÃÉÑ (2) ⇒ (3) ÏÞÅŒÉÄÎÁ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ (3) ŒÙÔÅËÁÀÔ ÕÓÌÏŒÉÑ (2) É (1). ðÕÓÔØ X^g� Y ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÅŒÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ X �^f Y (ÔÁËÉÍ ÞÔÏ f ∘g = Id_X ) É ÐÒÁŒÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ X �^h Y (ÔÁËÉÍ ÞÔÏ g∘h = Id_Y ). ôÏÇÄÁ ÏÎÉ ÒÁŒÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:

f = f ∘Id_Y = f ∘(g∘h) = (f ∘g)∘h = Id_X ∘h = h ; (1-21) É ÕÓÌÏŒÉÅ (2) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ g^′ = f = h. ðÏÓËÏÌØËÕ g(g^′(y)) = y ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ Y , ÐÒÏÏÂÒÁÚ f^{−1}(y) ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ g^′(y). C ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ g^{−1}(y) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g(x) = y, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ x = Id_X (x) = g^′(g(x)) = g^′(y). ðÏÜÔÏÍÕ f^{−1}(y) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ g^′(y). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, g ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, É g^′ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó g^{−1}. □