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LòÉÓ. 1. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 1.(ÏÔÒÅÚÏË AL ÒÁ×ÅÎ �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÒÅÂÒÁ ËÕÂÁ, �ÒÑÍÁÑ OL ÅÓÔØ ÌÉÎÉÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÇÒÁÎÉABCD Ó �ÌÏÓËÏÓÔØÀ OB′C ′).ÚÁÄÁÞÁ 2. åÓÔØ ÌÉ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×9x4 + 9x3 + 17x2 − x− 2 É 6x3 + x2 + 11x− 4 ?ÏÔ×ÅÔ: ÄÁ, ÅÓÔØ; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, x = 1=3.ÒÅÛÅÎÉÅ. âÅÚÏÔËÁÚÎÏ ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÊ Ó�ÏÓÏÂ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f(x) É g(x)ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÔÁËÏÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÉ: ÅÓÌÉ f(x) É g(x) Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍf(x) = h(x) · g(x) + r(x) ; (1)



ÇÄÅ h(x) É r(x) | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ � ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f É g ÂÕ-ÄÅÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÝÉÍ ËÏÒÎÅÍ É ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× g É r, Á ÔÁËÖÅ ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× g É r ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÝÉÍ ËÏÒÎÅÍ É ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f É g (ÞÔÏÂÙÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÜÔÏÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) x = �). ðÒÉÍÅÎÉÍ ÜÔÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ f(x) = 9x4 + 9x3 + 17x2 − x − 2 É g(x) = 6x3 + x2 + 11x − 4 . äÅÌÑ f ÎÁ g ÓÏÓÔÁÔËÏÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x) = (32 x+ 45) · g(x) + r(x) , ÇÄÅ ÏÓÔÁÔÏËr(x) = −
14 (3x2 + 35x− 12) = −

34 (x−
13) (x+ 12)(ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 3x2 +35x− 12 = 0 ÒÁ×ÅÎ 352+122 = 372). ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑx = 1=3 × g(x) ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ 1=3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ËÏÒÎÅÍ ÄÌÑ r É g, Á ÚÎÁÞÉÔ | ÏÂÝÉÍËÏÒÎÅÍ ÄÌÑ f É g.ÚÁÄÁÞÁ 3. íÏÖÎÏ ÌÉ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ
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0 ∨1 sin(x)0 ∨2 sin(x=3)0 ∨3 sin(x=7)0 ∨4 sin(x=43)0 ∨5 sin(x=2008)ÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÉÍ×ÏÌÙ ∨1 , ∨2 , . . . , ∨5 ÚÎÁËÁÍÉ ÓÔÒÏÇÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Õ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙÎÅ ÂÙÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ?ÏÔ×ÅÔ: ÎÅÔ, ÎÅÌØÚÑ; �ÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÌÀÂÙÅ ÎÁ�ÅÒ£Ä ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÚÎÁËÉ.ÒÅÛÅÎÉÅ. óÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ, �ÏÌÏÖÉ× x = �t. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ �ÏÌÕ-ÞÅÎÎÏÊ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÎÁ t ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÎÁ x. æÕÎË�ÉÑ y = sin(�t=N), ÇÄÅ N | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, �ÅÒÉÏÄÉÞÅ-ÓËÁÑ Ó �ÅÌÙÍ �ÅÒÉÏÄÏÍ 2N . ïÎÁ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ×ÓÅÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ ×ÉÄÁ(2k ·N; (2k+1) ·N), Á ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ | ÎÁ ×ÓÅÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ ×ÉÄÁ ((2k−1) ·N; 2k ·N),ÇÄÅ k | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 6℄ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ t, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ sin(�t) É sin(�t=3)ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÉÍÅÀÔ ÌÀÂÙÅ ÎÁ�ÅÒ£Ä ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÚÎÁËÉ:ÚÎÁÞÅÎÉÅ t : 0 1 2 3 4 5 6ÚÎÁË sin(�t) : 0 + 0 { 0 + 0 { 0 + 0 { 0ÚÎÁË sin(�t=3) : 0 + + + + + 0 { { { { { 0É ÜÔÁ ËÁÒÔÉÎÁ ÂÕÄÅÔ ÄÁÌÅÅ �Ï×ÔÏÒÑÔØÓÑ ÎÁ ×ÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ×ÉÄÁ [6k; 6(k+1)℄. ðÏÓËÏÌØËÕ sin(�t=7)�ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ �ÒÉ t ∈ (0; 6℄ É ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ �ÒÉ t ∈ [36; 42) = [6 · 6; 6 · 7) ⊂ (5 · 7; 6 · 7) , ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ[0; 42℄ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ t, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ sin(�t), sin(�t=3) É sin(�t=7) ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÉÍÅÀÔ ÌÀÂÙÅÎÁ�ÅÒ£Ä ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÚÎÁËÉ, �ÒÉÞ£Í ÜÔÁ ËÁÒÔÉÎÁ ÂÕÄÅÔ ÄÁÌÅÅ �Ï×ÔÏÒÑÔØÓÑ ÎÁ ×ÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ×ÉÄÁ[42 k; 42 (k + 1)℄. ðÏ ÔÏÊ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÅ ÎÁ [0; 42 · 43℄ ÉÍÅÀÔÓÑ t, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ sin(�t), sin(�t=3),sin(�t=7) É sin(�t=43) ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÉÍÅÀÔ ÌÀÂÙÅ ÎÁ�ÅÒ£Ä ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÚÎÁËÉ, Á ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ[0; 42 ·43 ·2008℄ ÉÍÅÀÔÓÑ t, × ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÓÔÉÇÁÀÔÓÑ ÌÀÂÙÅ ÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÚÎÁËÏ× Õ sin(�t), sin(�t=3),sin(�t=7), sin(�t=43) É sin(�t=2008). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÌÀÂÙÅ ÎÁ�ÅÒ£Ä ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÚÎÁËÉ. 2



ÚÁÄÁÞÁ 4. þÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÌÅÖÁÝÕÀ ×ÎÅ ËÒÕÇÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÄÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ,�ÒÏ×ÏÄÑÔ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ `, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÜÔÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ × �ÁÒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË.åÓÌÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ, ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÅ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÔÏÞËÕ ÉÈ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ P (`). ï�ÉÛÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË P (`) .ÏÔ×ÅÔ: ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÞÅÒÅÚ Q, Ï�ÕÓÔÉÍ ÉÚ ÎÅ£ ÎÁ ÄÁÎÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ä×Å ËÁÓÁ-ÔÅÌØÎÙÈ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C É D ÔÏÞËÉ ÉÈ ËÁÓÁÎÉÑ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ; ÔÏÞËÉ P (`) ÚÁÍÅÔÁÀÔ Ä×ÁÏÔËÒÙÔÙÈ ÌÕÞÁ, ÏÓÔÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔ �ÒÑÍÏÊ CD �ÏÓÌÅ ×ÙËÉÄÙ×ÁÎÉÑ ÉÚ ÎÅ£ ÏÔÒÅÚËÁ CD (ÓÍ. ÒÉÓ. 2).
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òÉÓ. 2. ïÔ×ÅÔ Ë ÚÁÄÁÞÅ 4.ÒÅÛÅÎÉÅ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÅ ÞÅÒÅÚ ËÏÎ�Ù �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÊ ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÈÏÒÄÙ EF (ÓÍ. ÒÉÓ. 3), �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÎÁ ÓÒÅÄÉÎÎÏÍ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅË ÜÔÏÊ ÈÏÒÄÅ × ÔÏÞËÅ T , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ OS ·OT = r2 , ÇÄÅ S | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÈÏÒÄÙ, O | �ÅÎÔÒ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔÉ, Á r = OE = OF | ÒÁÄÉÕÓ1.
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NòÉÓ. 3. OS ·OT = r2. òÉÓ. 4. ON ·OP = OM ·OQ.äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÉÚ �ÅÎÔÒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ï�ÕÝÅÎÙ ÓÒÅÄÉÎÎÙÅ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ ON É OM ÎÁ Ä×ÅÎÅ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÕÇ ÈÏÒÄÙ AB É CD (ÓÍ ÒÉÓ. 4), É ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ �ÒÏÄÏÌÖÅÎ ÄÏ1�ÅÒ×ÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÒÅÄÉÎÎÏÇÏ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ Ë ÈÏÒÄÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÉÏËÒÕÖÎÏÓÔØ É ÈÏÒÄÕ × ÓÅÂÑ, Á ÚÎÁÞÉÔ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ËÏÎ�Ù ÈÏÒÄÙ,Á �ÏÔÏÍÕ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÔÏÞËÕ ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÏÌÖÎÁ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ;×ÔÏÒÏÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ �ÏÄÏÂÉÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× OSE É OET (�Ï ÔÒ£Í ÕÇÌÁÍ), ÄÁÀÝÅÇÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÀOS : OE = OE : OT 3



�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ÈÏÒÄÙ × ÔÏÞËÅ P É Q ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍÒÁ×ÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ON ·OP = OM ·OQ , �ÏÓËÏÌØËÕ �ÏÄÏÂÉÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×ONQ É OMP (�Ï ÔÒ£Í ÕÇÌÁÍ) ÄÁ£Ô �ÒÏ�ÏÒ�ÉÀ ON : OQ = OM : OP .÷ÅÒÎ£ÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ Ë ÎÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÅ. ðÕÓÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ, Ï�ÕÝÅÎÎÙÅ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ Q ÎÁ
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NòÉÓ. 5. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 4.

ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÔ Å£ × ÔÏÞËÁÈ C É D (ÓÍ. ÒÉÓ. 5). ðÒÏ×ÅÄ£Í ÞÅÒÅÚ Q �ÒÑÍÕÀ ` = AB,�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ × ÔÏÞËÁÈ A É B. éÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÒÅ-ÄÉÎÎÙÊ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒ ON Ë ÈÏÒÄÅ AB �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ�ÒÑÍÕÀ CD × ÔÏÞËÅ P , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ON · OP =OM · OQ = r2. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ P ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÔÏÞËÏÊ P (`) �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈÞÅÒÅÚ A É B. üÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ P (`)ÌÅÖÁÔ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ CD ×ÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ [CD℄.îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÍÙ ×ÏÚØÍ£Í ÎÁ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ CD�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ P ×ÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ [CD℄, Ï�ÕÓÔÉÍÉÚ ÎÅ£ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÏÞ-ËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÞÅÒÅÚ A É B (ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÏÔÖÅ ÓÁÍÙÊ ÒÉÓ. 5), ÔÏ �ÒÑÍÁÑ AB �ÅÒÅÓÅÞ£ÔÓÑ ÓÏ ÓÒÅ-ÄÉÎÎÙÍ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÏÍ Ë ÈÏÒÄÅ CD × ÔÏÞËÅ Q′,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ OM ·OQ′ = ON ·OP = r2. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÔÁÔÏÞËÁ Q′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÈ × ÔÏÞËÁÈ C É D, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÄÁÎÎÏÊ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁ-ÄÁÞÉ ÔÏÞËÏÊ Q. üÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ P ÎÁ �ÒÑÍÏÊ CD ×ÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ [CD℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÔÏÞËÏÊ P (`) ÄÌÑ �ÒÑÍÏÊ ` = AB, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ Q.ÚÁÄÁÞÁ 5. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÒÁ×ÎÏÅÓ×ÏÅÍÕ ÌÏÇÁÒÉÆÍÕ �Ï ÜÔÏÍÕ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ.ÏÔ×ÅÔ: ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÉÚ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ �ÒÏÍÅÖÕÔËÏ× (0; 1) ∪ (1; e1=e℄.ÒÅÛÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÞÅÒÅÚ a. úÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ Ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ a ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ loga(x) = x ÉÍÅÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÛËÏÌØÎÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÀ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÞÉÓÌÁ a É x ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ x > 0, a > 0 É a 6= 1. äÁÌÅÅ ÍÙÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ a É x. õËÁÖÅÍ Ä×Á �ÏÄÈÏÄÁ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.ðÅÒ×ÙÊ Ó�ÏÓÏÂ.ðÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ loga(x) = x × ×ÉÄÅ lnxln a = x , ÉÌÉ ln(a) = lnxx . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÅÛÅÎÉÅÍ
Y

O X

1x0

−N

y = lnx

y = −NxòÉÓ. 6.

ÚÁÄÁÞÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ a, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ln(a) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÚÎÁÞÅÎÉÊÆÕÎË�ÉÉ f(x) = lnxx , É ÎÁÍ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÌÉÛØ Ñ×ÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ ÜÔÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ.æÕÎË�ÉÑ f = lnxx Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x > 0, ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ �ÒÉ0 < x < 1, ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ �ÒÉ x = 1, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ �ÒÉ x > 1É ×ÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ. å£ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′(x) = 1−lnxx2 �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÁ �ÒÉ 0 < x < e, ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ �ÒÉ x = e É ÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÁ �ÒÉ x > e. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f(x) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �ÒÉ0 < x < e, ÄÏÓÔÉÇÁÑ �ÒÉ x = e ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ f(e) = 1=e,É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ �ÒÉ x > e.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0; 1) ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÎÉ-ÚÕ, Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉ-ÓÌÁ N ÎÁÊÄ£ÔÓÑ x ∈ (0; 1), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïlnxx < −N . äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ×ÉÄÅ lnx < −Nx É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ �ÒÏ-ÍÅÖÕÔËÅ (0; 1) ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÏÔ −∞ ÄÏ 0, Á �ÒÁ×ÁÑ | ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ4



ÏÔ 0 ÄÏ −N (ÓÍ. ÒÉÓ. 6). ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ, ÉÈ ÇÒÁÆÉËÉ �ÅÒÅÓÅËÕÔÓÑ �ÒÉÎÅËÏÔÏÒÏÍ x = x0, É ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �ÒÉ 0 < x < x0.éÔÁË, ÍÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÞÔÏ f ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÏÔ −∞ ÄÏ 1=e �ÒÉ 0 < x 6 e, É ÄÁÌÅÅ,�ÒÉ x > e, ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 7. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ f |ÜÔÏ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË (−∞; 1=e), Á ÚÎÁÞÉÔ −∞ < ln a 6 1=e , É 0 < a 6 e1=e .
Y

O X1 e

1

e y = ln x
x

òÉÓ. 7. çÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ f(x) = lnxx .÷ÔÏÒÏÊ Ó�ÏÓÏÂ.ðÒÉ 0 < a < 1 ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ x ∈ (0;+∞) ÆÕÎË�ÉÑ y = loga(x) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ ÏÔ +∞ ÄÏ
−∞, Á ÆÕÎË�ÉÑ y = x ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÏÔ 0 ÄÏ +∞ (ÓÍ. ÒÉÓ. 8). ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÅ ÆÕÎË�ÉÉÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ, ÉÈ ÇÒÁÆÉËÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, Ô. Å. �ÒÉ ÌÀÂÏÍ 0 < a < 1 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ loga(x) = x ÉÍÅÅÔÒÅÛÅÎÉÅ.

Y

O X1

y = loga x
y = x

Y

O X1 x = t

y = x

y = logα x

y = logβ x

y = logγ x

òÉÓ. 8. óÌÕÞÁÊ 0 < a < 1. òÉÓ. 9. óÌÕÞÁÊ a > 1.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ a > 1. ðÒÉ 1 < � < � < 
 ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ y = log�(x) × ÏÂÌÁÓÔÉ 1 < x < +∞ÌÅÖÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ×ÙÛÅ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ y = log�(x), Á ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ y = log
(x) ÌÅÖÉÔ ÓÔÒÏÇÏÎÉÖÅ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ y = log�(x) (ÓÍ. ÒÉÓ. 9). ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÎÁÊÄ£Í ÔÁËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ a = �,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ y = log�(x) ËÁÓÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ y = x, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 9, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅloga(x) = x ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ 1 < a 6 � É ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈa > � (ÚÄÅÓØ ÍÙ �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ y = log�(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÙÍ ××ÅÒÈ É×ÎÅ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÌÅÖÉÔ ÓÔÒÏÇÏ �ÏÄ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ).5



�ÁÎÇÅÎÓ ÕÇÌÁ ÎÁËÌÏÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÇÒÁÆÉËÕ y = log�(x) �ÒÉ x = t ÒÁ×ÅÎ y′(t) = 1=(t ln�).õÓÌÏ×ÉÅ ËÁÓÁÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ Ó �ÒÑÍÏÊ y = x × ÔÏÞËÅ Ó ÁÂÓ�ÉÓÓÏÊ x = t ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ






1 = 1t ln�t = log�(t) :éÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ t = 1= ln� = log� e. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×Ï ×ÔÏÒÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ,�ÏÌÕÞÁÅÍ log� e = log� log� e , ÏÔËÕÄÁ e = log� e. úÁÍÅÎÑÑ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ,�ÏÌÕÞÁÅÍ e = 1= ln� , Á ÚÎÁÞÉÔ, ln� = 1=e , É � = e1=e .


