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6. ïôïâòáöåîéñ éú ïëòõöîïóôé ÷ ïëòõöîïóôø

÷Ï ×ÓÅÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ S1 def= {(x; y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} = {z ∈ C | |z| = 1} | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ,
p : R→ S1 ÚÁÄÁÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ p(t) = exp(2�it) ∈ C ÉÌÉ p(t) = (cos 2�t; sin 2�t) ∈ R2. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
F : X → R (ÇÄÅ X | ÌÀÂÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : X → S1,
ÅÓÌÉ f = p ◦ F . ÷ ÌÅËÃÉÑÈ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X ⊂ Rm | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Ú×ÅÚÄÞÁÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ
a ∈ X, É b ∈ R ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ p(b) = f(a), ÔÏ Õ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÄÎÑÔÉÅ F ÔÁËÏÅ,
ÞÔÏ F (a) = b.
úÁÄÁÞÁ 0 (ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅ ÛÁÒÕ × Rm,
ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏÄÎÑÔÉÑ ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : X → S1.
úÁÄÁÞÁ 1. Á) ðÕÓÔØ f : [0; 1] → S1 | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, F1; F2 : [0; 1] → R | Ä×Á ÅÇÏ ÐÏÄÎÑÔÉÑ.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F2(t) − F1(t) = const: É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ F2(1) − F2(0) = F1(1) − F1(0) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ
ÏÔ f (ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÒÁÝÅÎÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f). Â) äÌÑ ËÁËÉÈ x ∈ R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0; 1] → S1,
×ÒÁÝÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÏ x, Á ÏÂÒÁÚ f([0; 1]) 6= S1?
úÁÄÁÞÁ 2. Á) îÁÊÄÉÔÅ ×ÒÁÝÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ pn : [0; 1] → S1, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ pn(t) = exp(2�int) ÉÌÉ
pn(t) = (cos 2�nt; sin 2�nt). Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f(0) = f(1), ÔÏ ×ÒÁÝÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ðÕÓÔØ f : S1 → S1 | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. åÇÏ ÓÔÅÐÅÎØÀ deg f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÒÁÝÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
~f def= f ◦ p1 : [0; 1] → S1 (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ p1 ÓÍ. × ÚÁÄÁÞÅ 2Á). óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 2Â, deg f ∈ Z.
úÁÄÁÞÁ 3 (ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ). Á) ðÕÓÔØ F : S1×[0; 1] → S1 | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ,
Á fs : S1 → S1 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ fs(a) = F (a; s) (a ∈ S1; s ∈ [0; 1]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ deg fs
ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ s. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F : [0; 1] → R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ p1 ◦ f , ÇÄÅ f : S1 → S1

ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ F (1)−F (0) ∈ Z. ×) ðÕÓÔØ g0; g1 : S1 → S1 | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÑ, É deg g0 = deg g1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ gs ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ
g0 É g1.
õËÁÚÁÎÉÅ (Ë ÐÕÎËÔÕ 3×). óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÚÂÅÒÉÔÅ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ g0(a∗) = g1(a∗), ÇÄÅ a∗ ∈ S1 | ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ
ÏÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, a∗ = (1; 0) ∈ R2). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ G0(0) =
G1(0), ÇÄÅ G0; G1 : [0; 1] → R | ÐÏÄÎÑÔÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ g0 ◦p1 É g1 ◦p1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏÔÏÍ Ó×ÅÄÉÔÅ ÏÂÝÉÊ
ÓÌÕÞÁÊ Ë ÜÔÏÍÕ.

ðÕÓÔØ P : R2 → R2 | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÏÎÏ ÖÅ ÐÌÏÓËÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ), Á  : [0; 1] → R2 |
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÏÎÏ ÖÅ ÐÌÏÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ P ((t)) 6= 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ∈ [0; 1]. ÷ÒÁÝÅÎÉÅÍ
×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ P ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ  ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÒÁÝÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : [0; 1] → S1, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
f(t) = P ((t))

|P ((t))| .

úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ R2 = C. îÁÊÄÉÔÅ ×ÒÁÝÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ P (z) = z(z − 1)(z2 + 1) ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ (t) =
z0 + r exp(2�it), ÇÄÅ Á) z0 = 0, r = 1=2, Â) z0 = 1, r = 1=2, ×) z0 = 1=2, r = 1, Ç) z0 = 0, r = 2. Ä) ðÕÓÔØ
P;Q : C → C | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÐÒÉÞÅÍ P (z) = (z − z0)nQ(z) (n ≥ 0). ðÕÓÔØ r > 0 ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ Q(z) 6= 0 ÐÒÉ
|z − z0| ≤ r. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÒÁÝÅÎÉÅ ÐÏÌÑ P ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ (t) = z0 + r exp(2�it) ÒÁ×ÎÏ n.
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