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úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ U ⊂ Rn | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É f : U → Rk, ÇÄÅ k ≤ n, | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ
C1. òÁÎÇ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ f ′(a) × ÔÏÞËÅ a ∈ U ÒÁ×ÅÎ k. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f(a) | ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
f(U) ⊂ Rk. Â) ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f(U) ÏÔËÒÙÔÏ?
úÁÄÁÞÁ 2. Á) ðÕÓÔØ f(u1; : : : ; un) | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, f(a) = 0 É @f

@u1
(a) 6= 0. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï

ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(x1; x2: : : : :xn) = 0 ÚÁÄÁÅÔ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ x1 ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ
ÏÓÔÁÌØÎÙÈ: x1 = x1(x2; : : : ; xn). ÷ÙÒÁÚÉÔÅ @x1

@x2
ÞÅÒÅÚ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f . Â) ðÕÓÔØ F (u; v; w) |

ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ F (a) = 0, ÎÏ ×ÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ × ÔÏÞËÅ a ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ
F (x; y; z) = 0 ÚÁÄÁÅÔ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ a ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ: x =
x(y; z), y = y(x; z) É z = z(x; y). äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï @y

@x · @z@y · @x@z = −1. ×) ðÕÓÔØ f(u; v) | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ
Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(x + y + z; x2 + y2 + z2) = 0 ÚÁÄÁÅÔ z ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ x É y. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ @2z

@x@y
ÞÅÒÅÚ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f .
úÁÄÁÞÁ 3. Á) ðÕÓÔØ  | ËÒÉ×ÁÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ × ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ËÁË ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ
y(x), Á × ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ | ËÁË ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ r('). ëÁË Ó×ÑÚÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ
ÆÕÎËÃÉÊ y É r? Â) éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y(x) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ y′ = y−x

y+x ÐÒÉ ×ÓÅÈ x. ëÁËÏÍÕ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ r? ×) îÁÊÄÉÔÅ ËÒÉ×ÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (0; 1), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ
ÆÕÎËÃÉÑ y ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 3Â

úÁÄÁÞÁ 4. çÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x(a0; : : : ; an) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ P (x) = 0, ÇÄÅ P (t) def= antn + · · · + a1t + a0.
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ @x

@ak = − xk
P ′(x) . Â) äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ∑n

k=0 ak @x
@ak = 0, x @x

@ak = @x
@ak+1

(ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ
k = 0; : : : ; n − 1) É ∑n

k=0 kak @x
@ak = −x ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ (ÎÅ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÚÁÄÁÞÉ 4Á). ×) îÁÊÄÉÔÅ

ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ @2x
@ak@a` .

úÁÄÁÞÁ 5. Á) ðÕÓÔØ f : R2 → R | ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(x; y) = x2 + y2 − (x2 + y2)2. îÁÊÄÉÔÅ
ÅÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. Â) äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ c É ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ f−1(c) ÎÁÊÄÉÔÅ
ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ `a Ë ËÒÉ×ÏÊ f−1(c) ⊂ R2 × ÔÏÞËÅ a (ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï
ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ). íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÅÛÉÔØ ÔÁËÕÀ ÖÅ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ f?
×) ôÅ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÐÒÏ ÆÕÎËÃÉÀ f(x; y) = x2 − y3 − y.
úÁÄÁÞÁ 6. Á) ðÒÉ ËÁËÉÈ a ∈ R ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S∩Ea, ÇÄÅ S = {(x; y; z) ∈ R3 | x2+y2+z2 = 1}| ÓÆÅÒÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ
ÒÁÄÉÕÓÁ, Á Ea = {(x; y; z) ∈ R3 | x2 + 2y2 + 3z2 = a} | ÜÌÌÉÐÓÏÉÄ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ×
R3? Â) îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ∩ E2 ×ÂÌÉÚÉ ÔÏÞËÉ (0; 1; 0) ∈ S ∩ E2.

óÉÍ×ÏÌÏÍ Mat(n; n;R) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉÃ n× n Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ.
úÁÄÁÞÁ 7. Á) ðÕÓÔØ SL(n;R) = {A ∈ Mat(n; n;R) | detA = 1}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ SL(n;R) | ÇÒÕÐÐÁ É ÇÌÁÄËÏÅ
ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ × Mat(n; n;R) = Rn2 . îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ. Â) ðÕÓÔØ O(n) = {A ∈ Mat(n; n;R) | AAT =
I}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ O(n) | ÇÒÕÐÐÁ É ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ × Mat(n; n;R) = Rn2 . îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.
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