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úÁÄÁÞÁ 1. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K ⊂ Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÕÓÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ v ∈ K É ×ÓÑËÏÇÏ t > 0 ×ÅËÔÏÒ tv ∈ K.
ðÕÓÔØ K | ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÏÎÕÓ. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ � ∈ R É f : K → R | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C2, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ f(tv) = t�f(v) ÄÌÑ ×ÓÅÈ v ∈ K É t > 0. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï üÊÌÅÒÁ x1

@f
@x1

+ · · ·+ xn @f
@xn = �f .

úÁÄÁÞÁ 2. Á) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h : R→ R2 (×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÑ) ËÌÁÓÓÁ C∞, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ h(R) =
{(x; y) | y = |x| ; |x| ≤ 1; |y| ≤ 1}? Â) ôÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ, ÎÏ h(R) = {(x; y) | y = |x|}. ×) ôÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ, ÞÔÏ ×
ÚÁÄÁÞÅ 2Á, ÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ I ⊂ R.
úÁÄÁÞÁ 3. Á) îÁÊÄÉÔÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ f(x; y) = cosx+cos y. ÷ ËÁÖÄÏÊ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÁÊ-
ÄÉÔÅ ÇÅÓÓÉÁÎ (ÍÁÔÒÉÃÕ ×ÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ) É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ÔÏÞËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ,
É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ. Â) îÁÒÉÓÕÊÔÅ (ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÞÅÒÔÅÖÅ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÕÒÏ×ÎÑ
f−1(c) ÐÒÉ c = 2; 1:99; 0:01; 0;−0:01;−1:99;−2.
úÁÄÁÞÁ 4. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x; y) = xy(x+ y − a), ÇÄÅ a ∈ R | ÐÁÒÁÍÅÔÒ. õÒÏ×ÎÉ c = 0 É
c = ±", ÇÄÅ " > 0 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ.
úÁÄÁÞÁ 5. Á) ðÕÓÔØ a1; a2; v1; v2 ∈ Rn, Á `1 = {a1 + v1t | t ∈ R} É `2 = {a2 + v2s | s ∈ R} | Ä×Å ÐÒÑÍÙÅ × Rn,
ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. îÁÊÄÉÔÅ ÐÁÒÕ ÔÏÞÅË q1 ∈ `1, q2 ∈ `2 ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÕÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ |p1 − p2|
ÐÏ ×ÓÅÍ ÔÏÞËÁÍ p1 ∈ `1 É p2 ∈ `2 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × (q1; q2). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ q1− q2 ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÏÂÅÉÍ
ÐÒÑÍÙÍ. þÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ ÇÅÓÓÉÁÎ ÆÕÎËÃÉÉ f(p1; p2) = |p1 − p2|2 × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ? á ÅÓÌÉ ÐÒÑÍÙÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ? á
ÅÓÌÉ ÐÒÑÍÙÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ? Â) áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ `1 = {a+vx+wy | x; y ∈ R} | ÐÌÏÓËÏÓÔØ
× Rn Ó ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ v É w, Á ÐÒÑÍÁÑ `2 = {b+ut | t ∈ R} ÅÊ ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÎÅÊ
ÎÅ ÌÅÖÉÔ).
úÁÄÁÞÁ 6. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ f(x; y) Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ C2, Õ ËÏÔÏÒÏÊ (0; 0) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÌÏËÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÎÏ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÅ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ g(x) ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ËÌÁÓÓÁ C2 ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.

1


