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úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f : R2 → R ËÌÁÓÓÁ C2 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ @2f
@t2 − v2 @2f

@x2 = 0
(ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÍÕ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ×ÏÌÎÏ×ÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ g; h :
R→ R (ÔÏÖÅ ËÌÁÓÓÁ C2), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(t; x) = g(x+ vt) + h(x− vt).

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ F (p; q) def= f(p−q2v ;
p+q

2 ).
úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ r : R2 → R É ' : R2 → R | ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÔÏÞËÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÅÅ ÐÏÌÑÒÎÙÊ
ÒÁÄÉÕÓ (ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) É ÐÏÌÑÒÎÙÊ ÕÇÏÌ (ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÏÍ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ). Á) îÁÐÉÛÉÔÅ Ñ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ r É '; ÏÓÏÂÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÉÔÅ ÎÁ
ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á @r

@x = x
r , @'@x = − x

r2 É ×Ù×ÅÄÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ @r
@y É

@'
@y . ×) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ @2r

@x2 + @2r
@y2 É @2'

@x2 + @2'
@y2 .

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ � | ÐÌÏÓËÏÓÔØ. åÓÌÉ ××ÅÓÔÉ ÎÁ ÎÅÊ ÄÅËÁÒÔÏ×Õ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (x; y), ÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ
ÆÕÎËÃÉÀ f : � → R ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ Ä×ÕÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ
ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÞÁÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÔÏÊ ÖÅ ÂÕË×ÏÊ: f , Á ÅÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ @f

@x ;
@f
@y ;

@2f
@x@y : � → R

É Ô.Ä. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ××ÅÓÔÉ ÎÁ � ÐÏÌÑÒÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ f ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÔØ ÆÕÎËÃÉÀ
Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (r; ') É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ @f

@r , @f@' É ÄÒ. Á) ÷ÙÒÁÚÉÔÅ @f
@x É @f

@y ÞÅÒÅÚ @f
@r É @f

@' , É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.
Â) ÷ÙÒÁÚÉÔÅ @2f

@x2 + @2f
@y2 ÞÅÒÅÚ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ (ÒÁÚÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÏ×) ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ r É '. ×) ðÕÓÔØ n ∈ Z.

äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï @2f
@x2 + @2f

@y2 = 0, ÇÄÅ f(x; y) = (x+ iy)n.

úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ V | ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ××ÅÄÅÎÙ ÄÅËÁÒÔÏ×Ù ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x; y; z) É
ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (r;  ; ') (ÇÄÅ x = r cos cos', y = r cos sin', z = r sin ). ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ
3Â ×ÙÒÁÚÉÔÅ, ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : V → R, ×ÅÌÉÞÉÎÕ @2f

@x2 + @2f
@y2 + @2f

@z2 , ÞÅÒÅÚ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ
f ÐÏ r;  ; '.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ . äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ @2

@x12 + · · · + @2

@xn2 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÆÕÎËÃÉÊ Rn → R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ìÁÐÌÁÓÁ. ïÔ×ÅÔ × ÚÁÄÁÞÅ 3Â ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ìÁÐÌÁÓÁ × ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ, × ÚÁÄÁÞÅ
4 | × ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ.

úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ f(p1; : : : ; pn) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, É g(x1; : : : ; xn) def= f(x1 + · · ·+xn; : : : ; xn1 + · · ·+xnn). ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ
G(x1; : : : ; xn) = ∑n

i=1 x2
i
@2g
@xi2 . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, G | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ: G(x�(1); : : : ; x�(n)) = G(x1; : : : ; xn),

ÇÄÅ � | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÉÎÄÅËÓÏ× 1; : : : ; n. ðÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ G(x1; : : : ; xn) = F (x1 + · · ·+ xn; : : : ; xn1 + · · ·+ xnn). ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
F ÞÅÒÅÚ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f .
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