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úÁÄÁÞÁ 1. Á) íÏÖÅÔ ÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×
ÎÅÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ? Á ÎÁÏÂÏÒÏÔ? Â) íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÙÔØ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÎÅÐÏÌ-
ÎÏÍÕ?
úÁÄÁÞÁ 2. Á) æÕÎËÃÉÑ % : (0; 1)2 → R ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ %(x; y) = |ctg(�x)− ctg(�y)|. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ
ÍÅÔÒÉËÁ. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ÐÏÌÎÏÊ? Â) ôÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ ÐÒÏ ÆÕÎËÃÉÀ %(x; y) = |x2 − y2|.
úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï `∞, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (x1; x2; : : : )
(xi ∈ R) É ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÍÅÔÒÉËÏÊ %(x; y) = supn |xn − yn|, ÐÏÌÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ f; g : [0; 1] → R | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ; %(f; g) def=
∫ 1

0 |f(t)− g(t)| dt. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ %
| ÍÅÔÒÉËÁ. Â) ðÏÌÎÏ ÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ [0; 1] Ó ÜÔÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ?
úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ Q | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× M ⊂ R, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑÍÉ
ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔÒÅÚËÏ×:M = [a1; b1]∪· · ·∪[an; bn], a1 < b1 < a2 < · · · < bn (ÔÏÞËÁ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÎÅ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ!),
Á P ⊂ Q | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÒÅÚËÏ×. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ∈ Q ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ `(M) def= (b1 − a1) + · · ·+
(bn− an). Á) ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ %1 : P 2 → R ÆÏÒÍÕÌÏÊ %1([a1; b1]; [a2; b2]) def= |a1 − a2|+ |b1 − b2|. äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ %1 | ÍÅÔÒÉËÁ É ×ÙÑÓÎÉÔÅ, ÐÏÌÎÏ ÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P × ÜÔÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ. Â) ôÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ
%2 : P 2 → R, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ %2(S1; S2) = `(S14S2).

úÁÄÁÞÁ 6. äÉÁÍÅÔÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁX ⊂M × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅM Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ % ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ diam(X) def=
sup{%(u; v) | u; v ∈ X}. ðÕÓÔØ M | ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, É M ⊃ X1 ⊃ X2 ⊃ : : : , ÇÄÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
X1; X2; : : : ÚÁÍËÎÕÔÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, É diam(Xn) → 0 ÐÒÉ n→∞. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ⋂

nXn 6= ∅.
úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÐÏÌÎÏ.
úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ f ∈ C[t] | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �(f) ∈ N ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ t, ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÄÅÌÉÔÓÑ
f (�(0) = ∞ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ). ðÒÉ f; g ∈ C[t] ÐÏÌÏÖÉÍ %(f; g) = 2−�(f−g). Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ %(f; h) ≤
max(%(f; g); %(g; h)) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f; g; h. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ % | ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ C[t]. ×) ðÏÌÎÁ
ÌÉ ÍÅÔÒÉËÁ %?
úÁÄÁÞÁ 9. ÷ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÚÁÄÁÞ 2Â, 5Á, 5Â 8× ÏÐÉÛÉÔÅ Á) ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ,
Â) ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ×) ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ.
úÁÄÁÞÁ 10. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ [0; 1] \Q (Ô.Å. ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A | ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ)
ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÏ × [0; 1]. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [0; 1] \ Q ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÓÞÅÔÎÏÇÏ
ÞÉÓÌÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.
õËÁÚÁÎÉÅ (Ë ÚÁÄÁÞÅ 10Â). ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ âÜÒÁ Ë ÐÏÌÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ [0; 1].

ðÕÓÔØ f : [0; 1] → R. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ [0; 1] ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÁÒÉÁÃÉÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ f × ÔÏÞËÅ x ÞÉÓÌÏ
varf (x) def= limt→+0 sup{f(u)− f(v) | u; v ∈ (x− t; x+ t)} ∈ R ∪ {+∞}.
úÁÄÁÞÁ 11. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ varf (x) = 0.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A"(f) = {x ∈ [0; 1] | varf (x) < "} ÏÔËÒÙÔÏ. ×) äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : [0; 1] → R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ
ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.

éÚ ÚÁÄÁÞ 10Â É 11× ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÉ f : [0; 1] → R, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ × ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ É
ÒÁÚÒÙ×ÎÏÊ × ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ.
úÁÄÁÞÁ 12. Á) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ f : [0; 1] → R, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÕÀ × ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ É ÒÁÚÒÙ×ÎÕÀ × ÒÁÃÉ-
ÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ. Â) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f : [0; 1] → R, ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÔÅÍ ÖÅ
Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.
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