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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. òÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ × ËÒÕÇÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ
ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ R | ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ A = ∑∞
n=0 anxn, É ÐÕÓÔØ 0 < R′ < R. ôÏÇÄÁ

ÒÑÄ A ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ × ËÒÕÇÅ {x ∈ C | |x| ≤ R′}.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ |x| ≤ R′ < R; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, Ak(x) = ∑k

n=0 anxn. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ m > k; ÔÏÇÄÁ |Am(x)−Ak(x)| =

∣∣∑m
n=k+1 anxn

∣∣ ≤ ∑m
n=k+1 |an| |x|n ≤

∑m
n=k+1 |an| (R′)n =

Bm−Bk = |Bm −Bk|, ÇÄÅBk def= ∑k
n=0 |an| (R′)n; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÉm < k. òÑÄ ∑∞

n=0 an(R′)n ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔ-
ÓÑ (ÐÏÓËÏÌØËÕR′ < R), ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Bk ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ: limm;k→∞ |Bm −Bk| =
0. éÚ ÌÅÍÍÙ Ï Ä×ÕÈ ÐÏÌÉÃÅÊÓËÉÈ É ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 0 ≤ |Am(x)−Ak(x)| ≤ |Bm −Bk| ×Ù-
ÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ak(x) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ: |Am(x)−Ak(x)| ⇒ 0 ÐÒÉ m; k → ∞
ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ x ∈ {x ∈ C | |x| ≤ R′}. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ak(x) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏ-
ÄÉÔÓÑ Ë Ó×ÏÅÍÕ ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ k → ∞ | ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË É ÏÂÙÞÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ
ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ¤

ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ A = ∑∞
n=0 anxn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ A′ = ∑∞

n=1 nanxn−1 = ∑∞
n=0(n+

1)an+1xn. ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ ÎÅ Ï ÓÕÍÍÅ ÒÑÄÁ | Ô.Å. Ï ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x | Á Ï ÓÁÍÏÍ
ÒÑÄÅ, Ô.Å. Ï ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ Ak(x) = ∑∞

n=0 anxn; ÓÕÍÍÁ (ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ
ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÉ k →∞.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ A ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ × ËÒÕÇÅ {x ∈ C | |x| < R} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ R ∈ [0;+∞],
ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. òÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ É ÅÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ R | ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ A, Á R′ | ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ A′. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁÄÉÕÓÁ
ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ËÁË ÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á { |x| | A(x) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ} ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ R′ | ÔÁËÖÅ
ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ xA′ = ∑∞

n=0 nanxn. óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ áÄÁÍÁÒÁ, 1
R′ = lim supn→∞ n

√
n |an|.

ìÅÍÍÁ 1. limn→∞ n
√n = 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ " > 0 É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1 + ")n ≥ "2 n(n−1)

2 . ðÏÓËÏÌØËÕ limn→∞ "2 n(n−1)
2n = +∞, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ N ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ n > N

ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï "2 n(n−1)
2 ≥ n, ÏÔËÕÄÁ ÐÒÉ ÔÅÈ ÖÅ ÓÁÍÙÈ n ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ä×ÏÊÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 1 ≤

n
√n ≤ 1 + ". ðÏÓËÏÌØËÕ " > 0 ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ, ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ limn→∞ n

√n = 1. ¤

éÚ ÌÅÍÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ (ÐÏÞÅÍÕ?), ÞÔÏ 1
R′ = lim supn→∞ n

√
|an| = 1

R ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌ áÄÁÍÁÒÁ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ
Ë ÒÑÄÕ A. ¤

ðÕÓÔØ P = p0 + p1t + · · · + pntn ∈ C[t] | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ DP (x; y) def=
P (y)−P (x)

y−x = p1+p2(x+y)+· · ·+pn(yn−1+yn−2x+· · ·+xn−1) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÐÒÉ ×ÓÅÈ x; y ∈ C; ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, DP (x; x) = P ′(x).
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1 (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1). ðÕÓÔØ A | ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ, R | ÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, É R′ < R. ôÏÇÄÁ
×ÙÒÁÖÅÎÉÅ DAk(x; y) def= Ak(y)−Ak(x)

y−x ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ k → ∞ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {(x; y) |
|x| ; |y| ≤ R′} Ë DA(x; y), ÇÄÅ A(x) | ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ A.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. |DAm −DAk | ≤

∑m
n=k+1 |an| ( |y|n−1 + |y|n−2 |x| + · · · + |x|n−1) ≤ ∑m

n=k+1 n |an| (R′)n−1.
óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1, ÒÑÄ ∑∞

n=0 nan(R′)n−1 ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÁÌØÎÅÊÛÉÊ ÈÏÄ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÔÁËÏÊ
ÖÅ, ËÁË × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ¤
ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ R > 0 | ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ A, É ÐÕÓÔØ |x| < R. ôÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ A(x)
ÒÑÄÁ | ÆÕÎËÃÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ × ÔÏÞËÅ x, É ÜÔÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÒÑÄÁ A′(x).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ x ∈ (−R;R) ⊂ R; ×ÙÂÅÒÅÍ R′ > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |x| ≤ R′ < R. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄ-
ÓÔ×ÉÀ 1, DAk(x; y) ⇒ DA(x; y) ÐÒÉ k → ∞ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {(x; y) | |x| ; |y| ≤ R′}. ïÔÓÀÄÁ É
ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÌÅËÃÉÉ 19 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ limy→xDA(x; y) = limy→x limk→∞DAk(x; y) = lim(y;k)→(x;∞)DAk(x; y) =
limk→∞ limy→xDAk(x; y) = limk→∞A′k(x) = A′(x), ÞÔÏ É ÅÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ¤

1



óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. óÕÍÍÁ A(x) ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ A | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ (ÉÍÅÀÝÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ
×ÓÅÈ ÐÏÒÑÄËÏ×) ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−R;R), ÇÄÅ R | ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. óÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÅ
ÒÑÄÏÍ ôÅÊÌÏÒÁ.


