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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. òÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× Ë ÐÒÅ-
ÄÅÌÕ.

íÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M , ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ % : M2 → R (ÍÅÔÒÉËÁ, ÉÌÉ
ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ), ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

1) %(a; b) ≥ 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ a; b ∈M , ÐÒÉ ÜÔÏÍ %(a; b) = 0⇔ a = b.
2) (ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ) %(b; a) = %(a; b) ÄÌÑ ×ÓÅÈ a; b ∈M .
3) (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ) %(a; c) ≤ %(a; b) + %(b; c) ÄÌÑ ×ÓÅÈ a; b; c ∈M .

ûÁÒÏÍ ÒÁÄÉÕÓÁ R > 0 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ a ∈M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï BR(a) def= {x ∈M | %(a; x) < R}.
÷ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á:

ôÅÏÒÅÍÁ 1. íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÛÁÒÙ Ó
ÃÅÎÔÒÏÍ a (ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÙÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏ×ÅÒÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ × ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.

1. ÷ÓÑËÉÊ ÛÁÒ BR(a) ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ó×ÏÊ ÃÅÎÔÒ: %(a; a) = 0 < R, ÔÁË ÞÔÏ a ∈ BR(a). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÁÑ
ÔÏÞËÁ M ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ.

2. ðÕÓÔØ a ∈ BR1(a1) ∩ BR2(a2), É ÐÕÓÔØ R > 0 ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ R < R1 − %(a; a1) É R < R2 − %(a; a2). åÓÌÉ
c ∈ BR(a), ÔÏ %(c; a1) ≤ %(c; a) + %(a; a1) < R + %(a; a1) < R1 É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ %(c; a2) < R2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
c ∈ BR1(a1) ∩BR2(a2), ÔÏ ÅÓÔØ BR(a) ⊂ BR1(a1) ∩BR2(a2).

3. ðÕÓÔØ a 6= b, É ÐÕÓÔØ R > 0 ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ R < %(a; b)=2. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ c ∈ BR(a) ∩ BR(b), ÔÏ %(a; b) > 2R >
%(a; c) + %(b; c) | ÎÁÒÕÛÅÎÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, BR(a) ∩BR(b) = ∅. ¤

ðÒÉÍÅÒ 1. æÏÒÍÕÌÁ %(s; t) = |s− t| ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!). ûÁÒ BR(a) = (a−R; a+
R), ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ R.

ðÏÎÑÔÉÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ × ËÕÒÓÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, A ⊂ X, Y;M | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ (Ó ÍÅÔÒÉËÁÍÉ %Y ; %M ),

f : A× Y →M , F : A→M É ' : A→ Y | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ f(x; y) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë F (x) ÐÒÉ y → '(x)
ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ x ∈ A, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ � > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈ A É ×ÓÑËÏÇÏ y
ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ 0 < %Y (y; '(x)) < �, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï %M (f(x; y); F (x)) < ". ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f(x; y)⇒A F (x)
ÐÒÉ y → '(x).

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ f(x; y)⇒A F (x) ÐÒÉ y → '(x), ÔÏ f(x; y)→ F (x) ÐÒÉ y → '(x) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x ∈ A. ïÂÒÁÔÎÏÅ
ÎÅ×ÅÒÎÏ:

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ X = [0; 1], Y = N def= N ∪ {+∞} ⊂ R, M = R. íÅÔÒÉËÁ (É ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ) × R ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ:
%Y (s; t) = |s− t|, Á ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ Y ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ %Y (m;n) = |f(m)− f(n)|, ÇÄÅ f : N → R | ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(k) = 1=k ÐÒÉ k ∈ N, É f(+∞) = 0 (%Y | ÍÅÔÒÉËÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ |s− t|| ÍÅÔÒÉËÁ;
ÕÔÏÞÎÉÔÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ!).

ðÕÓÔØ '(x) = +∞ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ [0; 1], Á f : [0; 1]×N→ R ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ fn(x) =
{

1− nx; 0 ≤ x ≤ 1=n;
0; 1=n ≤ x ≤ 1 .

ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ [0; 1] ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï fn(x)→ F (x) ÐÒÉ n→ +∞, ÇÄÅ F (x) def=
{

1; x = 0;
0; 0 < x ≤ 1 .

óÈÏÄÉÍÏÓÔØ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ: ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ n > N É x ∈ [0; 1]
ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ |fn(x)− F (x)| ≥ 1=2. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ n É x = 1=(2n); ÔÏÇÄÁ fn(x) = 1=2
É F (x) = 0.
ôÅÏÒÅÍÁ 2. 1) ðÕÓÔØ a ∈ X, b ∈ Y , f(x; y) → F (x) ÐÒÉ y → '(x), '(x) → b ÐÒÉ x → a É F (x; y) → �

ÐÒÉ (x; y)→ (a; b). ôÏÇÄÁ F (x)→ � ÐÒÉ x→ a.
2) ðÕÓÔØ a ∈ X, b ∈ Y , f(x; y)⇒A F (x) ÐÒÉ y → '(x), '(x)→ b ÐÒÉ x→ a É F (x)→ � ÐÒÉ x→ a. ôÏÇÄÁ

lim(x;y)→(a;b) F (x; y) = �.
1



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï lim(x;y)→(a;b) f(x; y) = � ∈ M ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ
" > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ � > 0 É ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U(a) ⊂ X ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ U(a) É %Y (y; b) < � (ÎÏ (x; y) 6= (a; b)),
ÔÏ %M (f(x; y);�) < "=2.

ðÏÓËÏÌØËÕ limx→a '(x) = b, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V (a) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ V (a), ÔÏ %Y ('(x); b) <
�=2. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÚÑÔØ y ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ %Y (y; b) < �=2, ÔÏ %Y (y; '(x)) < � ÐÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É,
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, %M (f(x; y);�) < "=2.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈ V (a) \ {a} ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �′ > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ 0 < %Y (y; '(x)) < �′, ÔÏ
%M (f(x; y); F (x)) < "=2. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �′ = � (ÐÏÞÅÍÕ?). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ
×ÓÑËÏÇÏ x ∈ V (a)\{a} ÐÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ %M (F (x);�) < ", ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ
limx→a F (x) = �.

÷ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ " > 0. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á limx→a F (x) = � ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔ-
ÎÏÓÔØ U(a) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ U(a)∩A \ {a}, ÔÏ %M (F (x);�) < "=2. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÓÉÌÕ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ
ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ f(x; y)⇒ F (x) ÐÒÉ y → '(x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ � > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ U(a)∩A\ É 0 < %Y (y; '(x)) < �,
ÔÏ %M (f(x; y); F (x)) < "=2. éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ %M (f(x; y);�) < ", ÞÔÏ
É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ lim(x;y)→(a;b) f(x; y) = �. ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ Y;M | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ, A ⊂ X, ' : X → Y |
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ × ÔÏÞËÅ z ∈ X, f : X × Y → M | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ
ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ. ðÕÓÔØ f(x; y)⇒A F (x) ÐÒÉ y → '(x). ôÏÇÄÁ F ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ z.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. limx→z F (x) = limx→z limy→'(x) f(x; y) = lim(x;y)→(z;'(z)) f(x; y) × ÓÉÌÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2 ÔÅÏ-
ÒÅÍÙ 2 = limy→'(z) limx→z f(x; y) × ÓÉÌÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1 ÔÅÏÒÅÍÙ 2 = limy→'(z) f(z; y) ÐÏÓËÏÌØËÕ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ
ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ = F (z), ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ F × ÔÏÞËÅ z. ¤

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Y = N = N ∪ {+∞} (Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × R),
M | ÌÀÂÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, '(x) ≡ +∞. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ);
ÔÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÐÕÓÔØ fn : X →M | ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ,
ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ (ÐÒÉ n→∞) Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f : X →M . ôÏÇÄÁ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ.

õÓÌÏ×ÉÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÚÄÅÓØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ËÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÐÒÉÍÅÒ 2 (× ÎÅÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ F :
[0; 1] → R ÒÁÚÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ 0). ÷ÏÔ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ: ÐÕÓÔØ X = [0; 1] É fn(x) = xn, n = 0; 1; : : : . ôÏÇÄÁ
F (x) = limn→∞ fn(x) = 1 ÐÒÉ x = 1 É 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ x < 1. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1, ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÑÍÕÀ, ÄÏËÁÖÅÍ ÌÅÍÍÕ:
ìÅÍÍÁ 1. limn→∞(1 + x=n)n = exp(x).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. limn→∞(1+x=n)n = exp
(
limn→∞ n ln(1+x=n)

n
)

= exp
(
limn→∞ x ln(1+x=n)

x=n
)

= exp
(
x limy→0

ln(1+y)
y

)
=

exp(x). ¤
ðÕÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ fn(x) → F (x) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ. ôÏÇÄÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 2 ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ

ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a : N → [0; 1] ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ limm→∞ am = a, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ limm;n→∞ fn(am) =
F (a); ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ limn→∞ fn(an) = F (a) (ÐÏÞÅÍÕ?).

ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ an = 1 − 1=n, ÔÁË ÞÔÏ limn→∞ an = 1. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1, limn→∞ fn(an) = limn→∞(1 −
1=n)n = 1=e 6= 1 = f(1) | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ fn → F ÎÅÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ.


