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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ëÒÕÇ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ.

÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ A(z) = ∑∞n=0 anzn, ÇÄÅ z ∈ C É an ∈ C ÐÒÉ ×ÓÅÈ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ.
ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ A(z) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ z, É ÐÕÓÔØ |w| < |z|. ôÏÇÄÁ ÒÑÄ A(w)
ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ A(z) ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ!
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ An(z) = ∑n

k=0 akzk; ÔÏÇÄÁ ÉÚ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÍ ×ÙÔÅËÁÅÔ,
ÞÔÏ anzn = An(z) − An−1(z) → 0 ÐÒÉ n → ∞ É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C > 0 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ
|anzn| < C ÐÒÉ ×ÓÅÈ n.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Bn(w) = ∑n
k=0 |ak| |w|k, É ÐÕÓÔØ x def= |w| = |z| < 1. ðÕÓÔØ n > m; ÔÏÇÄÁ 0 < Bn(w) −

Bm(w) = ∑n
k=m+1 |ak| |w|k = ∑n

k=m+1 |akzk|xk ≤ C∑n
k=m+1 xk = C xm−xn+1

1−x < C xm
1−x . ðÏÓËÏÌØËÕ x < 1,

limm;n→∞ xm = 0, ÏÔÓÀÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ Ï Ä×ÕÈ ÐÏÌÉÃÅÊÓËÉÈ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ limm;n→∞(Bn(w) − Bm(w)) = 0, ÔÏ
ÅÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Bn(w) ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ¤

ðÒÉÍÅÒ 1. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 É ÐÒÉÍÅÒÁ 2 ÌÅËÃÉÉ 17 ×ÙÔÅËÁÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ (1 + x)�
ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ) ÐÒÉ ×ÓÅÈ −1 < x < 1. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ x
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ y ∈ (0; 1) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |x| < y. ëÁË ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ × ÐÒÉÍÅÒÅ 2 ÌÅËÃÉÉ 17, ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ × ÔÏÞËÅ y
ÓÈÏÄÉÔÓÑ | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ × ÔÏÞËÅ x ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. éÍÅÀÝÉÈÓÑ × ÎÁÛÅÍ ÒÁÓÐÏÒÑÖÅÎÉÉ
ÓÒÅÄÓÔ×, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ÐÒÉ −1 < x ≤ 1=2 ÒÁ×ÎÁ (1 + x)� (ÄÌÑ
−1=2 < x < 1 ÓÍ. ÔÏÔ ÖÅ ÐÒÉÍÅÒ 2 ÌÅËÃÉÉ 17).
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1 (ÔÅÏÒÅÍÙ 1). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ A(z) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ R ∈ [0;+∞] ⊂ R ÔÁËÏÅ,
ÞÔÏ ÐÒÉ |z| < R ÒÑÄ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, Á ÐÒÉ |z| > R | ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÚØÍÅÍ R def= sup{ |z| | A(z) ÓÈÏÄÉÔÓÑ.}. ¤

íÎÏÖÅÓÔ×Ï {z ∈ C | |z| < R} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÕÇÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ A(z), Á ÞÉÓÌÏ R | ÒÁÄÉÕÓÏÍ
ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ z ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ
ËÒÕÇÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, É ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÓÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ
ÒÁÚÎÁÑ.
ðÒÉÍÅÒ 2. ëÁË ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÒÁÎÅÅ, ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ∑∞k=0 zk (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ
×ÓÑËÏÍ z ∈ C, |z| < 1. åÓÌÉ |z| > 1, ÔÏ limn→∞ |zn| = limn→∞ |z|n = ∞, Á ÅÓÌÉ |z| = 1, ÔÏ ÐÒÅÄÅÌ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,
ÒÁ×ÅÎ 1. ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ zn ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0 ÐÒÉ n→∞ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ÒÁ×ÅÎ 1, É ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÇÒÁÎÉÃÙ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.
ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ A = a1 + a2 + : : : É B = b1 + b2 + : : : | ÒÑÄÙ, ÇÄÅ ak; bk ∈ Rm (Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ m) É
|ak| ≤ |ak| ÄÌÑ ×ÓÅÈ k. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÒÑÄ B ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ É A ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ An def= |a1| + · · · + |an|, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Bn. ôÏÇÄÁ |An −Am| = |am+1| + · · · + |an| ≤
|bm+1|+ · · ·+ |bn| = |Bn −Bm|. ðÏÓËÏÌØËÕ B ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, limm;n→∞ |Bn −Bm| = 0, ÏÔËÕÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ
Ï Ä×ÕÈ ÐÏÌÉÃÅÊÓËÉÈ limm;n→∞ |An −Am| = 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, A ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ¤

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ |z| ≤ 1, É A(z) = ∑∞
n=1

zn
n2 . ðÕÓÔØ k > 1; ÔÏÇÄÁ 1

k2 ≤ 1
k(k−1) = 1

k−1 − 1
k . òÑÄ B = (1 − 1

2 ) +
( 1

2 − 1
3 )+ : : : ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ Bn = (1− 1

2 )+( 1
2 − 1

3 )+ · · ·+( 1
n−1 − 1

n ) = 1− 1
n → 1 ÐÒÉ

n→∞. éÚ ÌÅÍÍÙ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ A(1) (ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ) ÓÈÏÄÉÔÓÑ. éÚ ÔÏÊ ÖÅ ÌÅÍÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ |z| ≤ 1
ÒÑÄ A(z) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ).

ðÒÉ |z| > 1 ÉÍÅÅÍ limn→∞ |zn| =n = +∞, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ An(z) ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÒÁÄÉÕÓ
ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ÒÁ×ÅÎ 1, ÎÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÇÒÁÎÉÃÙ ËÒÕÇÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, A ⊂ X, f : A → R | ÆÕÎËÃÉÑ, a ∈ X | ÔÏÞËÁ. ÷ÅÒÈÎÉÍ
ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ lim supx→a f(x) def= inf{sup{f(x) | x ∈ U ∩ A; x 6= a} | U ⊂
X| ÏÔËÒÙÔÏÅ, a ∈ U}. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (Ó ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ inf É sup) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÉÖÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ
lim infx→a f(x).

1



ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ limx→a f(x) = u, ÔÏ u = lim supx→a f(x) = lim infx→→a f(x).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÅÐÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ⊂ X ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï inf{f(x) | x ∈
U ∩A; x 6= a} ≤ sup{f(x) | x ∈ U ∩A; x 6= a}. åÓÌÉ U1; U2 ⊂ X ÏÔËÒÙÔÙ É a ∈ U1; U2, ÔÏ U def= U1 ∩U2 ÏÔËÒÙÔÏ
É ÎÅÐÕÓÔÏ. ïÔÓÀÄÁ inf{f(x) | x ∈ U1 ∩ A; x 6= a} ≤ inf{f(x) | x ∈ U ∩ A; x 6= a} ≤ sup{f(x) | x ∈ U ∩ A; x 6=
a} ≤ sup{f(x) | x ∈ U2 ∩A; x 6= a}. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ (ÐÏÞÅÍÕ?), ÞÔÏ lim infx→a f(x) ≤ lim supx→a f(x).

äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ U 3 a ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ U , x 6= a, ÔÏ u−" < f(x) < u+" | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
u − " ≤ sup{f(x) | x ∈ U; x 6= a} ≤ u + ". ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ lim supx→a ≤ u + " É u − " ≤ lim infx→a.
îÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÅÒÈÎÉÊ É ÎÉÖÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ u − " ≤
lim infx→a ≤ lim supx→a ≤ u+ " ÐÒÉ ×ÓÅÈ " > 0, ÏÔËÕÄÁ É ×ÙÔÅËÁÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ. ¤
ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ A(z) = ∑∞

k=0 akzk | ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ. ôÏÇÄÁ ÒÁÄÉÕÓ ÅÇÏ ËÒÕÇÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ R =
1= lim supn→∞ n

√
|an|.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ |z| < 1= lim supn→∞ n
√
|an|; ÔÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ " > 0 É N ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ sup{ n

√
|an| |

n > N} < (1 − ")= |z|, ÏÔËÕÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n > N ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |anzn| < (1 − ")n. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ∑∞
n=0(1− ")n (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÒÑÄ A(z) ÔÁËÖÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ |z| > 1= lim supn→∞ n

√
|an|. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ N ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎ-

ÓÔ×Ï sup{ n
√
|an| | n > N} ≥ n√1− "= |z|, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÊÄÅÔÓÑ n > N ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |anzn| ≥ 1− ". ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ,

ÞÔÏ anzn ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ n→∞ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÑÄ A(z) ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. ¤
ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ A(z) = ∑∞k=0 akzk | ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ. åÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌ limn→∞ |an=an+1| ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÏÎ
ÒÁ×ÅÎ ÒÁÄÉÕÓÕ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ |z| < limn→∞ |an=an+1|, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ " > 0 É N ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |an+1zn+1| < (1− ") |anzn|
ÐÒÉ ×ÓÅÈ n ≥ N É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, |anzn| ≤ |aNzN | (1−")n−N . ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ∑∞n=N (1−")n−N (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ
ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÒÑÄ A(z) ÔÁËÖÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

åÓÌÉ |z| > limn→∞ |an=an+1|, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ " > 0 É N ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |an+1zn+1| > (1 + ") |anzn| ÐÒÉ ×ÓÅÈ n ≥ N
É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, |anzn| ≤ |aNzN | (1 + ")n−N . ðÏÓËÏÌØËÕ limn→∞(1 + ")n−N = +∞, ÉÍÅÅÍ limn→∞ |anzn| =
+∞ 6= 0, ÔÁË ÞÔÏ ÒÑÄ A(z) ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. ¤


