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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ. ðÒÉÍÅÒÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ R É ' = ('1; : : : ; 'n) : A → Rk | ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÑ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ
× ÔÏÞËÅ b ∈ A. ðÕÓÔØ B ⊂ Rk | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ B ÔÏÞËÉ '(b). ðÕÓÔØ f :
B → R | ÆÕÎËÃÉÑ k ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÉÍÅÀÝÁÑ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ U ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ @f

@y1
(x); : : : ; @f@yk (x),

ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ x ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ '(b). ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ g def= f ◦ ' : R→ R ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ × ÔÏÞËÅ b
É ÜÔÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ g′(b) = ∑k

i=1
@f
@yi ('(v))'′i(b).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ vi(t) def= ('1(b); : : : ; 'i(b); 'i+1(b+ t); : : : ; 'n(b+ t)); ÚÄÅÓØ 0 ≤ i ≤ k, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
v0(t) = '(b + t) É vk(t) = '(b) (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ t). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÌÅËÃÉÉ 14 ÆÕÎËÃÉÉ '1; : : : ; 'k ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ ×
ÔÏÞËÅ b | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ vi ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ × ÔÏÞËÅ 0. ðÏÓËÏÌØËÕ vi(0) = '(b) = a ÄÌÑ ×ÓÅÈ
i, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ vi(t) ∈ U ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ i É t ∈ (−"; ").

ôÅÐÅÒØ ÉÍÅÅÍ g(b+t)−g(b) = f(v0(t))−f(vk(t)) = (f(v0(t))−f(v1(t)))+(f(v1(t))−f(v2(t)))+· · ·+(f(vk−1(t))−
f(vk(t))). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2 ÌÅËÃÉÉ 14) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ �1; : : : ; �k : R→ [0; 1] ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ
f(vi−1(t))− f(vi(t)) = @f

@xi (vi(t) + �i(t)(vi(t)− vi−1(t)))('i(b+ t)−'i(b)). ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÉ @f
@xi ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ,

limt→0 vi(t) = '(b) É 0 ≤ �i(t) ≤ 1 ÐÒÉ ×ÓÅÈ i, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

g′(b) = lim
t→0

1
t (g(b+ t)− g(b)) =

k∑

i=1

@f
@xi

(
lim
t→0

vi(t) + �i(t)(vi(t)− vi−1(t))
)

lim
t→0

'i(b+ t)− 'i(b)
t =

= @f
@x1

('(b))'′1(b) + · · ·+ @f
@xk

('(b))'′k(b);

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ¤
ðÒÉÍÅÒÙ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 1:

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ f; g : R → R | ÆÕÎËÃÉÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ × ÔÏÞËÅ b ∈ R. ôÏÇÄÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÅ f ⊕ g : R→ R2, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (f ⊕ g)(t) = (f(t); g(t)), ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ × ÔÏÞËÅ b, É ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ
(f ′(b); g′(b)).

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÒÁ×ÎÏÅ S(x; y) = x+ y, ÉÍÅÅÔ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÐÏ ÏÂÅÉÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ, É ÏÂÅ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÙ
1 ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ (ÐÏÞÅÍÕ?). ôÏÇÄÁ f + g = (f ⊕ g) ◦S, É ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ (f + g)′(b) = f ′(b) + g′(b).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ M : R2 → R ÚÁÄÁÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ M(x; y) = xy, ÔÏÇÄÁ @M
@x = y É @M

@y = x. ôÏÇÄÁ fg =
(f ⊕ g) ◦M , ÏÔËÕÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ (fg)′(b) = f ′(b)g(b) + f(b)g′(b)
úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÐÕÓÔØ A ⊂ R É f; g : A→ C | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ-
ÚÎÁÞÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ôÏÇÄÁ (fg)′(b) = f ′(b)g(b) + f(b)g′(b) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ b ∈ A.
ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ � ∈ C, É f : R → C | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(x) = exp(�x).
ôÏÇÄÁ f ′(b) = limt→0(exp(�(b + t)) − exp(�b))=t = � exp(�b) limt→0(exp(�t) − 1)=(�t) (ÓÌÕÞÁÊ � = 0 ÒÁÚÂÅÒÉÔÅ
ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ. . . ). ðÕÓÔØ g : C \ {0} → C | ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ g(z) = (exp(z) − 1)=z. ëÁË
ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ ÒÁÎÅÅ, limz→0 g(z) = 1; ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ g, ÐÏÌÁÇÁÑ g(0) = 1 | ÔÏÇÄÁ g ÂÕÄÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ
× ÎÕÌÅ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÑ g ◦ ' : R → C, ÇÄÅ '(t) = �t, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÎÕÌÅ,
ÏÔËÕÄÁ limt→0(exp(�t)− 1)=(�t) = 1 É f ′(b) = � exp(�b).

ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, cosx = 1
2 (exp(ix)+exp(−ix)), ÏÔËÕÄÁ cos′ x = 1

2 (exp′(ix)·i+exp′(−ix)·(−i)) = − 1
2i (exp(ix)−

exp(−ix)) = − sinx ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÒÉÍÅÒÁ 1 ÌÅËÃÉÉ 14.
ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ −∞ ≤ a < b ≤ +∞ É f : (a; b) → R | ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ (×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÉÌÉ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ)
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, åÓÌÉ A = inf{f(t) | t ∈ (a; b)} É B = sup{f(t) | t ∈ (a; b)}, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÏÍÅÖÕ-
ÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ f((a; b)) = (A;B), É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ g : (A;B) → R, ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë f . ôÏÇÄÁ f ◦ g = id,
ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ (f ◦ g)′(p) = 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ p ∈ (A;B). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ f ′(g(p))g′(p) = 1, ÔÏ ÅÓÔØ
g′(p) = 1=f ′(g(p)). îÁÐÒÉÍÅÒ, (lnx)′(p) = 1= exp(ln p) = 1=p.
ðÒÉÍÅÒ 4. xa = exp(a lnx), ÏÔËÕÄÁ (xa)′ = exp′(a lnx) · (a lnx)′ = axa=x = axa−1. úÄÅÓØ a ∈ R ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ, Á
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ, ËÁË É ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ×ÓÅÈ x > 0. ôÁËÖÅ ax = exp(x ln a), ÏÔËÕÄÁ (ax)′ = exp′(x ln a) ·
(x ln a)′ = ax ln a. úÄÅÓØ a | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÆÕÎËÃÉÑ É ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ (ÏÔÌÉÞÁÀÝÁÑÓÑ
ÏÔ ÎÅÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÐÒÉ ×ÓÅÈ x ∈ R.
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