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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ. ôÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÊ ÔÏÞËÅ (æÅÒÍÁ, òÏÌÌÑ É ìÁÇÒÁÎÖÁ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ A ⊂ R, f : A → Rn | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ), a ∈ R.
÷ÅËÔÏÒ f ′(a) def= limt→0

1
t (f(a+ t)− f(a)) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ f × ÔÏÞËÅ a.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f : Rk → Rn (×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÑ k ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ a =
(a1; : : : ; ak) ∈ Rk. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ i = 1; : : : ; k ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÀ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ
fi : R → Rn, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ fi(t) = f(a1; : : : ; ai−1; t; ai+1; : : : ; ak). ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′i(ai) ∈ Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÞÁÓÔÎÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ f ÐÏ i-ÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ × ÔÏÞËÅ a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ @f

@xi (a). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÂÕË×Á \x" × ÐÏÓÌÅÄ-
ÎÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ | ÕÓÌÏ×ÎÏÓÔØ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ \i-Ê ÁÒÇÕÍÅÎÔ", ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÂÕË×ÏÊ | ×ÁÖÅÎ
ÔÏÌØËÏ ÉÎÄÅËÓ i.
ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ f : R→ R| ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ: f(x) = exp(x). ôÏÇÄÁ f ′(a) = limt→0

exp(a+t)−exp(a)
t = limt→0

exp(a)(exp(t)−1)
t =

exp(a) limt→0
exp(t)−1

t = exp(a). éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ exp × ÔÏÞËÅ a ÒÁ×ÎÁ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÀ × ÔÏÊ
ÖÅ ÔÏÞËÅ.
ôÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÑ f : R → Rn ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ × ÔÏÞËÅ a, ÔÏ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÜÔÏÊ
ÔÏÞËÅ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. limt→0(f(a+ t)− f(a)) = limt→0 t · limt→0

f(a+t)−f(a)
t = 0 · f ′(a) = 0, ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅÐÒÅ-

ÒÙ×ÎÏÓÔØ. ¤
ðÒÉÍÅÒ 2. îÅ ×ÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ × ÔÏÞËÅ a, ÉÍÅÅÔ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ. îÁÐÒÉÍÅÒ, f(t) = |t|,
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × a = 0 (ËÁË É ×Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ). ïÄÎÁËÏ f(t)−f(0)

t = |t|
t = 1 ÐÒÉ t > 0 É −1

ÐÒÉ t < 0, ÔÁË ÞÔÏ f ′(0) = limt→0
f(t)−f(0)

t ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.
ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, A ⊂ X É f : A→ R. ôÏÞËÁ c ∈ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ

ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÏÞËÉ c ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(c) ≤ f(x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U .
ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ). ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ R, f : A→ R | ÆÕÎËÃÉÑ, É c ∈ A | ÔÏÞËÁ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ
ÍÉÎÉÍÕÍÁ É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ (c− "; c+ ") ⊂ A. åÓÌÉ f ′(c) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ f ′(c) = 0
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ (ÐÏÞÅÍÕ?), ÞÔÏ c | ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ
ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (c − "; c + "). ðÕÓÔØ g(t) = f(c+t)−f(c)

t ÐÒÉ t 6= 0. ðÒÅÄÅÌ f ′(c) = limt→0 g(t) ÒÁ×ÅÎ (ÐÏÞÅÍÕ?)
ÐÒÅÄÅÌÁÍ limt→+0 g(t) É limt→−0 g(t). ÷ ÓÉÌÕ ×ÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ c ÉÍÅÅÍ g(t) ≥ 0 ÐÒÉ t > 0 É g(t) ≤ 0 ÐÒÉ t < 0.
ïÔÓÀÄÁ limt→+0 g(t) ≥ 0 É limt→−0 g(t) ≤ 0, ÔÏ ÅÓÔØ f ′(c) = limt→0 g(t) = 0. ¤

ôÁËÏÅ ÖÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ c | ÔÏÞËÁ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1 (ÔÅÏÒÅÍÁ òÏÌÌÑ). ðÕÓÔØ f : [a; b] → R | ÆÕÎËÃÉÑ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ (ÉÍÅÀÝÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ)
×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(a) = f(b). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ c ∈ (a; b) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f ′(c) = 0.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÔÒÅÚÏË [a; b] | ËÏÍÐÁËÔ, Á ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÍÅÀÔÓÑ
ÔÏÞËÉ c1; c2 ∈ [a; b], × ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÃÉÑ f ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. åÓÌÉ f | ËÏÎ-
ÓÔÁÎÔÁ, ÔÏ f ′(c) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ c ∈ (a; b). ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ××ÉÄÕ ÔÏÇÏ ÞÔÏ f(a) = f(b), ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ
ÔÏÞÅË c1; c2 ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b). ïÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ
Ë ÎÅÊ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ ÔÅÏÒÅÍÁ 2. ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2 (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1 | ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ). ðÕÓÔØ f : [a; b] → R | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.
ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ c ∈ (a; b) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(b) = f(a) + f ′(c)(b− a).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ '(t) = f(t) + t−b

b−af(a) + a−t
b−af(b). ôÏÇÄÁ ' ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ×Ï ×ÓÅÈ

ÔÏÞËÁÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (a; b) (ÐÏÓËÏÌØËÕ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, '(a) = '(b) = 0, ÔÁË ÞÔÏ Ë '
ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ c ∈ (a; b) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ 0 = '′(c) = f ′(c) + f(a)−f(b)

b−a . ¤

þÁÓÔÏ ×ÍÅÓÔÏ c ∈ [a; b] ÐÉÛÕÔ c = a+ �(b− a), ÇÄÅ 0 ≤ � ≤ 1.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3 (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2). äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : [a; b] → R ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,
ËÏÇÄÁ f ′(c) ≥ 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ c ∈ [a; b].

1



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ: f(x) ≥ f(y) ÐÒÉ ×ÓÅÈ x ≥ y. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ c ∈ [a; b] É ×ÓÅÈ t ÔÁËÉÈ,
ÞÔÏ t 6= 0 É c+ t ∈ [a; b] ÉÍÅÅÍ g(t) def= f(c+t)−f(c)

t ≥ 0. ôÏÇÄÁ f ′(c) = limt→0 g(t) ≥ 0.
ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ f ′(c) ≥ 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ c ∈ [a; b], É ÐÕÓÔØ x ≥ y. ôÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 2, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

c ∈ [y; x] ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f(x)− f(y) = f ′(c)(x− y) ≥ 0. ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4. ðÕÓÔØ f : [a; b] → R | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, f ′(a) = A É f ′(b) = B. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ
C ∈ [A;B] ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ c ∈ [a; b] ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f ′(c) = C.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ C = A ÉÌÉ C = B, ÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ; ÐÕÓÔØ A < C < B (ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÏÇÁÅÍ,
ÞÔÏ A < B; ÅÓÌÉ ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ h(t) = f(t) − Ct. ôÏÇÄÁ h′(a) = A − C < 0 É h′(b) = B − C > 0.
äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ a | ÔÏÞËÁ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ h. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ
" > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ t, 0 < t < ", ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f(a+t) > f(a). äÌÑ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË t ÉÍÅÅÍ g(t) def= f(a+t)−f(a)

t ≥ 0, ÏÔËÕÄÁ
×ÙÔÅËÁÅÔ f ′(a) = limt→0 g(t) ≥ 0 | ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ b | ÔÏÞËÁ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ
ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.

æÕÎËÃÉÑ h ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b]. ïÔÒÅÚÏË |
ËÏÍÐÁËÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ c ∈ [a; b], × ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ h ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.
ðÏÓËÏÌØËÕ a; b | ÔÏÞËÉ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ, c 6= a; b. ïÔÓÀÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÅÒÍÁ ÐÏÌÕÞÉÍ h′(c) = 0, ÔÏ
ÅÓÔØ f ′(c) = C. ¤

éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÆÕÎËÃÉÑ f ′ | ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ f | ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÉ. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ×ÓÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ; ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ
ÂÙÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ:

ðÒÉÍÅÒ 3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f(t) =
{
t2 sin(1=t); t 6= 0;
0; t = 0 . ðÒÉ t 6= 0 ÉÍÅÅÍ f ′(t) = 2t sin(1=t)− cos(1=t), Á

ÐÒÉ t = 0 ÉÍÅÅÍ f ′(0) = limt→0 t sin(1=t) = 0 (ÐÏÓËÏÌØËÕ − |t| ≤ t sin(1=t) ≤ |t|, Á limt→0 |t| = 0 | ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ
ÌÅÍÍÕ Ï Ä×ÕÈ ÐÏÌÉÃÅÊÓËÉÈ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f ′(t) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÉ ×ÓÅÈ t.

éÍÅÅÍ limt→0 2t sin(1=t) = 0, ËÁË ÕÖÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÉ. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ limt→0 cos(1=t) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, Ô.Ë.
limn→∞ 1=(n�) = 0, ÎÏ limn→∞ cos(1=(1=n�)) = limn→∞(−1)n ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, limt→0 f ′(t)
ÔÁËÖÅ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ′ × ÔÏÞËÅ 0 ÒÁÚÒÙ×ÎÁ.


