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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ïÂÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÍÐÁËÔÏ×. ïÐÉÓÁÎÉÅ ËÏÍÐÁËÔÏ× × Rn.

ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÍÐÅËÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Á ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á:

ôÅÏÒÅÍÁ 1. 1) ÷ÓÑËÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÚÁÍËÎÕ-
ÔÏ.

2) åÓÌÉ A ⊂ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ, Á B ⊂ A ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ B ËÏÍÐÁËÔÎÏ.
3) åÓÌÉ A ⊂ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ, Á f : A → Y | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÎÅÐÅÒÙ×ÎÏÅ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ÔÏ f(A) ⊂ Y

ËÏÍÐÁËÔÎÏ (É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÚÁÍËÎÕÔÏ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ó×ÏÊÓÔ×Ï 1. ðÕÓÔØ X | ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, A ⊂ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË
a ∈ A É b ∈ X \ A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Uab(a) ⊂ X É Vab(b) ⊂ X (ÏÂÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ,
× ÐÒÎÉÃÉÐÅ, ÚÁ×ÉÓÑÔ É ÏÔ a, É ÏÔ b). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ b ∈ X \ A. ðÏÓËÏÌØËÕ a ∈ Uab(a), ÉÍÅÅÍ A ⊂ ⋃

a∈A Uab(a).
ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ Uab(a) ÏÔËÒÙÔÙ, Á A ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË a1; : : : ; aN ∈ A ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ
A ⊂ Ua1b(a1)∪· · ·∪UaNb(aN ). ôÏÇÄÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ W (b) def= Va1b(b)∩· · ·∩VaNb(b) ÏÔËÒÙÔÏ (ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ
ÞÉÓÌÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×), ÓÏÄÅÒÖÉÔ b (ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ Vaib(b) ÓÏÄÅÒÖÁÔ) É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó Ua1b(a1)∪ · · · ∪
UaNb(aN ) (ÐÏÓËÏÌØËÕ Vaib(b) ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó Uaib(a)). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, W (b) ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó A, ÔÏ ÅÓÔØ
ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ × X \ A. ðÏÓËÏÌØËÕ b ∈ X \ A | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ÐÏÌÕÞÉÍ X \ A = ⋃

b∈X\{a}W (b) |
ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ A ÚÁÍËÎÕÔÏ.

ó×ÏÊÓÔ×Ï 2. ðÕÓÔØ A ËÏÍÐÁËÔÎÏ, Á B ⊂ A ÚÁÍËÎÕÔÏ. ðÕÓÔØ B ⊂ ⋃
� U�, ÇÄÅ ×ÓÅ U� ⊂ X ÏÔËÒÙÔÙ. ôÏÇÄÁ

A ⊂ (X \ B) ∪ ⋃
� U�, ÇÄÅ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ A ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ

U�1 ; : : : ; U�N ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ A ⊂ (X \ B) ∪ (U�1 ∪ · · · ∪ U�N ), ÏÔËÕÄÁ B ⊂ U�1 ∪ · · · ∪ U�N ). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, B
ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

ó×ÏÊÓÔ×Ï 3. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, A ⊂ X | ËÏÍÐÁËÔ, É f(A) ⊂ ⋃
� U�, ÇÄÅ ×ÓÅ

U� ⊂ Y ÏÔËÒÙÔÙ. ôÏÇÄÁ A ⊂ ⋃
� f−1(U�). ðÏÓËÏÌØËÕ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ, ×ÓÅ f−1(U�) ⊂ X ÏÔËÒÙÔÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ

A ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ U�1 ; : : : ; U�N ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ A ⊂ f−1(U�1) ∪ · · · ∪ f−1(U�N ). îÏ ÔÏÇÄÁ
f(A) ⊂ U�1 ∪ · · · ∪ U�N , É ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ f(A) ÄÏËÁÚÁÎÁ. ¤

ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× × Rn:

ôÅÏÒÅÍÁ 2. íÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ Rn ËÏÍÐÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A ⊂ Rn ËÏÍÐÁËÔÎÏ. ôÏÇÄÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ. ðÕÓÔØ Br(0) ⊂ Rb |
ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ r > 0 (ÂÅÚ ÇÒÁÎÉÃÙ) Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÏÇÄÁ ⋃

r>0Br(0) = Rn É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
A ⊂ ⋃

r>0Br(0). óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÍÅÒÕ 1 ÌÅËÃÉÉ 11, ÛÁÒ Br(0) ÏÔËÒÙÔ. éÚ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ A ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ r1 < r2 < · · · < rN ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ A ⊂ Br1(0) ∪ · · · ∪ BrN (0) = BrN (0). îÏ ÜÔÏ
É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ A ⊂ Rn ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ � = [a1; b1]×· · ·×[an; bn]
ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ A ⊂ � (ÄÏËÁÖÉÔÅ!). ðÏÓËÏÌØËÕ � | ËÏÍÐÁËÔ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2 ÌÅËÃÉÉ 12), Á A ÚÁÍËÎÕÔÏ, A | ËÏÍÐÁËÔ
ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, A ⊂ X | ËÏÍÐÁËÔ, f : X → R | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ
æÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁ A ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ É ÍÉÎÉÍÕÍÁ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ x∗ ∈ A ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(x∗) ≥ f(x) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ A (É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÍÉÎÉÍÕÍÁ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÒÁÚ f(A) ⊂ R | ËÏÍÐÁËÔ ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 3 ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2
ÏÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, É ÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ M def= sup f(A) | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (Á ÎÅ +∞). åÓÌÉ M =∈ f(A),
ÔÏ M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ f(A) (ÐÒÉÍÅÒ 2 ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 11). ðÏÓËÏÌØËÕ f(A) ÚÁÍËÎÕÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1
(ÉÌÉ 2), ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ Ó×ÏÉ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ×ËÌÀÞÁÑ M . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ x∗ ∈ A ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ
f(x∗) = M = max f(A) ≥ f(x) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈ A. ¤

ðÒÉÍÅÒ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï �n = {(x1; : : : ; xn) | x1; : : : ; xn ≥ 0; x1 + · · ·+xn = 1} ⊂ Rn | ËÏÍÐÁËÔ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,
ÅÓÌÉ x = (x1; : : : ; xn) ∈ �n, ÔÏ 0 ≤ x1; : : : ; xn ≤ 1, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �n ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,
�n = A1 ∩ · · · ∩ An ∩ B, ÇÄÅ Ai = {(x1; : : : ; xn) | xi ≥ 0} = p−1

i ([0;+∞)) ÐÒÉ i = 1; : : : ; n É B = {(x1; : : : ; xn) |
x1 + · · · + xn = 1} = q−1({1}), ÇÄÅ pi(x1; : : : ; xn) def= xi É q(x1; : : : ; xn) = x1 + · · · + xn. ÷ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ pi É q

1



ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á [0;+∞) ⊂ R É {1} ⊂ R ÚÁÍËÎÕÙ, ÔÁË ÞÔÏ ×ÓÅ Ai ⊂ Rn É B ⊂ Rn ÚÁÍËÎÕÔÙ ÐÏ
ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÌÅËÃÉÉ 11. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ �n ÚÁÍËÎÕÔÏ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

æÕÎËÃÉÑ h : Rn → R, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ h(x1; : : : ; xn) = x1 : : : xn, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1,
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ x∗ = (x∗1; : : : ; x∗n) ∈ �n ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ h(x∗) ≥ h(x) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ �n. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ,
ÞÔÏ x∗i > x∗j ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ 1 ≤ i; j ≤ n, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ x = (x1; : : : ; xn), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ xi = xj = (x∗i + x∗j )=2
É xk = x∗k ÄÌÑ ×ÓÅÈ k 6= i; j. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, x ∈ �n. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
0 <

(x∗i−x∗j
2

)2
=

(x∗i+x∗j
2

)2
−x∗jx∗j , ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ (ÐÏÞÅÍÕ?), ÞÔÏ h(x∗) < h(x). üÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÙÂÏÒÕ x∗

ËÁË ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ h ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ i É j ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÔÏ ÅÓÔØ x∗1 = · · · = x∗n = 1=n.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ y1; : : : ; yn ≥ 0 É ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ. ðÏÌÏÖÉÍ xi = yi=(y1 + · · · + yn) ÄÌÑ

×ÓÅÈ i = 1; : : : ; n; ÔÏÇÄÁ (x1; : : : ; xn) ∈ �n. óÏÇÌÁÓÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ, h(x) ≤ h(1=n; : : : ; 1=n) = 1=nn, ÔÏ ÅÓÔØ
y1:::yn

(y1+···+yn)n ≤ 1
nn . ðÅÒÅÎÏÓÑ ÓÕÍÍÕ × ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÉÚ×ÌÅËÁÑ ËÏÒÅÎØ n-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ n

√y1 : : : yn ≤ y1+···+yn
n

| ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÅÖÄÕ ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ É ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ.


