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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. úÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A ⊂ X ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ X \A
ÏÔËÒÙÔÏ.
ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ K ⊂ [0; 1] | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÒÏÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ,
ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÅÄÉÎÉÃ (Ô.Å. 1=3 = 0; 100 · · · = 0:022 · · · ∈ K, ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÔÏÒÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃ).
äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ K ÚÁÍËÎÕÔÏ. äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ [0; 1] \ K ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÉÓÅÌ x = 0:x1x2 : : : , ÌÀÂÁÑ ÚÁÐÉÓØ ËÏÔÏÒÙÈ ×
×ÉÄÅ ÔÒÏÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 1. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÒÁÚÒÑÄ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓÔÏÉÔ 1, Á ÐÏÓÌÅ ÎÅÇÏ ÎÅ
ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÅÒÉÏÄ ÉÚ ÎÕÌÅÊ ÉÌÉ Ä×ÏÅË. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ n > m ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ xm = xn = 1. ôÏÇÄÁ ×ÓÅ
ÞÉÓÌÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ (x − 1=3n; x + 1=3n) ÔÏÞËÉ x ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÅÄÉÎÉÃÕ × ÒÁÚÒÑÄÅ m É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÌÅÖÁÔ ×
[0; 1] \K, ËÏÔÏÒÏÅ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÔËÒÙÔÏ.

îÁÚÏ×ÅÍ ÔÏÞËÕ a ∈ X ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ⊂ X, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U(a) ÔÏÞËÉ a
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ b ∈ A, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ a (a ∈ A ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ, ÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ). éÎÙÍÉ
ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÏÞËÁ a ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A ∪ {a}.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. åÓÌÉ u : N → A ⊂ X | ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, a = limn→+∞ un É un 6= a ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ n,
ÔÏ a | ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A. åÓÌÉ X = Rn, ÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ a | ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ
ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ⊂ Rn, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ u : N→ A \ {a} Ó ÐÒÅÄÅÌÏÍ a.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ u : N→ A| ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a def= limn→+∞ un
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ un ∈ A (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ | ÔÏÞËÉ un ÐÒÉ ×ÓÅÈ n > N , ÇÄÅ N ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ; ÐÒÁ×ÄÁ, ÎÅ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ×ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. . . ). ðÏÓËÏÌØËÕ un 6= a, ÌÀÂÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ a ÐÅÒÅÓÅËÁ-
ÅÔÓÑ Ó A \ {a} | ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ a ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ.

ðÕÓÔØ a = (a1; : : : ; an) | ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ⊂ Rn. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U1=k;:::;1=k(a)
ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó A. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ uk = (u1k; : : : ; unk) ∈ U1=k;:::;1=k(a) ∩ A; ÔÏÇÄÁ ai − 1=k <
uik < ai + 1=k ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 1; : : : ; n. ðÏ ÌÅÍÍÅ Ï Ä×ÕÈ ÐÏÌÉÃÅÊÓËÉÈ limk→∞ uik = ai ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ
limk→∞ uk = a. ¤

åÝÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ:
ðÒÉÍÅÒ 2. åÓÌÉ ÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ b = supA ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ⊂ R | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÎÅ +∞, ÔÏ ÅÓÔØ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ) É ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ A, ÔÏ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ A. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ
×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ a > b− ". óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÎÔÅÒ×ÁÌ U"(b) = (b− "; b+ ")
ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ A, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ÎÅ b, ÐÏÓËÏÌØËÕ b =∈ A. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ b | ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ
A. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÔÏÞÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ.
ôÅÏÒÅÍÁ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ X ÚÁÍËÎÕÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ Ó×ÏÉ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ
ÔÏÞËÉ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A ÚÁÍËÎÕÔÏ, É a | ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ a. åÓÌÉ a =∈ A, ÔÏ a ∈ X \A. íÎÏÖÅÓÔ×Ï X \A
ÏÔËÒÙÔÏ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U(a) ÔÏÞËÉ a. îÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ
ÔÏÞËÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U(a) ÄÏÌÖÎÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ Ó A É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÌÅÖÁÔØ × X \A. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ
ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ a ∈ A.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ Ó×ÏÉ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ. ðÕÓÔØ b ∈ X\A (ÔÏ ÅÓÔØ b =∈ A). ôÏÇÄÁ b ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ A É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U(b) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ U(b)∩(A\{b}) = U(b)∩A = ∅.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, U(b) ⊂ X \A, É X \A ÏÔËÒÙÔÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÌÅËÃÉÉ 10. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ É ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ A ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, b def= supA | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. åÓÌÉ b =∈ A, ÔÏ × ÓÉÌÕ
ÐÒÉÍÅÒÁ 2 b | ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ A. ðÏÓËÏÌØËÕ A ÚÁÍËÎÕÔÏ, b ∈ A ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 | ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. úÎÁÞÉÔ,
b = supA ∈ A, ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ b | ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A. äÌÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ X;Y | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, A ⊂ Y , Á f : X → Y | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÎÅÐÒÅ-
ÒÙ×ÎÏÅ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ X. ôÏÇÄÁ

1



1) åÓÌÉ A ÏÔËÒÙÔÏ, ÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ f−1(A) def= {x ∈ X | f(x) ∈ A} ÏÔËÒÙÔ.
2) åÓÌÉ A ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ f−1(A) ÚÁÍËÎÕÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ×ÎÁÞÁÌÅ A = U(a) | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a ∈ Y , É ÐÕÓÔØ b ∈ f−1(U(a)), ÔÏ ÅÓÔØ
f(b) ∈ U(a). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ÔÏÞËÉ f(b) ÔÁËÁÑ,
ÞÔÏ V ⊂ U(a). ðÏÓËÏÌØËÕ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ b, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ W ÔÏÞËÉ b ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(W ) ⊂
V ⊂ U(a), ÏÔËÕÄÁ W ⊂ f−1(U(a)). óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÌÅËÃÉÉ 10, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f−1(U(a)) ÏÔËÒÙÔÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØA ÏÔËÒÙÔÏ:A = ⋃
� U(a�) | ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÔÏÞÅË a�. ôÏÇÄÁ f−1(A) = ⋃

� f−1(U(a�))
| ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÔËÒÙÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÌÅËÃÉÉ 10.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÅÓÔØ Y \A ÏÔËÒÙÔÏ. ôÏÇÄÁ f−1(A) = X \ f−1(Y \A) (ÄÏËÁÖÉÔÅ!) ÚÁÍËÎÕÔÏ,
ÐÏÓËÏÌØËÕ f−1(Y \A) | ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔËÒÙÔ. ¤


