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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. üËÓÐÏÎÅÎÔÁ.

ðÕÓÔØ u : N → Rm | ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ× (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, u0; u1; · · · ∈ Rm). òÑÄÏÍ Ó ÏÂÝÉÍ
ÞÌÅÎÏÍ uk ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a : N→ Rm, ÇÄÅ an = u0 + · · ·+un. ðÒÅÄÅÌ limn→+∞ an ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÓÕÍÍÏÊ ÒÑÄÁ; ÅÓÌÉ ÏÎ ÌÅÖÉÔ × Rm (Á ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ∞), ÔÏ ÒÑÄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ. òÑÄ ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ∑∞
n=0 un; ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ (ÎÅÕÄÏÂÎÏ, ÎÏ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ.
ðÕÓÔØ x ∈ C; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ exp(x) = ∑n

k=0
xk
k! = 1 + x+ x2

2 + x3

6 + : : : .
ôÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ C ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

óÕÍÍÁ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÁÅÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ×ÎÁÞÁÌÅ x ≥ 0 | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ an(x)
× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ × ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ.

ìÅÍÍÁ 1. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ y > 0 ÐÒÅÄÅÌ limn→∞
yn
n! = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ðÕÓÔØ C = [y] (ÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ) É n > C. ôÏÇÄÁ 0 < yn
n! <

y
1 : : :

y
C

y
C+1 : : :

y
n ≤ yC · yn =

yC+1 1
n . ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ n → ∞ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ yC+1 ÚÁ×ÉÓÉÔ

ÔÏÌØËÏ ÏÔ y, Á ÏÔ n ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ), ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ Ï Ä×ÕÈ ÐÏÌÉÃÅÊÓËÉÈ. ¤

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ x ∈ R≥0) ðÒÉÍÅÎÉÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ Ë y = 2x. ðÏÌÕÞÉÍ,
ÞÔÏ 2nxn

n! → 0 ÐÒÉ n → ∞. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ N , ÞÔÏ ÐÒÉ n > N ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 2nxn

n! < 1, ÔÏ ÅÓÔØ xn
n! < 1=2n. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ an = ∑N

k=0
xk
k! + ∑n

k=N+1
xk
k! ≤

∑N
k=0

xk
k! +∑n

k=N+1
1

2k! ≤
∑N
k=0

xk
k! + 1 | ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ É ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ x ∈ C | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.
÷ÎÁÞÁÌÅ | ×ÁÖÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÐÒÏ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ:

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, A ⊂ X, a ∈ X, L ∈ Rm, Á f : A → Rm | ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ limx→a f(x) = L ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ limx→a |f(x)− L| = 0.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÜÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ A→ Rm, Á ×ÔÏÒÏÊ | ÐÒÅÄÅÌ ÆÕÎËÃÉÉ A→ R.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. \ôÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ". ðÕÓÔØ limx→a |f(x)− L| = 0, ÇÄÅ L = (L1; : : : ; Lm) ∈ Rm. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,
ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÏÞËÉ a ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ U \ {a}, ÔÏ f(x) ∈ B"(L) = {x ∈
Rm | |x− L| < "}. íÎÏÖÅÓÔ×Ï B"(L) ⊂ L | ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ " > 0 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ L. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V"1;:::;"m(L) = {y = (y1; : : : ; ym) ∈ Rm | |y1 − L1| < "1; : : : ; |ym − Lm| < "m} ⊂ Rm ÔÏÞËÉ L ∈ Rm,
É ÐÕÓÔØ " > 0 | ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ ×ÓÅÈ "1; : : : ; "m. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ y = (y1; : : : ; ym) ∈ B"(L), ÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ
i = 1; : : : ;m ÐÏÌÕÞÁÅÍ |yi − Li| =

√
|yi − Li|2 ≤

√
|y1 − L1|2 + · · ·+ |ym − Lm|2 = |y − L| < " < "i, ÏÔËÕÄÁ

B"(L) ⊂ V"1;:::;"m(L). ÷ÙÂÅÒÅÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U(a) ÐÏ ÞÉÓÌÕ ", ËÁË ÕËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈ U(a),
x 6= a, ÐÏÌÕÞÉÍ f(x) ∈ B"(L), ÏÔËÕÄÁ f(x) ∈ V"1;:::;"m . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ limx→a f(x) = L.

\ôÏÇÄÁ": ÐÕÓÔØ limx→a f(x) = L, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ×ÓÅÈ "1; : : : ; "m ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U(a) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
x ∈ U(a) \ {a}, ÔÏ f(x) ∈ V"1;:::;"m (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É × ÓÌÕÞÁÅ \ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ"). ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó
ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÔÉ "1; : : : ; "m ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ V"1;:::;"m ⊂ B"(L).
÷ÏÚØÍÅÍ "1 = · · · = "m = "=m. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ y = (y1; : : : ; ym) ∈ V"1;:::;"m , ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 1; : : : ;m ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |yi − Li| < "i = "=m, ÏÔËÕÄÁ |y − L| =

√
|y1 − L1|2 + · · ·+ |ym − Lm|2 ≤

√
m · "2=m2 = "=√m <

", ÔÏ ÅÓÔØ y ∈ B"(L) | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, V"1;:::;"m ⊂ B"(L), ËÁË É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ | ËÁË
× ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ÷ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÑ f : A → Rn, ÇÄÅ A ⊂ X, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ × ÔÏÞËÅ a ∈ X, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ
ÅÓÌÉ lim(x;y)→(a;a) |f(x)− f(y)| = 0.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ 2 Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ (×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ) F :
A×A→ Rm, ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÏÊ F (x; y) = f(x)− f(y). ¤

1



ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ u : N → Rm | ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ×; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ
|u0| ; |u1| ; · · · ∈ R. åÓÌÉ ÒÑÄ ∑∞

n=0 |un| ÓÈÏÄÉÔÓÑ (ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ +∞), ÔÏ É ÒÑÄ ∑∞
n=0 un

ÓÈÏÄÉÔÓÑ.
(÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑∞

n=0 un ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, É ÌÅÍÍÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ \ÅÓÌÉ ÒÑÄ ÁÂÓÏ-
ÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ".)
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ an = u0 + · · ·+ un ∈ Rm É cn = |u0|+ · · ·+ |un| ∈ R. ðÏÓËÏÌØËÕ cn ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÏÎÁ
ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ × ÔÏÞËÅ ∞: lim(m;n)→(∞;∞)(cm − cn) = 0. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2, lim(m;n)→(∞;∞) |cm − cn| = 0.
ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ m ≤ n (ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ), ÔÏÇÄ 0 ≤ |an − am| = |um+1 + · · ·+ un| ≤
|um+1| + · · · + |un| = |cn − cm|. ðÏ ÌÅÍÍÅ Ï Ä×ÕÈ ÐÏÌÉÃÅÊÓËÉÈ lim(m;n)→(∞;∞) |an − am| = 0, É × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ
2, ÐÏÓÌÅÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ an ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ | ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ¤

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 1) ôÅÏÒÅÍÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ x ∈ C = R2 ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅ-
ËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3:

∣∣∣xkk!

∣∣∣ = |x|k
k! , ÎÏ |x| | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÒÑÄ ∑∞

k=0
|x|k
k! ÓÈÏÄÉÔÓÑ

ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÒÁÎÅÅ. ¤
ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÒÑÄÏ× ∑∞

n=0 un É ∑∞
n=0 vn, ÇÄÅ un; vn ∈ C, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÑÄ ∑∞

n=0 wn, ÇÄÅ wn = u0vn +
u1vn−1 + · · ·+ unv0 = ∑n

k=0 ukvn−k.
ôÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ ÒÑÄÙ ∑∞

n=0 un É ∑∞
n=0 vn ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ, É A;B ∈ C | ÉÈ ÓÕÍÍÙ, ÔÏ ÉÈ ÐÒÏÉÚ×Å-

ÄÅÎÉÅ | ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ Ó ÓÕÍÍÏÊ AB.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ an def= u0 + · · ·+ un, bn def= v0 + · · ·+ vn, ÔÁË ÞÔÏ limn→∞ an = A É limn→∞ bn = B.
úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ " > 0. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ an É bn ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÈÏÄÑÔÓÑ); ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ
1, lim(m;n)→(+∞;+∞) |an − am| = lim(m;n)→(+∞;+∞) |bn − bm| = 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ N ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
ÐÒÉ n > m > N ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á |an − am| = |um+1 + · · ·+ un| < ", |bn − bm| = |vm+1 + · · ·+ vn| <
". ÷ ÓÉÌÕ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C > 0 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ |u0| + · · · + |un| < C,
|v0|+ · · ·+ |vn| < C ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n.

ðÏÌÏÖÉÍ cn = w0 + · · · + wn = ∑
k+l≤n ukwl. ðÕÓÔØ n > 2N + 1, ÔÁË ÞÔÏ [n=2] > N É n − [n=2] > N .

ôÏÇÄÁ cn − a[n=2]bn−[n=2] = P + Q, ÇÄÅ P = ∑
l≥[n=2]

∑
k≤n−l ukvl É Q = ∑

k≥N−[n=2]
∑
l≤n−k ukvl. éÍÅ-

ÅÍ |P | ≤ |u0(v[n=2] + · · ·+ vn) + u1(v[n=2] + · · ·+ vn−1) + · · ·+ un−[n=2]v[n=2]| ≤ |u0| |v[n=2] + · · ·+ vn| + · · · +
|un−[n=2]| |v[n=2]| ≤ "( |u0|+ · · ·+ |un−[n=2]| < C" É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ |Q| < C", ÏÔËÕÄÁ |cn − a[n=2]bn−[n=2]| < 2C".

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÅÄÅÌÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É ÌÅÍÍÙ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ limn→∞ |a[n=2]bn−[n=2] −AB| = 0. óÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏ, ÓÕÛÅÓÔ×ÕÅÔ N ′ > 2N + 1 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n > N ′, ÔÏ |a[n=2]bn−[n=2] −AB| < ". óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ
ÔÁËÉÈ n ÐÏÌÕÞÁÅÍ |cn −AB| < "(2C + 1), ÏÔËÕÄÁ limn→∞ cn = AN ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2 ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. exp(x+ y) = exp(x) exp(y) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x; y ∈ C.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ uk = xk
k! , vk = yk

k! , ÔÏÇÄÁ wn = ∑n
k=0 akbn−k = ∑n

k=0
xkyn−k
k!(n−k)! = 1

n!
∑n
k=0

n!
k!(n−k)!xkyn−k =

1
n! (x+ y)n. ¤


