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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, A ⊂ X, f : A → R | ÆÕÎËÃÉÑ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ
ÆÕÎËÃÉÀ F : (A \ {a})2 → R ÆÏÒÍÕÌÏÊ F (x; y) = f(x) − f(y). æÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ×
ÔÏÞËÅ a ∈ X, ÅÓÌÉ lim(x;y)→(a;a) F (x; y) = 0.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÅÄÅÌ L def= limx→a f(x) ∈ R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ ×
ÔÏÞËÅ a.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÚÄÅÓØ | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÔÅÏÒÅ-
ÍÁ ÎÅ×ÅÒÎÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, limx→0 1=x = ∞, ÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f(x) = 1=x × ÔÏÞËÅ a = 0 ÎÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏ.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÉÍÅÌÏ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï lim(x;y)→(0;0)

( 1
x − 1

y
)

= 0, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÀ F (x; y) = 1
x − 1

y ÍÏÖÎÏ
ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ × ÔÏÞËÕ (0; 0), ÐÏÌÁÇÁÑ F (0; 0) = 0, É ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÂÙ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ. ôÏÇÄÁ ÐÏ
ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ p : R→ R É q : R→ R ÔÁËÉÈ,
ÞÔÏ p(0) = q(0) = 0, ÆÕÎËÃÉÑ F (p(t); q(t)) ÂÙÌÁ ÂÙ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ t = 0 (É ÐÒÉÎÉÍÁÌÁ ÔÁÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0).
îÏ F (t; 2t) = 1

t − 1
2t = 1

2t 6→ 0 ÐÒÉ t→ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ×ÎÁÞÁÌÅ L = limx→a f(x). ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ f(a) = L | ÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ
É ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ÜÔÏ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ (ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÔÏÞËÅ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÐÒÅÄÅÌ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ), Á ÎÁ
ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÓÔØ, Ô.Å. ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÐÒÅÄÅÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ F | ÔÁËÖÅ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ F ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ,
ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÒÁ×ÅÎ a. ôÅÐÅÒØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ a.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p1 : X ×X → X, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ p1(x; y) = x, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!).
ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ p2(x; y) = y. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ g1

def= f ◦ p1 : X ×X → R ÚÁÄÁÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
g1(x; y) = f(x); ÏÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ (a; a) ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï lim(x;y)→(a;a) f(x) = lim(x;y)→(a;a) g1(x; y) = g1(a; a) = f(a) = L. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ
lim(x;y)→(a;a) f(x) = L. îÏ ÔÏÇÄÁ lim(x;y)→(a;a) F (x; y) = L− L = 0.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ × ÔÏÞËÅ a. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ " > 0; ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
U1; U2 ÔÏÞËÉ a ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (x; y) ∈ U1×U2 (ÔÏ ÅÓÔØ x ∈ U1, y ∈ U2), ÔÏ−" < f(x)−f(y) < ". ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ
ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÏÞËÉ a, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÓÑ × U1 ∩ U2. ïËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
U1, U2 ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÌÀÂÙÅ ÉÈ ÐÏÄ-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ | × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ U | ÂÅÚ ÎÁÒÕÛÅÎÉÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.
ôÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x; y ∈ U , ÔÏ −" < f(x)− f(y) < ".

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V ⊆ U ÔÏÞËÉ a ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ S(V ) def= supx∈V f(x). (úÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ S(V ) ∈ R, Á ÎÅ ÒÁ×ÎÏ +∞ | ÄÏËÁÖÉÔÅ!) ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ L = inf{S(V ) | V ⊆
U| ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a}. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÞÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏ-
ÓÔÉ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ⊆ U ÔÏÞËÉ a ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ L ≤ S(V ) ≤ L + ". åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ x ∈ V , ÔÏ
ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ x ∈ U É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f(x) − " < f(y) < f(x) + " ÄÌÑ ×ÓÅÈ y ∈ U | × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ
y ∈ V . âÅÒÑ × ÜÔÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÔÏÞÎÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ ÐÏ y, ÐÏÌÕÞÉÍ f(x) − " ≤ S(V ) ≤ f(x) + ", ÔÏ ÅÓÔØ
S(V )− " ≤ f(x) ≤ S(V ) + "; ÎÏ ÐÒÁ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÏÖÎÏ ÕÓÉÌÉÔØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ S(V ) | ÔÏÞÎÁÑ
×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ: S(V ) − " ≤ f(x) ≤ S(V ). ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á L ≤ S(V ) ≤ L + " (ÓÍ. ×ÙÛÅ) ×ÙÔÅËÁÅÔ,
ÞÔÏ L− " ≤ f(x) ≤ L+ " ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ x ∈ V . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, L = limx→a f(x). ¤

æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÂÙ×ÁÀÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÆÕÎËÃÉÉ: ÅÓÌÉ f : A→ Rn, ÇÄÅ A ⊂ X, ÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ-
ÎÏÓÔÉ × ÔÏÞËÅ a ∈ X ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ (f(x)− f(y) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÅÓÌÉ f(x); f(y) ∈ Rn!).

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : A → Rn, ÇÄÅ A ⊂ X, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏ × ÔÏÞËÅ a ∈ X ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÅÄÅÌ L def= limx→a f(x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : A → Rn ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ (f1; : : : ; fn), ÇÄÅ fi : A → R
ÄÌÑ ×ÓÅÈ i. óÔÒÕËÔÕÒÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ limx→a f(x) =
(limx→a f1(x); : : : ; limx→a f1(x)). ÷ÙÞÉÔÁÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× f(x)−f(y) ÔÁËÖÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏ. ïÔÓÀ-
ÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏ × ÔÏÞËÅ a ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × ÔÏÞËÅ a ÆÕÎ-
ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙ ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ f1; : : : ; fn, É ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë L = (L1; : : : ; Ln) ∈ Rn ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
limx→a fi(x) = Li ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 1; : : : ; n. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 1. ¤
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ðÒÉÍÅÒ 1 (ÚÁÄÁÞÁ 5 ÌÉÓÔËÁ 1). ðÕÓÔØ q | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ an = 1 + q +
q2 + · · · + qn−1 = 1−qn

1−q ∈ C. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ a | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ N → C = R2; ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ (É
ÞÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ) ÐÒÅÄÅÌ limn→+∞ an ∈ C.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÅ×.
1. |q| < 1. ðÕÓÔØ qn = xn + iyn, xn; yn ∈ R. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 0 ≤ |xn| ; |yn| ≤

√
x2
n + y2

n =
|qn| = |q|n; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ limn→+∞ |q|n = 0 (ÜÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ). ðÏ ÌÅÍÍÅ Ï Ä×ÕÈ ÐÏÌÉÃÅÊÓËÉÈ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ limn→+∞ |xn| = 0 = limn→+∞ |yn| É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏ, limn→+∞ xn = 0 = limn→+∞ yn (ÄÏËÁÖÉÔÅ!). éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × C = R2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ
limn→+∞ qn = 0 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, limn→+∞ an = 1

1−q .
2. |q| > 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C̃, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ C = R2 É ÅÝÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ ∞. ÷×ÅÄÅÍ × C̃ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ

ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ×ÚÑ× × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ∞ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á UR(∞) = {z ∈ C | |z| > R} ∪
{∞}. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ! ÜÔÏ ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÅ ÎÁ R̃), ÞÔÏ C̃ | ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.
ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, A ⊂ X É a ∈ X. äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÏÊ)
f : A → C̃ ÐÒÅÄÅÌ limx→a f(x) = ∞ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ limx→a |f(x)| = +∞ (×ÔÏÒÏÊ ÐÒÅÄÅÌ ÜÔÏ
ÐÒÅÄÅÌ ÏÂÙÞÎÏÊ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÚÎÁÞÎÏÊ, ÆÕÎËÃÉÉ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏ ÐÒÅÄÅÌÙ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ∀R > 0∃U(a)∀z ∈ U(a) ∩ A : |f(x)| > R
(U(a) ⊂ X | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a). ¤

ðÏÓËÏÌØËÕ |q| > 1, ÉÍÅÅÍ limn→+∞ |q|n = +∞. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z; w ∈ C ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ-
×ÅÎÓÔ×Ï |z + w| ≥ |z| − |w| (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!) | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, |an| =

∣∣∣ qn1−q + −1
1−q

∣∣∣ ≥
∣∣∣ qn1−q

∣∣∣− 1
|1−q| = |q|n

|1−q| − 1
|1−q| .

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ limn→∞ |an| = +∞, É ÉÚ ÌÅÍÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ limn→∞ an = ∞.
3. |q| = 1. úÄÅÓØ ÅÓÔØ Ä×Á ÐÏÄÓÌÕÞÁÑ: q = 1 É q 6= 1. åÓÌÉ q = 1, ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, an = n (ÆÏÒÍÕÌÁ an =

1−qn
1−q ÚÄÅÓØ ÎÅÐÒÉÍÅÎÉÍÁ), ÏÔËÕÄÁ limn→+∞ an = ∞ ∈ C̃ (ÉÌÉ limn→+∞ an = +∞ ∈ R). åÓÌÉ ÖÅ q 6= 1, ÔÏ
|qn| = |q|n = 1 ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |1− qn| ≤ |1| + |qn| = 2 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
|an| = |1−qn|

|1−q| ≤ 2
|1−q| . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ an ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÔÁË ÞÔÏ limn→+∞ an 6= ∞.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÖÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ an (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÅÌÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ limn→+∞ an = A ∈ C, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ an
ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1: lim(p;q)→(∞;∞) ap − aq = 0. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ-
ÓÔÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ pn; qn | Ä×Å ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ
limn→+∞ pn = limn→+∞ qn = +∞, ÔÏ limn→+∞ apn − aqn = 0. ÷ÏÚØÍÅÍ pn = n+ 1, qn = n | ÄÌÑ ÎÉÈ ÐÒÅÄÅÌÙ
ÒÁ×ÎÙ +∞. îÏ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ limn→+∞ an+1 − an = limn→+∞ qn ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ (ÎÁ ÓÁÍÏÍ
ÄÅÌÅ ÏÎ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÎÏ ÎÁÍ ÜÔÏ ÎÅ×ÁÖÎÏ). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ qn = xn + iyn. åÓÌÉ limn→∞ qn = 0, ÔÏ
limn→∞ xn = 0 = limn→∞ yn. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ c ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ n > c ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á |xn| < 1=2 É
|yn| < 1=2. îÏ ÐÒÉ ÔÁËÉÈ n ÉÍÅÅÍ |qn|2 = |xn|2 + |yn|2 < 1=2, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ |qn| = |q|n = 1
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ an ÎÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.


