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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÏËÏÎÞÁÎÉÅ). ðÒÉÎÃÉÐ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÏ-
ÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ.

1. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÌÅËÃÉÉ 5
1. ðÕÎËÔ 4. ðÕÓÔØ ×ÎÁÞÁÌÅ x; y > 0, É ÐÕÓÔØ xn; yn | ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ n-ÇÏ ÚÎÁËÁ)
ÞÉÓÅÌ x É y. éÚ ÐÒÁ×ÉÌÁ \ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÓÔÏÌÂÉËÏÍ" ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÚÎÁËÏ× (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ!), ÞÔÏ
xnyn = ynxn ôÏÇÄÁ xy = supn(xnyn) = supn(ynxn) = yx. åÓÌÉ x < 0, y > 0, ÔÏ −x > 0 É xy = −((−x)y) =
−(y(−x)) = yx; ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÚÎÁËÏ× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (ÄÁÖÅ ÐÒÏÝÅ) ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÕÎËÔ 1.

2. ðÕÎËÔ 5. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÕÎËÔÕ 4, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÒÉ x; y; z > 0. éÚ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ
ÓÔÏÌÂÉËÏÍ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Õ ÞÉÓÅÌ (xy)n É xnyn ÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ É ÐÅÒ×ÙÅ n ÃÉÆÒ ÄÒÏÂÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÏÐÁÄÁÀÔ. ôÏÇÄÁ
Õ ÞÉÓÅÌ xn(yz)n É xn(ynzn) ÔÁËÖÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÐÅÒ×ÙÅ n ÃÉÆÒ. îÏ xn(ynzn) = (xnyn)zn (ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ n |
ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ!), ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Õ xn(yz)n É (xy)nzn ÐÅÒ×ÙÅ n ÃÉÆÒ ÔÏÖÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ,
ÞÔÏ x(yz) = supn xn(yz)n = supn(xy)nzn = (xy)z.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÕÎËÔÙ 2 É 7.

3. ðÕÎËÔÙ 3, 6 É 9 ÏÞÅ×ÉÄÎÙ.

4. ðÕÎËÔ 8 ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÉ x > 0. ðÕÓÔØ ÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ x ÓÏÄÅÒÖÉÔ k
ÚÎÁËÏ× (ÔÏ ÅÓÔØ 10k−1 ≤ x < 10k). ôÏÇÄÁ Õ ÞÉÓÌÁ x=10n+k ÐÅÒ×ÙÅ n ÚÎÁËÏ× ÐÏÓÌÅ ÔÏÞËÉ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. üÔÏ ÏÚÎÁ-
ÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ajn = jx=10n+k, j = 0; 1; 2; : : : , ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÏÅ
1 É ÍÅÎØÛÅÅ, ÞÅÍ 1+1=10n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ bn = jnx=10n+k. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ p > 0 ÉÍÅÅÍ
1 ≤ bn+p = jn+px=10n+p+k < 1+1=10n+p < 1+1=10n, ÏÔËÕÄÁ |bn − bn+p| = |x(jn=10n+k − jn+p=10n+k+p)| 1=10n.
ðÏÓËÏÌØËÕ x ≥ 10k−1, ÐÅÒ×ÙÅ n + k − 1 ÚÎÁËÏ× ÞÉÓÅÌ yn def= jn=10n+k É yn+p

def= jn+p=10n+k+p ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÐÒÉ
ÌÀÂÏÍ p. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÚÎÁËÉ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ y1; y2; : : : ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÔÓÑ (n-Ê ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ
ÍÅÎÑÔØÓÑ ÐÏÓÌÅ (n− k+ 1)-ÇÏ ÞÌÅÎÁ), ÉÚ ÞÅÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ (ÐÏÞÅÍÕ?), ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ
y.

éÍÅÅÍ 1 ≤ ynx ≤ 1 + 1=10n, ÏÔËÕÄÁ 1 ≤ yx ≤ 1 + 1=10n ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ yx = 1.

2. ðÒÉÎÃÉÐ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×
ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ [a1; b1] ⊃ [a2; b2] ⊃ : : : | ×ÌÏÖÅÎÎÙÅ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ôÏ-
ÇÄÁ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ⋂

n[an; bn] 6= ∅ | ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ x, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ×ÓÅÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ.
åÓÌÉ limn→+∞(bn − an) = 0, ÔÏ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ, É x = limn→∞ an = limn→∞ bn.

ðÒÉÍÅÒ 1. åÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÔÒÅÚËÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ, ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÕÄÅÔ ÎÅ×ÅÒÎÁ:⋂
n(0; 1=n] = ∅. ôÁËÖÅ ÎÅ ÇÏÄÑÔÓÑ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ËÏÎÃÏÍ (ÌÕÞÉ): ⋂

n[n;+∞) = ∅. á ×ÏÔ
ÏÔÒÅÚËÉ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÔÅÏÒÅÍÅ: ⋂

n[n;+∞] = {+∞}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÉ A def= sup{an | n = 1; 2; : : : } É B def= inf{bn | n = 1; 2; : : : }.
ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÒÅÚËÉ ×ÌÏÖÅÎÙ, ÉÈ ÌÅ×ÙÅ ËÏÎÃÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ: a1 ≤ a2 ≤ : : : ,
Á ÐÒÁ×ÙÅ | ÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ: b1 ≥ b2 ≥ : : : . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ n É k ÉÍÅÅÍ: ÅÓÌÉ k ≥ n, ÔÏ an ≤ ak ≤ bk, Á
ÅÓÌÉ k ≤ n, ÔÏ an ≤ bn ≤ bk | × ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ an ÍÅÎØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ
bk. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ an ≤ A ≤ B ≤ bk ÐÒÉ ×ÓÅÈ n É k (É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, A É B | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ,
Á ÎÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ x ∈ [A;B], ÔÏ an ≤ x ≤ bn ÄÌÑ ×ÓÅÈ n | ÔÏ ÅÓÔØ x ∈ ⋂

n[an; bn].
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ¤

3. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ
ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ f : [a; b] → R | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, É ÐÕÓÔØ C ∈ [f(a); f(b)] (ÉÌÉ [f(b); f(a)]). ôÏÇÄÁ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ x ∈ [a; b] (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(x) = C.

1



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ, É ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ t ∈ [a; b] ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÌÉÂÏ ÎÅ-
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(t) < C, ÌÉÂÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(t) > C. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ f(a) < f(b) (É,
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f(a) < C < f(b)); ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ a0 = a, b0 = b, É ÐÕÓÔØ c1 = (a0 + b0)=2. åÓÌÉ f(c1) < C, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ a1 = c1; b1 = b0, Á ÅÓÌÉ
f(c1) > C, ÔÏ ÎÁÏÂÏÒÏÔ: a1 = a0, b1 = c1. úÁÔÅÍ ÐÏÌÏÖÉÍ c2 = (a1 + b1)=2 É ÐÒÏÄÅÌÁÅÍ ÔÕ ÖÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ,
ÏÐÒÅÄÅÌÉ× a2 É b2, É Ô.Ä. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× [a0; b0] ⊃ [a1; b1] ⊃
[a2; b2] ⊃ : : : , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(an) < C < f(bn) ÄÌÑ ×ÓÅÈ n. äÌÉÎÁ n-ÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ bn − an = (b − a)=2n → 0
ÐÒÉ n → +∞, ÏÔËÕÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ ÔÏÞËÁ x ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ {x} = ⋂

n[an; bn] É x =
limn→+∞ an = limn→+∞ bn.

÷ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f ÉÍÅÅÍ f(x) = limn→+∞ f(an) É f(x) = limn→+∞ f(bn). éÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f(an) < C ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f(x) ≤ C, Á ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, | ÞÔÏ f(x) ≥ C. îÏ
ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ f(x) = C, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÞÔÏ ÔÁËÏÇÏ ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ. ¤

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ a > 0. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÉÓÌÏ √a > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
(√a)2 = a, É ÞÔÏ

ÅÓÌÉ a > 1, ÔÏ 1 < √a < a, Á ÅÓÌÉ 0 < a < 1, ÔÏ a < √a < 1.
ðÕÓÔØ ×ÎÁÞÁÌÅ a > 1 (×ÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ); ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÒÅÚÏË [1; a]. æÕÎËÃÉÑ f(x) = x2

ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁ ÌÅ×ÏÍ ËÏÎÃÅ ÏÔÒÅÚËÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(1) = 1 < a, Á ÎÁ ÐÒÁ×ÏÍ f(a) = a2 > a. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ x ∈ [1; a] ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ x2 = a. ÷ ÓÉÌÕ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ: x1 <
x2 ⇒ f(x1) < f(x2), ÔÁË ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ a.


