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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. 1) åÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ x; y, ÉÌÉ ÏÂÁ, | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉ, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ
ÓÒÁ×ÅÎÅÎÉÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ (Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ 0 ÉÌÉ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ 9)
×ÙÂÒÁÎÏ.

2) åÓÌÉ x; y ∈ R É x 6= y, ÔÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉÂÏ x < y, ÌÉÂÏ y < x, ÎÏ ÎÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ.
3) åÓÌÉ x < y < z, ÔÏ x < z.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ó×ÏÊÓÔ×Ï 3: ÐÕÓÔØ x = a0:a1a2 : : : ; y = b0:b1b2 : : : ; z = c0:c1c2 : : : . îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x < y ÏÚÎÁ-
ÞÁÅÔ, ÞÔÏ an < bn, ÎÏ ai = bi ÐÒÉ i < n; ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï y < z | ÞÔÏ bm < cm, ÎÏ bi = ci ÐÒÉ i < m. ðÕÓÔØ k |
ÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ n;m. ôÏÇÄÁ ai = bi = ci ÐÒÉ i < k, ÎÏ ÌÉÂÏ ak < bk ≤ ck (ÅÓÌÉ k = n), ÌÉÂÏ ak ≤ bk < ck
(ÅÓÌÉ k = m); × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ak < ck. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ x < z.

ó×ÏÊÓÔ×Ï 1: ÐÕÓÔØ y = b0:b1b2 : : : É a0:a1 : : : an−1an99 · · · < y. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ bi = ai ÐÒÉ i = 0; : : : ; k, ÎÏ
ak+1 < bk+1. ôÏÇÄÁ k ≤ n− 1: ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ k ≥ n, ÔÏ ak+1 = 9 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ bk+1. îÏ × ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ É a0:a1 : : : an−1(an + 1)00 : : : | ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÅÓÌÉ
a0:a1 : : : an−1(an + 1)00 · · · < y, ÔÏ a0:a1 : : : an−1an99 · · · < y) ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ôÁËÖÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÇÄÅ Ä×ÕÍÑ ÚÁÐÉÓÑÍÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ y, Á ÎÅ x.

ó×ÏÊÓÔ×Ï 2 ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ¤

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÌÅËÃÉÉ 4 (ÏËÏÎÞÁÎÉÅ). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ⊂ R ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ ÞÉ-
ÓÌÏÍ L ∈ R; ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A0 ⊂ Z, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÙÅ ÞÁÓÔÉ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ X, ÏÇÒÁÎÉ-
ÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ ÔÅÍ ÖÅ L. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × A0 ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ a0. ôÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ
X0 ⊂ X ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× X, ÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ a0.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A1 ⊂ {0; 1; : : : ; 9} | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒ×ÙÈ ÃÉÆÒ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ x ∈ X0. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏÅ,
ÔÁË ÞÔÏ × ÎÅÍ ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ a1. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ X1 ⊂ X0 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x ∈ X0, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒ×ÁÑ ÃÉÆÒÁ ÒÁ×ÎÁ a1 (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x ∈ X, Õ ËÏÔÏÒÙÈ
ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó a0:a1, Á ÄÁÌØÛÅ ÞÔÏ ÕÇÏÄÎÏ).

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÁ n-ÏÍ ÛÁÇÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ a0 É ÎÁÂÏÒ ÃÉÆÒ a1 : : : an, Á ÔÁËÖÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Xn, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x ∈ X, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ Ó a0:a1 : : : an. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ
ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÛÁÇ: An+1 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (n + 1)-ÙÈ ÃÉÆÒ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x ∈ Xn; an+1 | ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ
(ËÏÎÅÞÎÏÇÏ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á An+1, É Xn+1 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ x ∈ Xn, Õ ËÏÔÏÒÙÈ (n + 1)-Ñ ÃÉÆÒÁ ÒÁ×ÎÁ an+1.
ïÞÅ×ÉÄÎÏ, Xn+1 ⊂ Xn É ÎÅÐÕÓÔÏ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ � = a0:a1a2 · · · ∈ R. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ � = supX.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ x ∈ X. åÓÌÉ x ∈ Xn ÄÌÑ ×ÓÅÈ n, ÔÏ x = �. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÕÓÔØ m | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ

ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ x =∈ Xm. ôÏÇÄÁ x ∈ Xm−1, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ x ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ
ÎÁ a0:a1 : : : am−1 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, m-Ñ ÃÉÆÒÁ x ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ am. îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ x =∈ Xm, ÜÔÁ ÃÉÆÒÁ ÎÅ
ÍÏÖÅÔ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ am | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ am, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ x < �. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
× ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ x ≤ �, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ � ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X Ó×ÅÒÈÕ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ � < �; ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ � = b0:b1b2 : : : , É ÐÕÓÔØ k | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÏÅ,
ÞÔÏ bk < ak; ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÃÉÆÒÙ � ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË Õ �: b0 = a0; b1 = a1; : : : ; bk−1 = ak−1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Xk ⊂ X
ÎÅÐÕÓÔÏ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x ∈ X, ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ a0:a1 : : : ak. äÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ x ∈ Xk ÉÍÅÅÍ � < x, ÔÁË ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ � ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X Ó×ÅÒÈÕ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ
� = supX.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ¤

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ: f : [a; b] → R É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ
×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ ÎÅÍ: ÅÓÌÉ x; y ∈ [a; b] É x ≤ y, ÔÏ f(x) ≤ f(y). ôÏÇÄÁ ÐÒÅÄÅÌ limx→b f(x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÒÁ×ÅÎ
M = sup f([a; b)) = sup{f(x) | a ≤ x < b}.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÚÁÍÅÔÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f([a; b)) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ ÞÉÓÌÏÍ f(b) (× ÓÉÌÕ ÍÏ-
ÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ M . ðÕÓÔØ
U"(M) = (M − ";M + ") | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ M . óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁ-
ÎÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ t ∈ f([a; b)) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ t > M − "; ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f([a; b)) ÉÍÅÅÍ t = f(u)
ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ u ∈ [a; b). ðÕÓÔØ V = (u; 2b − u) | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ b; × ÓÉÌÕ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ
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É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÉÍÅÅÍ M − " < t < f(x) < M < M + ", ÔÏ ÅÓÔØ f(x) ∈ U ÐÒÉ ×ÓÅÈ
x ∈ V ∩ [a; b) = (u; b). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÐÒÅÄÅÌ.

þÁÓÔÏ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ: ÐÕÓÔØ f ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ, ×ËÌÀÞÁÀÝÅÍ ÔÏÞËÉ a É b (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ×ÓÅÍ R). ôÏÇÄÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ Ë ÆÕÎËÃÉÉ
g : [a; b] → R, ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË (Ô.Å. g(x) = f(x) ÐÒÉ ×ÓÅÈ x ∈ [a; b],
Á ×ÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ ÆÕÎËÃÉÑ g ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ). ôÏÇÄÁ limx→b g(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f × ÔÏÞËÅ b ÓÌÅ×Á
É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ limx→b−0 f(x); ËÁË ÄÏËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, ÏÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ limx→b f(x) ÍÏÖÅÔ É
ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ | ÍÙ ÜÔÏ ÕÖÅ ×ÉÄÅÌÉ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ (ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ) ÆÕÎËÃÉÉ �(x) = 0 ÐÒÉ x < 0
É �(x) = 1 ÐÒÉ x ≥ 0.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌ ÓÐÒÁ×Á.
ðÒÉÍÅÒ 2. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÐÒÉÍÅÒÕ 1: ÐÕÓÔØ x1; x2; : : : | ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ. ôÏÇÄÁ limn→∞ xn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
É ÒÁ×ÅÎ ÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÕÐÏÍÑÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ
ÏÔ ÐÒÉÍÅÒÁ 1; ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ×ÓÅÍ ÉÚ-
×ÅÓÔÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ
ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ (ÐÒÏÄÕÍÁÊÔÅ, ËÁË ÏÎÉ ×ÓÅ-ÔÁËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ! ÏÓÏÂÏÅ
×ÎÉÍÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÉÔÅ ÎÁ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ).

ðÕÓÔØ x; y ∈ R; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ xn; yn ËÏÎÅÞÎÙÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÏÂÒÅÚÁÎÉÅÍ x É y ÎÁ n-ÏÊ ÃÉÆÒÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. x+ y def= sup{xn + yn | n ∈ N}.
(ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {xn + yn | n ∈ N} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ | ÄÏËÁÖÉÔÅ! | ÔÁË ÞÔÏ ÔÏÞÎÁÑ
×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, Á ÎÅ ÒÁ×ÎÁ +∞).

ðÕÓÔØ x = a0:a1a2 : : : . ôÏÇÄÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÍ Ë x ÎÁÚÏ×ÅÍ ÞÉÓÌÏ −x def= b0:b1b2 : : : , ÇÄÅ b0 = −a0 − 1, Á
bi = 9− ai ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ≥ 1. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, −(−x) = x.
ìÅÍÍÁ 1. 1) x > 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ −x < 0.

2) x+ (−x) = (−x) + x = 0. þÉÓÌÏ y = −x | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ x+ y = y + x = 0.
3) x < y ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ y + (−x) > 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. åÓÌÉ x; y > 0, ÔÏ xy def= sup{xnyn | n ∈ N}. åÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÌÉ Ä×Á ÞÉÓÌÁ x; y ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ, ÔÏ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ xy ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÚÎÁËÏ× (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, xy = −(x(−y)), ÅÓÌÉ y < 0 < x).
ôÅÏÒÅÍÁ 1. óÌÏÖÅÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

1) x+ y = y + x,
2) x+ (y + z) = (x+ y) + z,
3) x+ 0 = x,
4) xy = yx,
5) x(yz) = (xy)z,
6) x · 1 = x,
7) x(y + z) = xy + xz,
8) ∀x 6= 0∃y : xy = 1.
9) åÓÌÉ x; y > 0, ÔÏ x+ y > 0, xy > 0.


