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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. éÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ.

1. èÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ù ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ÷ ÌÅËÃÉÑÈ 1 É 2 ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ (É
ÐÒÅÄÅÌÙ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÏÂßÅËÔÁÍÉ: ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ R, R, R̃, Rn. ÷ÓÅ ÜÔÉ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÈÏÖÉ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ É ÄÒÕÇÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ/× Rn É Ô.Ð.). ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÏÄÏÚÒÅÎÉÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ
ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÏÎÑÔÉÑ. èÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï | ÔÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ
\ÓÒÅÄÁ", × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÐÒÅÄÅÌ.

þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X (ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, X = R É ÔÏÞËÉ | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ) É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ
ÔÏÞËÉ a ∈ X ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁÂÏÒ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× U ⊂ X ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ ÔÏÞËÉ
a (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a ∈ R | ÜÔÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (a − "; a + ") ⊂ R Ó ÃÅÎ-
ÔÒÏÍ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ É ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÐÒÏÓÔÙÍÉ
Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

1) ìÀÂÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ a.
2) õ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ X ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ.
3) åÓÌÉ U1 É U2 | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞÅË), É a ∈ U1 ∩U2, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U

ÔÏÞËÉ a ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ U ⊂ U1 ∩ U2.
4) åÓÌÉ a1; a2 ∈ X | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U1 ÔÏÞËÉ a1 É ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U2 ÔÏÞËÉ

a2, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË: U1 ∩ U2 = ∅.
îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ!), ÞÔÏ R, R, R̃ É Rn Ó ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ × ÌÅËÃÉÑÈ 1 É 2,

| ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ù ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ × ÔÏÞËÅ, É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÍÏÖÎÏ ÔÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÂÅÚÏ

×ÓÑËÉÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : A → Y , ÇÄÅ Y | ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á A | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Á ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X (×ÏÏÂÝÅ
ÇÏ×ÏÒÑ, ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ Y ).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1 ÌÅËÃÉÉ 1 (Ï ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ-
ÓÔÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ) ×ÅÒÎÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : A→ Y .
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 ÌÅËÃÉÉ 1, ×ÅÒÓÉÑ ÄÌÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ðÕÓÔØ X, B
| ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ù ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, A ⊂ X, f : A→ B | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ É a ∈ X. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ,
ÞÔÏ ÔÏÞËÁ a ∈ A ÎÅ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÁ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A ∪ {a} ⊂ X: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V ⊂ X ÔÏÞËÉ a
ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ b ∈ V ∩A \ {a} (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, b ∈ V ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ b ∈ A É b 6= a).

ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌ limx→a f(x) ∈ B ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÏÎ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË: u1; u2 ∈ B | ÐÒÅÄÅÌÙ, É u1 6= u2. ðÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 4 ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÈÁÕÓÄÏÒ-
ÆÏ×Á ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Õ u1; u2 ÉÍÅÀÔÓÑ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U1; U2.
ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÅÄÅÌÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V1; V2 ÔÏÞËÉ a ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈

◦
V1, ÔÏ f(x) ∈ U1, Á ÅÓÌÉ

x ∈
◦
V2, ÔÏ f(x) ∈ U2.

óÏÇÌÁÓÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 3 ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Á ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÔÏÞËÁ a ∈ X ÏÂÌÁÄÁÅÔ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ V ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ V ⊂ V1 ∩ V2. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÏÞËÁ a ÎÅ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÁ × A ∪ {a} | ÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ x ∈ V ∩ A, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ a. îÏ ÔÏÇÄÁ x ∈

◦
V1 É x ∈

◦
V2, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

f(x) ∈ U1 É f(x) ∈ U2 ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. üÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U1 É U2 ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ¤
2. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ÷ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ É ÆÕÎËÃÉÉ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ. ðÕÓÔØ X É Y | Ä×Á ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ X ×Y
(ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ (x; y), ÇÄÅ x ∈ X, Á y ∈ Y . îÁÐÒÉ-
ÍÅÒ, R×R = R2 | (ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ) ÐÌÏÓËÏÓÔØ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X × Y → Z ÎÁÚÙ×ÁÀÔ (ÅÓÌÉ Z | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÞÉÓÅÌ) ÆÕÎËÃÉÅÊ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÐÅÒ×ÁÑ ÉÚ X, ×ÔÏÒÁÑ ÉÚ Y ) | × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÁË ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ R2 → R.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÅËÁÒÔÏ×Ï ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ÔÒÅÈ É ÂÏÌÅÅ) ÍÎÏÖÅÓÔ× É ÆÕÎË-
ÃÉÑ ÔÒÅÈ É ÂÏÌÅÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÎÁÄÅÌÉÔØ X × Y ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á:
1



ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. äÌÑ ×ÓÅÈ a ∈ X, b ∈ Y ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ (a; b) ∈ X × Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U(a) ×
V (b) = {(x; y) | x ∈ U(a); y ∈ V (b)}, ÇÄÅ U(a) ⊂ X É V (b) ⊂ Y | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË a É b
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ!), ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. óÔÒÕËÔÕÒÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R2 ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÉ ÉÍÅÎÎÏ
ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: Up;q(a; b) = Up(a)× Uq(b) ⊂ R× R = R2.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁ ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÌÀÂÏÇÏ
ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ Rn.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y × Z ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ X ÐÁÒÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (g(a); h(a)), ÇÄÅ
g(a) ∈ Y É h(a) ∈ Z. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y × Z | ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ ËÁË ÐÁÒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ
g : X → Y É h : X → Z. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× | ÐÒÏÓÔÏ
ÎÁÂÏÒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ A × ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : A → Rn ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
n-ÍÅÒÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÑÍÉ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A).
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ X;B;C | ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ù ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É A ⊂ X. ôÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒ-
ÆÕÎËÃÉÑ f = (g; h) : A→ B × C ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ a ∈ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
g; h ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ × ÔÏÞËÅ a.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. \ôÏÇÄÁ": ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ g É h | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ × ÔÏÞËÅ a ∈ A, É ÐÕÓÔØ V ×W
| ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ f(a) = (g(a); h(a)) ∈ B × C; ÚÄÅÓØ V ⊂ B É W ⊂ C | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË b ∈ B É c ∈ C
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ g ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U1 ⊂ X ÔÏÞËÉ a, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ U1 ∩ A, ÔÏ
g(x) ∈ V . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, × ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ h ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U2 ⊂ X ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÉ a, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
x ∈ U2 ∩A, ÔÏ h(x) ∈W . ôÅÐÅÒØ a ∈ U1 ∩U2; ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ
U ⊂ U1 ∩ U2 ÔÏÞËÉ a. åÓÌÉ x ∈ U ∩ A, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ g(x) ∈ V É h(x) ∈ W ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ, ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ
f(x) ∈ V ×W . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ f × ÔÏÞËÅ a ÄÏËÁÚÁÎÁ.

\ôÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ": ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÑ, É ÐÕÓÔØ V ⊂ B É W ⊂ C | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË g(a) ∈ B É h(a) ∈ C ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ V ×W ⊂ B×C | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ f(a) = (g(a); h(a)).
÷ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ f ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ X ÔÏÞËÉ a ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ U∩A, ÔÏ f(x) = (g(x); h(x)) ∈ V×W ,
ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ g(x) ∈ V É h(x) ∈ W . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ × ÔÏÞËÅ a ÆÕÎËÃÉÊ g É h (ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U
ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÄÌÑ ÏÂÅÉÈ). �
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f1 : A1 → R É f2 : A2 → R ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ × ÔÏÞËÅ a ∈ A1 ∩ A2, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ
f1 + f2 : A1 ∩A2 → R É f1f2 : A1 ∩A2 → R ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ × ÔÏÞËÅ a.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F = (f1; f2) : A1 ∩ A2 → R2 ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ
a. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1 ÌÅËÃÉÉ 1 É ÐÒÉÍÅÒÕ 4 ÌÅËÃÉÉ 2, ÆÕÎËÃÉÑ f1 + f2 = � ◦ F (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �
| \ÆÕÎËÃÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ": �(x; y) = x + y) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1 ÌÅËÃÉÉ 1
É ÐÒÉÍÅÒÕ 5 ÌÅËÃÉÉ 2, ÆÕÎËÃÉÑ f1f2 = � ◦ F ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ a (� | \ÆÕÎËÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ":
�(x; y) = xy). ¤
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. åÓÌÉ ×Ù ÎÅ ÒÁÚÂÉÒÁÌÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÅÌËÉÍ ÛÒÉÆÔÏÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1, ÔÏ ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ
ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ (ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ), ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÐÒÅ-
ÒÙ×ÎÙ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2 (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1). åÓÌÉ limx→a f1(x) = u1 É limx→a f2(x) = u2, ÔÏ limx→a(f1(x) + f2(x)) = u1 + u2
É limx→a f1(x)f2(x) = u1u2. ëÏÒÏÞÅ (ÎÏ ÍÅÎÅÅ ÔÏÞÎÏ): ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÐÒÅÄÅÌÏ×, ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÐÒÅÄÅÌÏ×.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÐÒÅÄÅÌ ÒÁÚÎÏ-
ÓÔÉ É ÞÁÓÔÎÏÇÏ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. ëÁË ÏÂÏÂÝÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2 É ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ 3 ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÏÄÉÎ ÉÌÉ ÏÂÁ
ÐÒÅÄÅÌÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙ?
3. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ É ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ. ÷ÏÔ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÐÏÌÅÚÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Á ÔÏ-
ÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á: ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï I[0; 1], ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ×ÏÚÒÁ-
ÓÔÁÀÝÉÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ X = (x0 = 0 < x1 < · · · < x2N−1 < x2N = 1) (ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁ-
ÔÕÒÁÌØÎÙÈ N ; ÉÎÏÇÄÁ ÏÎÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1]), Á ÔÁËÖÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ∞
(\ÉÄÅÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ"). ïËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ X ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï {X} (ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÜÔÏ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ), Á ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ∞ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U"(∞) (ÇÄÅ
" > 0 | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ), ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ∞ É ×ÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ)
X = (x0 = 0 < x1 < · · · < x2N−1 < x2N = 1), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙ-
ÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ ÍÅÎØÛÅ ": xi+1 − xi < " ∀i = 0; : : : ; 2N − 1.
ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ N : I[0; 1] \ {∞} → N | ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ X = (x0 = 0 < x1 <
· · · < x2N−1 < x2N = 1) ÒÁ×ÎÏ N . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X ∈ U"(∞), ÔÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï N(X) ≥ 1=(2").



ïÔÓÀÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ Ï Ä×ÕÈ ÐÏÌÉÃÅÊÓËÉÈ (ÐÏÞÅÍÕ ÏÎÁ ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å I[0; 1]?) ×ÙÔÅËÁÅÔ,
ÞÔÏ limX→∞N(X) = +∞.

ðÕÓÔØ f : [0; 1] → R | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Á X ∈ I[0; 1] | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ (ÎÏ ÎÅ ∞). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ I(f;X)
ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÓÕÍÍÏÊ òÉÍÁÎÁ:

I(f;X) =
N−1∑

i=0
f(x2i+1)(x2i+2 − x2i):

ðÒÅÄÅÌ limX→∞ I(f;X) (ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ËÏÎÅÞÎÏ | ÜÔÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ f) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ
(òÉÍÁÎÁ) ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ [0; 1] É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

∫ 1
0 f(x) dx.

åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ÔÏ I(f;X) | ÐÌÏÝÁÄØ \ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÆÉÇÕÒÙ" | ÏÂßÅÄÉ-
ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× �i, i = 0; : : : ; N − 1, ÇÄÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË �i ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÓÌÅ×Á É ÓÐÒÁ×Á ×ÅÒÔÉËÁÌØ-
ÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ x = x2i É x = x2i+2 (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÅÇÏ ÛÉÒÉÎÁ ÒÁ×ÎÁ x2i+2 − x2i, ÓÎÉÚÕ | ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ
y = 0, Á Ó×ÅÒÈÕ | ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ y = f(x2i+1) (Ô.Å. ÅÇÏ ×ÙÓÏÔÁ ÒÁ×ÎÁ f(x2i+1)). ëÏÇÄÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ
X ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ∞, ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ×ÓÅ ÂÏÌÅÅ É ÂÏÌÅÅ ÐÏÈÏÖÁ ÎÁ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÉÇÕÒÕ
�f = {(x; y) | 0 ≤ x ≤ y; 0 ≤ y ≤ f(x)} | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÍÅÖÄÕ ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ É ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f . ôÅÍ
ÓÁÍÙÍ, ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ,

∫ 1
0 f(x) dx ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ f | ÐÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒÙ �f .

ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, f(x) = x. ôÏÇÄÁ I(f;X) = ∑N−1
i=0 x2i+1(x2i+2 − x2i). äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌÁ ÓÄÅÌÁÅÍ

ÔÁËÏÊ ÔÒÀË:

I(f;X) =
N−1∑

i=0
(x2i+1 − x2i+2 + x2i

2 )(x2i+2 − x2i) + x2i+2 + x2i
2 (x2i+2 − x2i) =

= 1
2

N−1∑

i=0
(x2

2i+2 − x2
2i) +

N−1∑

i=0
(x2i+1 − x2i+2 + x2i

2 )(x2i+2 − x2i)

ðÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÒÁ×ÎÏ 1
2 (x2N − x0) = 1

2 (1 − 0) = 1
2 . ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X ∈ U"; ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i ÉÍÅÅÍ∣∣∣x2i+1 − x2i+2+x2i

2

∣∣∣ < " (ÄÏËÁÖÉÔÅ!). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ L ×ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × ÓÕÍÍÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÌÁÇÁÅ-
ÍÙÈ ÍÏÄÕÌØ ÉÈ ÓÕÍÍÙ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÓÕÍÍÙ ÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

|L| ≤
N−1∑

i=0

∣∣∣∣x2i+1 − x2i+2 + x2i
2

∣∣∣∣ (x2i+2 − x2i) ≤ "
N−1∑

i=0
(x2i+2 − x2i) = "(x2N − x0) = ":

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ X ∈ U"(∞), ÔÏ −" < L < ", ÏÔËÕÄÁ I(f;X) ∈ ( 1
2 − "; 1

2 + "). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ,
ÞÔÏ

∫ 1
0 x dx = limX→∞ I(f;X) = 1

2 .


