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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÅÌÁ. ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ: ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ É Rn.

1. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÅÌÁ ðÕÓÔØ A ⊂ R (Ô.Å. A | ËÁËÏÅ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ a ∈ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U"(a) ÔÁËÁÑ,
ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× U"(a) ∩ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ | ÓÁÍÕ ÔÏÞËÕ a. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,
ÔÏÞËÁ a ∈ A ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
◦
V (a) ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ

◦
V (a) ∩A 6= ∅ | ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ b ∈ V ∩A ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ b 6= a.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ f : A → B | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, É ÔÏÞËÁ a ∈ A ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ. ôÏÇÄÁ
ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌ limx→a f(x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÏÎ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á ÐÒÅÄÅÌÁ, u1 6= u2. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ g1(x) ={
f(x); x 6= a;
u1; x = a É g2(x) =

{
f(x); x 6= a;
u2; x = a ÏÂÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏÂÙ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ

U1 = (u1 − "; u1 + ") ÔÏÞËÉ u1 É ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U2 = (u2 − "; u2 + ") ÔÏÞËÉ u2 ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ, É ÐÕÓÔØ
V1 = (a − �1; a + �1), V2 = (a − �2; a + �2) | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ g1 É g2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ �1 < �2, ÔÁË ÞÔÏ V1 ⊂ V2.
ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÁ a ÎÅ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ b ∈ V1 ∩ A ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ b 6= a. ôÏÇÄÁ g1(b) ∈ U1 É
g2(b) ∈ U2. îÏ g1(b) = f(b) = g2(b) (ÐÏÓËÏÌØËÕ b 6= a | ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ËÒÏÍÅ a ÆÕÎËÃÉÉ g1 É g2 ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó
ÆÕÎËÃÉÅÊ f É ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ), É ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ f(b) ∈ U1∩U2, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1 (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1). ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ a ∈ A ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f :
A→ B ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ a ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f(a) = limx→a f(x).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 (\ÌÅÍÍÁ Ï Ä×ÕÈ ÐÏÌÉÃÅÊÓËÉÈ"). åÓÌÉ f; g; h : A→ R | ÔÒÉ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÞÅÍ limx→a f(x) =
limx→a h(x) = u É f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) ÐÒÉ x, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, ÔÏ
limx→a g(x) = u.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ U = (u−"; u+") | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ u. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÅÄÅÌÁ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V1 = (a−�1; a+�1) ÔÏÞËÉ a ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ V1 (ÔÏ ÅÓÔØ |x− a| < �1), ÔÏ f(x) ∈ U . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V2 = (a−�2; a+�2) ÔÏÞËÉ a ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ V2 (ÔÏ ÅÓÔØ |x− a| < �2), ÔÏ h(x) ∈ U .
÷ÙÂÅÒÅÍ ÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ �1; �2 | ÐÕÓÔØ ÜÔÏ �1. ôÏÇÄÁ V1 ⊂ V2, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ x ∈ V1, ÔÏ x ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÅÉÍ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f(x); h(x) ∈ U . ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ u−" < f(x) < h(x) < u+",
Á ÐÏÓËÏÌØËÕ f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) | ÔÁËÖÅ É u − " < g(x) < u + ", ÔÏ ÅÓÔØ g(x) ∈ U . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁÊÄÅÎÁ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a (ÜÔÏ V1) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ÅÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ, ÔÏ g(x) ∈ U . (åÓÌÉ �2 ≤ �1, ÔÏ ÔÁËÏÊ
ÏËÒÅÓÔÎÏÔØÀ ÂÕÄÅÔ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, V2.)

üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ limx→a g(x) = u. ¤

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ f(x) = 0 ÐÒÉ x = 0 É f(x) = sin 1=x ÐÒÉ x 6= 0. ôÏÇÄÁ ÐÒÅÄÅÌ limx→0 f(x) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-
ÎÏ, ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÒÏËÏÌÏÔÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ

◦
V = (−�; 0)∪(0; �) ÔÏÞËÉ 0 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁË ÔÏÞËÕ ×ÉÄÁ p = 1=(2�n+�=2), ÔÁË É

ÔÏÞËÕ ×ÉÄÁ q = 1=(2�n−�=2) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ∈ Z. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏÂÙ 1=(2�n−�=2) < �,
ÔÏ ÅÓÔØ n > (1=� + �=2)=(2�), Á ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. îÏ ÔÏÇÄÁ f(p) = 1 É f(q) = −1;
ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË × ÌÅËÃÉÉ 1.

2. ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ: ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÅÝÅ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÈ +∞ É −∞. ïËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ × R ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ É ÒÁÎØÛÅ, Á ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ +∞ É −∞ ÂÕÄÕÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
Uc(+∞) = (c;+∞] = {+∞} ∪ {x ∈ R | x > c} É Uc(−∞) = [−∞; c) = {−∞} ∪ {x ∈ R | x < c}. ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ × ÔÏÞËÅ a ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÏÌÕÞÁÀÔ
ÓÍÙÓÌ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : A→ R, ÇÄÅ A ⊂ R,

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ f : N→ R| ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(n) = 1=n; ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ limn→+∞ f(n) =
0.

1



ðÕÓÔØ V" = (−";+") ⊂ R| ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏËÏÌÏÔÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ
◦

U1=" = (1=";+∞) ⊂
R ⊂ R ÔÏÞËÉ +∞. ðÕÓÔØ n ∈ U1=" ∩ A, ÔÏ ÅÓÔØ n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ n > 1=". ôÏÇÄÁ
0 ≤ f(n) = 1=n < ", ÔÁË ÞÔÏ f(n) ∈ V", ÔÁË ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÐÒÅÄÅÌÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.
úÁÄÁÞÁ . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : R \ {0} → R ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(x) = 1=x2 ÐÒÉ x 6= 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
limx→0 f(x) = +∞.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R̃, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÅÝÅ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ∞
(\ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÂÅÚ ÚÎÁËÁ"). ïËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ | ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ × R É × R (ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ
Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÔÏÞËÅ); ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ∞ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Uc =
{∞} ∪ (−∞;−c) ∪ (c;+∞) ÄÌÑ ×ÓÅÈ c > 0. ôÅÐÅÒØ Õ ÎÁÓ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ (É ÐÒÅÄÅÌÁ)
ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : A→ B, ÇÄÅ A | ÌÉÂÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R, ÌÉÂÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R̃ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ
A ⊂ R, ÐÏÓËÏÌØËÕ R | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É R, É R̃ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ).
ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ f : R\{0} → R̃ | ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(x) = 1=x (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ
f | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÏ R ⊂ R̃, ÔÁË ÞÔÏ f ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × R̃.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ limx→0 f(x) = ∞. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ Uc | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ ∞. ÷ÏÚØÍÅÍ
ÐÒÏËÏÌÏÔÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V = (−�; 0)∪ (0; �) ⊂ R, ÇÄÅ � > 0 | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ � < 1=c (ÐÒÉ
c > 0 ÔÁËÏÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, � = 1=(2c)). åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ x ∈ V ∩ (R \ {0}), ÔÏ ÌÉÂÏ x > 0
| ÔÏÇÄÁ f(x) > c, ÌÉÂÏ x < 0 | ÔÏÇÄÁ f(x) < −c. ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ f(x) ∈ Uc.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÕ ÖÅ f ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R → R É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ limx→0 f(x) ÎÅ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ. óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ limx→0 f(x) 6= +∞. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÚØÍÅÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ Uc(+∞) = (c;+∞] ÔÏÞËÉ
+∞ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ c > 0, É ÐÕÓÔØ

◦
V = (−�; 0) ∪ (0;+�) ⊂ R | ÐÒÏËÏÌÏÔÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ 0. üÔÁ

ÐÒÏËÏÌÏÔÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÉÓÌÏ x < 0 (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, x = −�=2), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(x) < 0 É,
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f(x) =∈ Uc(+∞). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÅÎ −∞.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ limx→0 f(x) = c ∈ R É U = (c − "; c + ") | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ c. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÒÏËÏÌÏÔÁÑ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V = (−�; 0) ∪ (0;+�) ÔÏÞËÉ 0 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ x ∈ V ∩ (R \ {0}) ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ x < 1=(c+ "). ôÏÇÄÁ
f(x) > c+ ", ÔÁË ÞÔÏ f(x) =∈ U . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, c ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.
3. ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ: ÐÌÏÓËÏÓÔØ ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ R2 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÐÁÒÙ (x; y) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : A → R, ÇÄÅ
A ⊂ R2, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ Ä×ÕÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ: ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏÐÏÓÔÁ-
×ÌÑÅÔ ÞÉÓÌÏ f((x; y)) ∈ R ÔÏÞËÅ (x; y) ∈ R2 ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ | ÔÏ ÅÓÔØ, Ä×ÕÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ
x É y; ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÕÂÉÒÁÀÔ ÏÄÎÕ ÐÁÒÕ ÓËÏÂÏË É ÐÉÛÕÔ f(x; y).

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : A→ R2, ÇÄÅ A ⊂ R, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ t ∈ A ÔÏÞËÕ g(t) ∈ R2 ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ôÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÅÊ (Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ) ÏÄÎÏÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ
ÉÌÉ (ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ) ËÒÉ×ÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ôÏÞËÁ g(t) ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ t: g(t) = (x(t); y(t));
ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ x É y Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ A → R, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ,
×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÑ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÁÒÁ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

îÁÚÏ×ÅÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ (a; b) ∈ R2 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ut;s(a; b) = {(x; y) ∈ R2 | x ∈ Ut(a); y ∈ Us(b)}, ÔÏ ÅÓÔØ
Ut;s(a; b) = {(x; y) ∈ R2 | a− t < x < a+ t; b− s < y < b+ s}. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ Ut;s(a; b) | ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË (ÂÅÚ
ÓÔÏÒÏÎ, ÔÏÌØËÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ) ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÏÎÑÔÉÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÏÚ×Ï-
ÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : A→ B, ÇÄÅ B = R2 ÉÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ
ÒÁÎÅÅ (R, R, R̃), Á A | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R2 (ÉÌÉ, ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ, ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R, R ÉÌÉ R̃) | ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á ÔÁËÖÅ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÊ ÉÌÉ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.
ðÒÉÍÅÒ 4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ � : R2 → R, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �(x; y) = x+y. äÏËÁÖÅÍ,
ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ a = (p; q). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ
U = (p + q − "; p + q + ") ⊂ R ÔÏÞËÉ �(p; q) = p + q, É ÐÕÓÔØ V = (p − "=2; p + "=2) × (q − "=2; q + "=2) ⊂ R2

| ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a = (p; q) ∈ R2. åÓÌÉ z = (x; y) ∈ V , ÔÏ p − "=2 < x < p + "=2 É q − "=2 < y < q + "=2,
ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ p+ q− " < x+ y = �(z) < p+ q+ ", ÔÏ ÅÓÔØ �(z) ∈ U . üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ.
ðÒÉÍÅÒ 5 (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒÕ 4). äÏËÁÖÅÍ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �(x; y) = xy × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÏÊ ÔÏÞËÅ a = (p; q). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ p; q > 0, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U = (pq − ":pq + "), É ÐÕÓÔØ V = (p − �1; p + �1) × (q − �2; q + �2), ÇÄÅ �1 | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ �1 > 0, �1 < "=(4q), �1 < 1 É �1 < "=2, Á �2 | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ �2 > 0, �2 < "=(4p), �2 < 1 É �2 < "=2. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ z = (x; y) ∈ V ÐÏÌÕÞÉÍ
�(z) = xy < (p + �1)(q + �2) = pq + q�1 + p�2 + �1�2 < pq + q · "=(4q) + p · "=(4p) + �1 < pq + "=2 + "=2 = pq + " É
f(z) = xy > (p− �1)(q − �2) = pq − q�1 − p�2 + �1�2 > pq − q�1 − p�2 > pq − q · "=(4a)− p · "=(4p) = pq − "=2 > pq − ", ÔÁË
ÞÔÏ �(z) ∈ U . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÏÎÑÔÉÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ (ÕÔÏÞÎÉÔÅ, ËÁË ÉÍÅÎÎÏ!) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (n-ÍÅÒÎÏÅ
×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï) Rn Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ n ≥ 1, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÎÁ-
ÂÏÒÙ (x1; : : : ; xn) ÉÚ n ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.


