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8. çïíïôïðéþåóëáñ üë÷é÷áìåîôîïóôø

úÁÄÁÞÁ 1. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ É ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÂÅÚ ÔÏÞËÉ É ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ ÂÅÚ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÏËÒÕÖÎÏ-
ÓÔÉ. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ ÂÅÚ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÁ (ÇÏÍÏÔÏÐÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÔÏÞËÅ).
Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ É ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ. Ä) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÐÏ-
ÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ × ÓÅÂÑ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ, Á ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ | ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ.

ëÏÎÅÞÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÇÏ
ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ× ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÅÍ ÉÈ ËÏÎÃÏ×. ïÂÒÁÚÙ ÏÔÒÅÚËÏ× ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓËÌÅÊËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÅ-
ÂÒÁÍÉ ÇÒÁÆÁ, Á ÏÂÒÁÚÙ ÉÈ ËÏÎÃÏ× | ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. åÓÌÉ Ä×Á ËÏÎÃÁ ÒÅÂÒÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ (ËÏÎÃÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ
ÏÔÒÅÚËÁ ÓËÌÅÅÎÙ), ÔÏ ÒÅÂÒÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÔÌÅÊ.
úÁÄÁÞÁ 2. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÇÒÁÆ ËÏÍÐÁËÔÅÎ É Ó×ÑÚÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÇÒÁÆ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÅÎ. Â) ðÕÓÔØ
G | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÇÒÁÆ, Á e | ÅÇÏ ÒÅÂÒÏ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÅÔÌÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ G=e ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ
ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅÍ ÒÅÂÒÁ e (×ÓÅ ÅÇÏ ÔÏÞËÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ G=e ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÇÒÁÆÕ,
É ÏÐÉÛÉÔÅ ÜÔÏÔ ÇÒÁÆ. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ G=e ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ G. Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏ
Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÂÕËÅÔÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. óËÏÌØËÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ × ÂÕËÅÔÅ, ÅÓÌÉ ×
ÇÒÁÆÅ n ×ÅÒÛÉÎ É m ÒÅÂÅÒ?
úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ Vn | ÂÕËÅÔ n ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, pk : S1 → Vn | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ
S1 × k-À ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÂÕËÅÔÁ (1 ≤ k ≤ n), Á q` : Vn → S1 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ `-À
ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÂÕËÅÔÁ × S1 = {(x; y) ∈ R2 | x2 +y2 = 1}, ÐÒÉÞÅÍ ×ÅÒÛÉÎÁ ÂÕËÅÔÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÔÏÞËÕ (1; 0) ∈ S1, É
×ÓÅ ÔÏÞËÉ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÂÕËÅÔÁ ÔÏÖÅ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ × (1; 0) (ÚÄÅÓØ ÔÏÖÅ 1 ≤ ` ≤ n). Á) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ
ÓÔÅÐÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ q` ◦ pk : S1 → S1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ k É `; ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ pk É q` ÎÅ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ × ÔÏÞËÕ. Â) õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n > 1, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ k ÎÁÊÄÅÔÓÑ ` ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ q` ◦ pk
ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ × ÔÏÞËÕ, Á ÅÓÌÉ n = 1, ÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÂÕËÅÔ Vn ÐÒÉ n > 1
ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÕËÅÔÙ Vn1 É Vn2 ÐÒÉ n1 6= n2 ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ
ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.

óÆÅÒÏÊ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ 4g-ÕÇÏÌØÎÉËÁ
a1a2 : : : a4g ÐÏÐÁÒÎÙÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÅÍ ÅÇÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ, ÐÒÉÞÅÍ ÔÏÞËÁ x ∈ [ai; ai+1], ÌÅÖÁÝÁÑ
ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ t ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ ai, ÓËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÔÏÞËÏÊ y ∈ [ai+2g; ai+1+2g], ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ t ÏÔ
×ÅÒÛÉÎÙ ai+1+2g (ÄÌÑ ×ÓÅÈ t É ×ÓÅÈ i; ÓÌÏÖÅÎÉÅ × ÉÎÄÅËÓÁÈ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 4g).
úÁÄÁÞÁ 4. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÆÅÒÙ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÊ
ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ËÒÕÇÕ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Mg | ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ É x ∈ Mg, ÔÏ Mg \ {x} ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅ-
ÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÂÕËÅÔÕ 2g ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ Mg1 É Mg2 ÐÒÉ g1 6= g2 ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ
ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ Ó 1 ÒÕÞËÏÊ (ÔÏÒ) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ S1 × S1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÅÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎ-
ÔÁÌØÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ É ÕËÁÖÉÔÅ ÎÁ ÎÅÊ ÐÅÔÌÉ, ËÌÁÓÓÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.
Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÏÐÁÒÎÙÍ ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÅÍ ÅÇÏ
ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÐÏ ÔÏÍÕ ÖÅ ÐÒÁ×ÉÌÕ, ÞÔÏ × ÓÆÅÒÅ Ó ÒÕÞËÁÍÉ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÔÏÒÕ. Ä) äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÅÍ ÓÆÅÒÙ Ó (g − 1) ÒÕÞËÁÍÉ É
ËÒÕÇÌÏÊ ÄÙÒËÏÊ É ÔÏÒÁ Ó ÄÙÒËÏÊ (ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, \ÒÕÞËÉ") ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÁÍ ÄÙÒÏË.
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